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PRÉ  TAC  È. 


Î^ORSQUE  les  Élémeus  d'aite  science  sont  incomplets ,  ceux  tjuî 
^étudient ,  découragés  par  la  multitude  des  lîvreB  qrfil'  feudroît 
iconsultér  pour  acquérir  leà  notiûli^;4^t  iéW  iûâaiïtïîfent ,  ne 

.  Rengagent  qu4^v:ec  crainte*  dans  uiié  cârrièté'  aoàl^  îfir'rf'ap^r^ 

'  ^oiyent  point  le  terme;  Xe^^M'adlêihati^i 
toutes  les  sciences,  celle  dont  les  oùS^âgôS  êikïiûktAWtti  wt^ 
<QQniioîtré  le  moins  l'étendue  et  les  ^à^es. 

En  reculant  les  bornes  de  TAnalysé  ^lesr  gtaûds  GéotoèlrM  *» 
«lotre  siècle  ont  donné  au  aft'/^  de  '  cette  latogùe ,  lAié  petfftctîorf 
«jui  doit  influer  nécessairement  sur' là  nitaûière  de'preséMer  !*•  • 
vérité3  connues  arant  eux.  Du  remêùrqué  dftti!^  îTfiiitoiite'  de^ 
Mathématiques  certaines^  époques  où  i  safas;  que  là  ièitté  des 
propositions  particulières. ait  souffert  aucune  atteinte  ,  feor  en*» 
fïhaînemeat  systématique  a  changé  pair  les  rapprocS'^pftéai 
auxquels  les  nouvelle»  découirertès  <^  d(ôiiné^  ïce*.  tes  priÉ^ 

"^^^  :ZI^::j^^^^  BVirr-^'^fli  i  J^Vjytmfn  rtkAlùê Âécbsktirèl^ y 
et  la  généralité  ieu  Méthodes  a*pulWlB  tiiiinini i>^  iliyiiÉlih >■  1# 

science  en  entier,  malgré  les  pàsimménSBés  qu'eîlb  atoît  faits.  • 
Nous  sommes,  a  ce  que  )e  crois,  dans  une  dé  cfes'épbques  j 
,  la  réunion  des  nombreux  mateiiaux ,  relâfife  att  Çalcuï  SiSSè^ 
rcntiel  et  a^'CaWu^^  épî^s  dans  les' coîlëctiolis  Àcâdé- 

nuques  9  peçt  se^le  ^aire  connoîtrè  toixtfes  ïes'iibhessès  de  cette 
branche  impi^rtante  de  l^AnalJ;se  ,  et  réduire  à  uit  petit  nombre 
de  méthodes*  générales ,  un^  foulé  de  procédés  particuliers  qtii* 
tiennent,  a  .r.ei^lkîice  de  ces  calôuls  j  mais  ce  n'esta  point  par  une 
simple  compilation ,  qy-^on^at^çindra  ce  but. 

Les  mêmes  f  Recouvertes  s^étant  présentées  a  pfusîeur*  Géo- 
mètres^ sous  ,des  points  de  vue  trés-différens ,  il  en  çst  résulté 
pluâeurs  méthodes, entre. lesquelles  il  faut  faire  un  choix,  ou 
qu^il  faut  exposer  dans  un  ordre ,  qui  mette  en  évidence  les 
rappp;rts  pmr  lesquels  eÛes  se  Heat  le^  unes  fiux  autres }  enfin , 
il  n^efit  pas  moins  néce^aira  de  donner  ,pour  ainsi  dire ,  à  toutes , 
Hl^;  teinte  uniforme ,  ^ui  ne  laisse  point  appercevoir  de  difie*' 
rence,  entre  et  qu'oa  doit  à  on  auteur ,  et  ce  qu'on  a  empitùité' 
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d'uB  autre,  et  répandu  sur  leT^putr'un  égei  dçgré  de  précÎ6r0i> 
et  de  clarté.      '*''--»...:,. 

•sTelle  est  la:  tâche  qae  je  me  suis  imposée  ;.  f  ai  senti  toutel^ 
ks  difficultés  que  j'aurois  à  vaincre  pour  la  remplir  avec  succès  ^  ., 
SHtis  l'in\piorta»cç,^e  la  in^tièr.e  et  le  désir  d'être  utile  ^  in*ont^ 
sputezia  dans  ceUç  .péuib^e  carrière,  et  sur -tout  la  ^persùâsioii 
^u'un  essair.dans.  pe  genre  j. quelqu'éïoigné  qu'il. pAt  être  de  là* 
j^exfeçtio;i>cQntri]}ueroit;aéaiimoin8  a  ^avancement  dé  la* sciences 
'Avant  de  rendre  compte, du. plan  que  j^ai  suivi ,  je  crois  devoir  • 
sr^mettre  sous  les  jeux  du  lecteur  Uôrigîne  et  lès  progrès  ,â\j[ 


La-.^éçouverte.  du  CMoul  difierentiel  et  dû  Calcul  intégral  ne 
fQ|Q0I^e  g/d'ap  siècle  dernier ,  mais  les  questions  par  lesquelles  ou 


PW^  Je.S] fiçu^p- curvilignes ^  soit  entr^  soit  avec. des  fi- 

Çjjuçf  ^,|:ef:t|,^^fi^^^jil&.ç^tete  ptliges'^^dôim  nouveau 


çpit. parvenu  jusqu'à  nous-  Elle  d  pour  objet,  de  prouver  qiie 
ïea  fiuijfaoes^des  çerclesr  soiit  entr'elles  comme  lés  quari^és  des 
d^amètareç.^Il  y  a  ici  un  jiassage  dif  fîÂi  àrinôni'j  côr  dans' là* 
piujpo^tjon  p;*ôcédente ,  Euclidé 'montré  que  ce  rapport  est* 
felui  dçs  polygones  semHables  •*  inscrits  'dans  deux  'cei'cîeif' 
différent •  et.il  me  paroft  évident  que  le  Géomètre *,  quel  qû^il 
spit ,  qpi  découvrit  cette  vérité  ,  vôj'ârit  qu  elle  étt)it  indepteH- 
dante  du  noiiibre  de  côtés  du.  polygone  ,  érqU'etf  rtiêhie  temà' 
ces.  polygonçis  différorênt  d'au  tant  lÂoins  dès 'cercles ,  qu'îlaf 
avouent  plus  dé  côtés  ,  a  du  nécessairement  conclure'  de  la  ,  en 
vertu.de  la  loi  de  continuité,,  que  la  propriété  des  pusmrer^' 
convenoit  aux  secondsi  On  regardéf oit  a'ùjourdTiUî  comme  si/ffi-* 
saignent  prouvée  par  ces  rai^onnèmeiis ',  la  propositioÂ  qUÏéïv 
est  rpbjet ,  et  la  plupâi*t  dés' livrefe  élémentaîres  'h'én'  donnent** 
pas  mènae  d'aussi  complefs.  Mais  les  Anciens  orit  été  plus  drffi-* 
cUes  que  nous  a  cet^égard';  ils  û^6nti^*^«  Voulu  éé  pèrtnétf^^ 
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PRÉFACÉ.  * 

ât  confondre  entr'elles  deux  quantités  qui  aroîent  une  diffé^ 
rence ,  si  petite,  qu'elle  fut.  Pour  mettre  donc  hors  d'atteinte  la 
proposition  dont  ils  avoient ,  pour  ainsi  dire ,  deviné  ^existence , 
par  les  considérations  que  je  viens  d'indiquer ,  ils  ont  cherché  à 
prouver  que  le  rapport  des  cercles  entr'eux  ne  ppuvoit  être  m 
pins  grand  ni  plus  petit  que  celm  des  quarrés  de  leurs  diamè- 
tres j  et  pour  y  parvenir  ^  ils  ont  commencé  par  montrer  qu'où 
pouvoit  toujours  trouver  un  polygone  inscrit ,  qui  ne  différât  du 
polygone  correspondant  circonscrit ,  et  à  plus  forte  raison  da 
cercle  lui-même ,  que  d'une  quantité  moindre  qu'une  grandeur 
donnée. 

Archimède  s'éleva ,  par  des  moyens  à  peu  près  semblable^ ,  k 
des  propositions  beaucoup  plus  difficiles ,  telles  que  les  rapports 
dies  surfaces  ef  d^s  solidités  du  cylindre  et  de  la  sphère ,  la  qua- 
drature  de  la  parabole  et  les  propriétés  des  spirales  j  mais  ne 
Croyons  pas  qu'il  les  ait  découvertes  aiïisi  qu'iï  nous  les  a 
transmises^ 

.  Ces  vérités  d'une  espèce  avec  laquelle  les  esprits  n^étoient  pas 
^^  ^^  f ^ ^j^^^^^^y^^^^^  ^^  .^^r  Ojûkjrencontrer  beaucoup  de  contra- 
dicteurs ,  et  l'homme  de  génie  quTleVayuii  Jétol»c;toifcj>our  aiosi 
dire  à  l'obscurité  qui  les  cachoit^  sentît  que  l'exposition  des 
idées  qui  ï'avoient  dirigé  dans' ses  recherches,  ne  suflSroit  pas 
pour  convamcre  "ces  hommes  ,  que  l^ignorance  ,  souvent 
jointe  à  l'envie ,  soulève  contre  tout  ce  qui  leur  est  si^érieur» 
Ceci  n'est  point  une  conjecture  :  Archimède ,  en  adressant  à 
son  ami  Dosithée ,  soii  Traité  de  la  quadrature  dé  la  Para-^ 
bole,  répond  d'avance  ,  en  s'autorisant  de  l'exemple  des  Géo- 
mètres  qui  l^ont  précède,  à  ceux  qui  voudroient  élever  des  doutes^ 
sur  ses  démonstrations  C^). 

Lorsqu'aprés  quinze  [siècles  de  ténèbres  ,  le  flambeau 
des  sciences  vint  à   se  rallumer,  que  les   écrits  d'Euclide  et 

i^"^)  C/stautmsunt'tadeinitmmMieeîanûtômetréjqttidntenosfiomerun^  .  .  .  .  : 

;  i  ...................  *^  ..,'.  .X.  ^'  ......'..  ^  ..  .    .   €onttglr 

autan ,  ut  imicuiquc  korum ,  qu^  dm/nus,  tiuimm<uum  non  mmor  quam  us  ,  qux 
iinc  hot  Itnimait  dtmonstraêa  sunt  ^Ûdij^  adhlblu  sit  ;  £an  fidt  nuptr  dis ,  qua  à  wAi{ 
êdim  sunt  amciliatd.  (  Archipied.  oper.  Oxornse  »  1792  »  p.  18.  ) 
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d'ArcItimède  furent  traduits  et  commeutés ,  oli  «hèrx^lui  à  re-^' 
trouver  le  fil  qui  avoît  pu  les  diiiger  dans  leurà  décoity^rles  ; 
mais  on  ne  tarda  point  à  s'appercévoîr  qu'ils  s'étoieW  beau- 
coup plus  occupés  de  convaincre  que  d^éclairer  leurs  contem- 
porains :  on  fut  donc  oblige  de  quitter  leurs  traces  9  et  de  peiaser 
a  se  frayer  des  routes  nouvelles.  Telles  furent  saiU  doute  lea 
raisons  qui  portèrent  CavaUerî  à  se  départir  de  cette  extrême 
rigueur ,  et  le  coxiduisiirent  À  la  nééïhode  des  iruRi^isiSiès ,  pat 
laquelle  il  regarda  les  ligdes  comme  composées  de  points  1  les 
surfaces  comme  <:omposées  de  lignes ,  et  les  soliâe$  comme 
composés  de  surfaces..  Le  soin  qu'il  eut  de  vérifier  sa  tué- 
fVode  ,  recômmandabte  par  Ja  brièveté  ^il'ellfi  apportoit  atq: 
démonstrations,  en  cbmparant  îtes  résultats  qu'elle  doanoi^ 
.avec  ceux  que  lès  Anciens  avoient  prouvés  i  leur  maïuère  ^  lu» 
inspira  le  courage  de  s'aventurer  pour  ainsi  dire  dans  ua  pays 
nouveau .  Il  fut  attaqué  sur  ses  principes  ^  mais  i\  se  défendit , 
en  monirant  qu'ils  pouvoient  être  traduits  dans  ceux  d'Arcbl- 
mède.  a  Ces  surfaces  et  ces  lignes  doxii  Cayajleri  examiue  les 
»rapports ,  »  dij  Moutucla^  te  ne  sont  autre  clioac  <jue  les  petits 
»  solides  ou  les  triangles  inscrits  et  circonscrits  d'Archimède ., 
»poussés  à  un  si  grand  nombre ,  que  leur  ^fférence  avec  la  fi- 
))gure  quils  environnent ,  soit  moindre  que  toute  grandeur 
»donuée  ;  mais  tandis  qu'Arcbimède  à  chaque  fois  qu'il  entre*- 
a>prend  de  démontrer  les  rapports  d'une  figure  curviligne  avec 
»une  autre  connue,  employé  un  long  circuit  de  paroles,  et  un 
31)  tour  indirect  de  démonstrations  ;  le  Géomètre  naodeme  s'élan- 
))çant  en  quelque  sorte  dans  l'infini,  va  saisir  par  l'esprit  le' 
»)dernier  terme  de  ces  divisions  et  de  ces  sôudivîsions  conti-» 
))nueUes,  qui  doivent  enfin  anéantir.  (*)  la  différence  entre  les 
>>Cgures  rectilignes  inscrites  et  circonscrites,  et  les  figures 
»  curvilignes.  Le  mot  ^ipàiviaihle  est  imjpropre  si  l'on  veut ,  mais 
?>il  n'en  résulte  aucun  danger  pour  la  Géométrie  »  ^  j'ajouterai , 
lorsqu'il  est  rappelle  à  sa  juste  valeur ,  et  qu'on  a  fait  voir 
qu'il  ne  doit  être  regardé  que  comme  une  expression  abrégée. 


O  Ou  plus  çvactemcnt  ^  ^«i  ttndm  à  anipxàr.  .  ;  .  ;  • 
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'  *  ^  BoJ>eJ^pd^co^l^nt  e^  France  la  même  carrijlre  gtie  Cavalleri 

ô'étoit  puyert^  en  Jtalie  :  en  cliegrcliant  par  la  Ipcture  des  ouvra- 
is d'Arcldmède  jfi.  se  foTitter  une  méthode ,  ppur  résoudre  les 
j^oblêmeir  Cfoncem^nt  les  figures  curvili^es^  il  trouva  celle 
^U'ji}  a  laiîssée  dans  jsôïi  Traité  des  indivisibles,  et  qui  né  différé 
ée  la  méthode  de  Cavallerî,,  que  dçns  les  terpies.  he  désir  de 
sa^ména^er  dçs  triomphes  sur  ses  rivaux  y  le  pointa  à  cacher  sês^ 
découv.ertes  9  V  dont  la  publication  du  livre  de  Cavalleri  vint 
loi  ravir.  \e,8  avantages ,  et  le  punit  ^  ainsi  qu^il  l'avoit  méritéy 
d^avoir  écouté  lé  conseil  d^un  amour-propre  mal*-ent^d[u. 

Rdberval  trouva  encore  pour  mener  les  tangentes  aux  coilr*' 
fies,-  ux^  méthode  fort  ii^nieuse  à  là  vérité  dkps  son  prixv- 
oipe  j  mais  quoique  plusieurs  personnes  àye9t  voulu  là  mettre 
en  parallèle  avec  celle  de  Descàrtes  y  elle  lui  est  cependant' 
inférieure  de  beaucoup  ;  car  dans  le  plus  grapd  nombre  de  cas  ,^ 
elle  ne  fait  que  rçculer  l&diffiqulté  du  Problême.  La  méthode 
de  Descartes  au  contraire  offre  pout  toutie^  les  courbes  algé- 
briques un  procédé  y  dont  Fesprit  est  facile  à  saisir ,  et  dont 


Vam^Ucation  coiadj^jt-jj^inj^HTs   au  but^  desiré.  Il  me   semble 
qu^ljle  ne  fut  point  estimée  tout  fcg-ipi'ijHn  viiL.iît.  »  4an&Ae  te«is 

OÙ  elle  pwut  :  sans  doute  les  écrits  dés  Anciens  offrent  des 

,e3t€(nipl^es  de  rechercshes  qp  demandent  une  bien  plus  grande 

force  jdé  tête  y  et  qui  par  cette  i^son  ont  été  plus  admirées;^ 

mais  ne  devroit-on  pas  préférer  à  la.  difficulté  vaincue ,  les  mé- 

tiiodes  fécondes  qui  diminuent  le  travail  et  rendent  accessible 

à  tous  oe  qui  n'étoit  que  le  partage  d^un  petit  n(mibre  d^espriti» 

.  transcendans  ? 

Les  ôbligéttioos  que  la  Philosophie  et  les  Mathématiques  ont 

à  I^sc£^tes  y  sont  trop,  connues  pour  qu'on  puisse  rien  ajouter  à- 

ce  qui  a  été  dit  à  cet  égard  jr mais  on  a  trop  négMgé  peut-être 

de  faire  observer  uû  point  par  lequel  ce  grand  homme  a:  un: 

.  avantage  npiarqué  sur  l^s  Géomètres  de  son  teins.  Quelque 

,  soigneux  qu'il  |it  de  sa  gloire  ,  il  paroit  encore  plus  forteuient 

^occupé  de  la  propa^tion  des  sqences  ^  et  ce  qui  le  prouve^ 

c^est  que  ses  ouvrages  présentent  toujours  l'histoire  de  ses' 

pf^nsées^.et  mettent  sur  la  voie  ceux  qui  voudrofent  es^fayer^iê- 
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pousser  plus  loin  les  recherches  qu'il  a  entamées.  On  peui  dirt^ 
cju'îl  étoit  le  ,8eul  qui  écrivît  alors  avec  cette  netteté  et  cett^ 
simplicité  que  doit  toujours  avoir  Je  s^yle  des  ouvrées  sc^en-* 
tifiques.  D  auroit  pu  cependant  profiter  des  nciéthodes  géné- 
rales (ju'il  possédoit ,  pour  résoudre  lesprpblêmes  les  plus  $fiBLr 
cîles ,  et  n'en  publier  que  les  résultats  d^émontrés  h  la  mçnièro 
des  Anciens;  il  ne  s'eits^roit  paç  moins  assuré  un  rang  dis- 
tingué parmi  ceux  qui  cultivoient  alors  les  Ma£héipatique3  f  ,'  i 
mais  il  auroit  sûrement  beaucoup  moina  de  drgits  à  1^  recd|i*« 
jaoissance  de  la  postérité. 

Fermât  étoit  en  possession  avant  Descartea  d^une  méi^hpdo 
des  tangentes  ;  ,maia  il  ne  la  publia  qu'après  que  Descartes  •. 

eût  fait  connoître  la  sienne ,  et  il  y  joignit  une  méthode  de     ^ 
'    [Maximis  et  Minimis.  Ces  méthodes  30nt  plus  simples  que 
celles  de   Pescartes , ,  mais   elles  ne   furent  pour  aji^si  dire 
qu'indiquées  par  Fermât ,  qui  Ipin  d'imiter  la  noble  franchise 
jde  Descartes  ,  ne  laissa  point  appercevoir ,  4u  moins  pour  celle 
.cfe  Maximis  fst  .Minimis ,  quelle  route  avoit  pu  Fy  ponduire, 
et  de  quelle  manière  jon  poirrofTTa  démontrer.  Descartes  crut 
ff  abord  que  ces  deuar  métbodea  étoient  fausses  :  dans  l'emploi 
qu'il  avoit  voulu  faire  dp  cellç  des  tangentes,  il  généralisait 
mal-à-propos  lés  considérations  particulièj'es  à  l'exemple  dont 
Fermât  s'étoit  servi ,  et  il  ne  fut  pas  possible  de  le  faire  revenir 
.  çur  cette  règle ,  qu'il  rectifia  à  sa  manière.  Il  persista  même 
â  croire   q^ie  ce  n'étoit  que  d'après  lui  que  Fermât  en  aVolt 
^      '  xonnii  le  défaut. 

Par  une  foule  de  déGouvertes  ^  don^  plusieurs  relatives  auiç 
nombres  ont  exercé  les  deux  plus  célébrés  Analystéé  de  ce 
fiiècîe  /Fermât  a  donné  les  preuves  d'un  grand  génie.  On  a  dit 
qu'il  eût  remplacé  Descartes  9  si  Descartes  n'eut  point  existé  : 
oui ,  si  on  en  }uge  par  l'importance  de  ses  travaux  et  pal*  les  difil- 
cultés  qu'il  ^  vainôues  j  mais  je  pense  qu'il  est  périnis  dé  douter 
qu*il  eût  autant  contribué  à  la  propagation  de  la  science,  que  le 
et  sQh  rival  par  son  caractère  communicatif  et  la  manière  isirfipH 
dont  il  présente  le  résultat  de  ses  recherches:  '  ^ 

]?ermat  avo^t  sur  Desoartes^  engagé  continuellement  dans  une 

multitude 
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foAùtùàe  de  querelles  que  lui  suscitoit  Penvîe ,  et  occupé 
d^nne  foule  d'objets  dîfférens ,  Pavantage  de  pouvoir  se  livrer 
,  fi  Fétude  de  la  Géométrie  sans  autres  distractions  que  celle  que 
-  iui  donnoient  les  devoirs  de  sa  place.  Cette  continuité  de 
méditations  sur  un  seul  objet ,  a  dû  nécessairement  aider  spn 
génie  à  surmonter*  de  plus  grandes  difficultés ,  et  contribuer  à  la 
perfection  des  méthodes  qu'il  avoit  inventées  j  car  on  doit  faire 
entrer  la  considération  du  tems  dans  dévaluation  du  produit 
fles  puissances  morales  ,  comme  dans  celle  des  effets  des  forces 
jihysiques  :  Leibnitz  et  JNfewton  nous  offriront  bientôt  l'occasioxi 
âe  répéter  cette  remarque. 

Huygens  démontra  le  premier  les  deux  règles  de  Fermât  j 
Sluze  en  proposa  ensuite  une  très-simple  ,  pour  mener  les  tan- 
gentes, et  qui  n^est  au  fond  que  Ténoncé  du  calcul  qu'exige 
celle  de  Fermât ,  dégagé  de  tout  ce  qu'il  a  d'iuuûte  :  enfin 
Barrow  imagina  son  triangle  caractéristique ,  qui  est  la  même 
chose  que  le  triangle  différentiel ,  et  atteignît  ainsi  le  dernier 

degré  de  simplicité  que  pût  recevoir  la  méthode  des  tangentes  ^ 
par  rapport  au»  iwurteS  iiT^f^t»Hi|ni^i 

Pour  ne  point  interrompre  ^histoire  du  problême  àes  tan-î 
gentes ,  fj'ai  laissé  de  côté  les  pas  qui  avoîent  été  faits  depuis 
Cavalleri ,  vers  la  solution  générale  de  celui  des  quadratures. 
Oregoire  de  S.  Vincent,  Roberval  et  Pascal  obtinrent  dans 
cette  matière  des  succès  importans  ,  dont  l'énumération  n'est 
point  de  mon  sujet,  parce  qu'ils  ne  sont  dûs  qu'à  Fappli- 
cation  de  là  méthode  des  Anciens  ou  de  celle  des  indivisibles  : 
ïi  faut  pourtant  en  excepter  la  considération  des  polygones  ^i 
échelles ,  de  Grégoire  de  S.  Vincent ,  ou  de  la  suite  des  rec- 
tangles inscrits  ou  circonscrits  à  une  même  courbe ,  qui  a  pu 
donner  Fidée  de  ^application  du  Calcul  intégral  aux  qu^ératures. 

VestàBXisV^nthmétique  des  infinis  de  Wallis,  qu'oèa  voit  les 
premières  traces  de  Papplication  du  calcul  algébrique  à  la  qua- 
drature des  espaees ,  application  qui  est  fondée  sur  la  méthode 
iea  indivisibles.  Wallis  considère  les  suites,  et  cherche  à  en 
exprimer  la  somme  par  leurs  premiers  et  leurs  derniers  termes  ^ 
fl  |>arrietiit  «insi  à  çonnoître  cette  -somme  ^  ou  plutôt  sa  limite  ^ 
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dans  le  cas  où  le  nombre  des  termes  à  sommer  est  infiai ,  et  où' 
le  dernier  de  ces  termes  ne  l'est  pas.  Envisageant  alors  les  sur- 
^  faces  comme  formées  de  lignes  dont  les  longueurs  varient 
suivant  une  certaine  loi ,  il  trouve  ^expression  de  ces  surfaces  y/ 
en  sommant  la  suite  des  lignes  dont  elles  sont  composées.  Cette 
méthode  fait  dépendra  ^  par  exemple ,  Té valuation  de  Taire  dy. 
triangle  de  la  sommation  de  la  progrçssion  arithmétique*  ^ 

Wallis.  déipontra  par  sa  méthode  la  règle  fondamentale  de  la 
quadrature  dés  courbes  dont  Fordonnée  est  proportionnelle  à- 
|znè  puis$a,nce  quelconque  de  Tabscis^e  ,  et  il  eut  alors  celle  de* 
toutes  les  courbes,  dans  lesquelles  Fordonnée  est  exprimée  par 
une  suite  de  monômes.  La  méthode  d^interpolati^n  qu'il  ima-  J 

gina  encore  pour  quarrer  certaines  courbes  dont  Féquation  se- 
Jrouvoit ,  en  quelque  sorte,  comprise  entre  deux  autres,  *quQ 
sa  première  méthode  pouvoit  atteindre,   mérite  sur -tout  de* 
fixer  Pattentioi^  de  ceu:^  qui  parcourront  ges  oavrages ,  parce 
jqtfelle  contient  legerme  des  plus  belles  découvertes  de  Newton , . 
e^t  qu'elle,  forme  encore  aujourd'hui  la  partie  la  plus  importante 
de  la  théorie  des  suites.  Ce.u^-«éthc5ilè  ccrnduisit  Wallis  a  des 
expressions  très  remarquables  de  la  surface  dix  cercle.  , 

Wàllis  doit  être  mis  au  rang  des  Géomètres  qui  ont  le  plus  ^ 
influé  sur  les  progrès  de  l'Analyse  j  indépendanmaent  des  dé- 
couvertes q^i  lui  sont  propres  ,  il  a  encore  des  droits  sur  la  plus 
gra^d^e  partie  de  celles  que  la  considération  des  suites ,  doijt 
.il  est  l'inventeur ,  fit  faire  presqu'en  même  tems  à  la  pljipaxt 
des  Géomètres  ses  contemporains* 

Neil  et  Van-Heuraet  donnèrent  dans  l'une  des  parabçlfts 
cubiques,  le  premier  exemple  d'u^e  courbe  rectifiée  ,.n et  le 
moyen.:  (Jbnt  Van-Heuraet  fit  usage ,  ramène  le  problême  des 
rectifioàtions  à  celui  des  quadratures.  Brownker.  eti  Mercator ,  • 
poussèrent  plus  loin  les  découvertes  de  Wallis,  et  parvinrent- 
aux  premières  suites  coxuiues  pour  la  quadrature  du  cercle  et 
de  l'hyperbole  :  le  premier  déoeUyrit , ^ns  les.fractioB*  contir^ 
nue»,  une  nouvelle  espèce  de  suites  infinies.  Il  fatit  remarqua 
que  le  pdncipe  fondamental  de  la  rectification  des  oourbe^  doot 
&'e«t  servi  Neil ,  et  celui  de,  la  réduction  des  fraction? ,  com;p 
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«posées  en  suites  infinies ,  qui  mit  Mercator  en  possession  dç  la 
quadrature  de  l'hyperbole ,  se  trouvent  dans  les  ouvrages  de 
Wallis. 

Tel  étoît  à-peu-près  Tétat  connu  de  la  scieiice ,  lorsqu'en  4^ 
1669  il  s'établit  entre  Newton  et  CoUins ,  par  l'entremise  de 
Barrow ,  un  commerce  de  lettres.  Ce  dernier  copimuniqua  à 
Collins,  au  mois  de  juillet  de  cette  année,  Técrit  de  Newton, 
qui  a  pour  titre  :  De  analysi  per  œquationes  numéro  termi- 
norum  infinitas  ;  et  Barrow  trace  lui  -  même  ,  dans  une  de 
ses  lettres,^  le  caractère  de  la  Méthode  de  Newton  ,  qu'il 
regarde  comme  une  extension  de  celle  de  Mercator  j  exten- 
sion qui  est  marquée  au  coin  du  génie  ,  et  ne  laisse  rien  à 
désirer  dans  ce  genre.  Newton  observe  à  la  fin  de  l'écrit  cité , 
mais  sans  en  donner  aucun  exemple  ,  qu'il  est  en  état  de 
mener  des  tangentes  aux  courbes  mécaniques  ;  et  plus  bas  il 
ajoute  :  Sed  ista  narrandi  non  est  locus. 

Barrow ,  CoUins  et  Oldembourg  répandirent ,  par  leur  cor- 
Tespondance ,  les  découvertes  analytiques  de  Newton  ;  ils  ea 
^ent  conoortre  Vabjet  à  plusieurs  Géomètres  du  continent  ^  " 
tiçls  que  Sluze  et  BorellL 

C'est  en  1673  que  Leibnitz  paroît  pour  la  première  foi^  sut 
la  scène.  U  se  trouvoit  alors  à  Londres  ,  et  communiqua  à  plu« 
«îeurs  Membres  de  la  Société  royale ,  quelques  recherches  sur 
1§  théorie  des  différences  des  nombres  ^  dans  lesquelles  on  lui 
montra  qu'il  s'étoit  rencontré  avec  Mouton  ,  Géomètre  lypn- 
aois  :  il  quitta  bientôt  ce  genre  de  travail  pour  s'instruire  dans 
la  docti]^ne  des  séries  »  qui  fixoit  l'attention  de  tous  les  Géo- 
mètres. En  1&74,  il  annonça)  a  Oldembourg  ^  avec  qui  il  s'étoit 
lié  pendant  soq  voyage  en  Angl^tvre  ,  qu'il  possédoit  des  théo* 
xêmes  très-importans ,  relativement  à  la  quadrature  du  cercle 
par  les  séries  >  et  qu'il  avoit  sur-tout  des  Méthodes  analytiques 
très-générales.  Oldemboifrg  répondit  à  se$  lettres ,  qu'il  croyoit 
devoir  le  pvéïv^enîr  que  Gregory  et  Newton  avoient  aussi  trouvé 
4es  Méthodes  qui  donnoient  la  quadrature  des  courbes ,  soit 
tlilométx^iies  ^  ^t  mécaniques  y  et  s'étendpient  au  cercle*  Je  ^ 
IPUse  sur  l^^tes  1^  ktires  qni  furent  écrites  relativement  aux     \ 

b  %  J 


:*^ 


xî)  PRÉFACE. 

série* ,  parce  quir  n'y  a  aucun  doute  que  les  Géomètres  An- 
glais n'eussent  à  cet  égard  l'avantage  sur  Leibnîtz  ;  mais  il 
paroîtra  à  tous  ceux  qui  auront  quelque  impartialité  ,  que 
Leibnitz  ,  prérenu  par  eux ,  ne  leur  doit  que  l'émulation  qu'é- 
veillent toujours  dans  les  hommes  de  génie  les  travaux  remar- 
quables de  leurs  contemporains ,  et  qu'il  trouva  de  son  côté  ^ 
par  des  moyens  qu'il  s'étoit  créés  ,  les  séries  qu'on  a  tant 
revendiquées  sur  lui. 

La  première  communication  directe  que  Newton  ait  eue  avec 
Leibnitz ,  se  trouve  dans  la  lettre  qu^il  adressa  à  Oldembourg, 
le  i3  juin  1676.  Les  termes  honorables  dans  lesquels  il  parle' 
de  Leibnitz  au  commencement  de  cette  lettre ,  prouvent  qu'it 
avoit  su  l'apprécier.  Newton ,  dans  cet  écrit ,  qu'il  avoit  ré- 
digé pour  passer  sous  les  yeux  de  Leibnitz ,  ne  traite  que  des 
séries  j  et  if  en  est  de  même  de  la  réponse  que  Leibnitz  £t  à" 
Newton  par  la  voie  d'Oldembourg. 

J'arrive  à'  la  seconde  lettre  de  Newton  à  Oldembourg  ;  le^ 
commeacerhent  offire  encore,  de  la  p»t  de  Newton  à  Leîb-* 
nitz ,    des  témoigaa^s  dé  Péstime  la  plus  vraie  et  la  noieux 
saéritée  j  on  y  trouve  ensuite  l'indication  de  la  route  qui  con*-- 
dûisit  Newton  à  son  théorème  pour  l'élévation  d'un  binôme 
a  une  puissance  quelconque.  C'est  dans  cette  lettre  qu'il  dé-- 
crit  les  propriétés  de  la  méthode  des  fluxions ,  soit  pour  Fa 
recherche  des  tangentes  ,  soit  pour  les  quadratures  j  mais  il 
la  cache  sous  nn  anagramme   de  lettres  transposées.  H  faut 
bien  observer ,  que  tout  le  reste  ne  roule  encore  que  sur  les* 
séries  ;  que  la  description  des'  avantages   de  là  méthode  de* 
Newton  ,  n'ofiroît  que  l'énumérfition  de  ce  que  dévoient  na- 
turellement  désirer  ceux    qHi  connoissant  les  méthodes  des 
tangentes  et  des  quadratures  publiées  jusqu'alors ,  avoient  re- 
marqué les  cas  où  elles  devenoient  insuflBsantes ,  et  qu'on  ne: 
pouvoit  tirer  de  là  aucune  notipn  positive. 

Le  21  juin"  1677 i  Leibnitz  fit  passer  à  Oldembourg,  pour 
la  commumquer  à  Newton  ,  une  lettre  contenant  les  premier»^ 
ess^tf  d'une  méthode  qui  s'étendbit  à  tout  ce*  que  domprendt 

celle   de   Newton  :  c'étôit  le  Calcul  ^EbHrentîel,  La 
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â^GHeïïibolirg 5  arrivée  peu  de  temps  après  ,  nrit  finà  ce  com- 
tnerce  épîstolaire ,  et  Leibnitz  attendit  jusqu^eiï  i684  pour  faire 

LjGûit  W  îfrtfbRfc  de  sa  décoiivertè  ,  qu'il  inséra  alors  dans  le» 
Acte  à  die  Leipsig*.  '  '  ' 

exposée  fidèle  que  je  viens  de  faire  de  la  naissance  du  Calcul 
différentiel ,  d'après  le  Commercium  Epiaiolicum  j  imprimé  par , 
ordrç  de  la  Spçiété  royale  de  Londres  ,  ne.  peut  laisser  aucun 
doute  sur  les  droits  incontestables  de  Leibnitz  à  la  découverte 
de  ce  calcul},  et  comme  il  est  le  premier  qui  Fait  rendue  pu- 
blique ,  tandis  que  Newton  ,  préférant .  son  repos  a  sa  gloire 
et  à  l'intérêt  de  ses  contemporains ,  sembloit  avoir  oublié  sa 
Méthode  ,  n'est- il  pas  aussi  celui  qu^on  doit  nonjmer  le  premiejp 
dans  cette  découverte?  - 

I 

ê  • 

Leibnitz  recueillit  sans  contradiction  josc^u^en  1699,*  les  hou- 
neurs  ^e  méritoit  la  beauté 'et  la  fécondité  de  son  invention*  • 
Newton  lui-même  ,  en  donnant ,  daï»  son  livre  des;  Principes  > 
qo»  parut  en  1688  *  un  »e««*V  4e  la  méthode  dés  âtixions,  rendit 
à  Leifeait*  toute  la  justice  quihir  éteit  due.  Les  clsoses  se- 
roient  restées  dans  cet   étât^  sans  la   brusque  incartade  Je 
Fatio  de  Dûillier ,  qui  ïeî  premier  voulut  jetter  des  doutes  sur 
la  propriété  que  Leibnitz  ayoit  au  Calcul  différentiel ,  et  si  les 
Journalistes  de  Lçipsig  eussent  mi^un  peu  plus  de  politesse 
dans  l'extrait  qu'ils  &ent  4^un  ouvia^^e  de  Newton  ;  car  il  faut 
convenir  qu'ils  n'avoient'  dit  ^ue  la  vérité ,  et  que   si  Keil , 
par  un  amour-propre  national  excessif,  n'avoit  pas  détourné 
le  sens  de  leurs  expressions ,  Newton  n'auroit  pu  s'en  plaindre. 
Mais  le  vrai  tort  de  ces  Journalistes ,  fut  de  n'avoir  pas  répété 
ce  conçiert  d'éloges^  bien  mérités ,  que  ïes  Anglois  donnoient  à 
leur  illustre  compatriote  j  et   de-là  naquit  une  querelle   qui 
fixa  l'attention  de  l'Europe  savante.  Newton  n'y.,  prit  d'abord 
par. lui-même  aucune  part:  K«il  attaqua  vivement  Leibnitr, 
qui  s'en  plaignit  à  la  Société  royale'  de  Londres  avec  beau- 
coup de  modération  j  ,  mais  le  premier  porta  hautement  Tac- 
cusation  de  |Ma|pat ,  et  ses  cris  eijgagèrent  la  Société  a  nom- 
mer des  çommis^cûrea  pour  exazKuaer  les  papiers  de  Collins  et 
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d'CHdembonfg  i^rieit  ^ecûnnoître  les  ia^ices  ^ue  L«ibiûU  aro^pt. 
pu  recevoir  d'eux. 

Led  commissaires  se  ispnteatèrent  de  ppcmofaoer  sUik  la  prio* 
rite  que  Newton  avoit  daas  la  décoayerie  de  la  Méthode  des 
fluxions ,  .qui  est  au  fond  la  mêine  que  le  Calcid  différentîeU 
Mais  s'ils  ne  déclarèrent  pas  Leibnitz  plagiaire,  comme  le  desiroit 
Keil ,  celui-*ci  tâôha  d'y  sujppléer  lui-même  en  accompagnant 
de  notes  et  d'observations  aussi  partiales  qu'injurieuses  pouc 
Leibnitz ,  le  recueil  des  pièces  qui  ayoient  servi  au  jugement 
du  procès  ,  et  que  la  Société  fit  imprimer  sous  le  titre  d^ 
Camrnercium  Epistolicum  (^). 

Leâ  faits  parlent  assez  pour  que  je  me  dispense  d^entrer  dans 
les  détails  de  cette  querelle  y  \m\  .^  comme  toutes  les  querelles 
littéraires,  eut  beaucoup  moins  pour  objet  Tîntérêt  de  la  vérité, 
que  les  passions  et  Famoui^-propre  de  quelques  hommes  mé- 
diocres .,  dont  l'existence  Auroit  été  absolument  nulle ,  sans  les 
dissc^ûous  qu'ils  ont  e^ccitées.  J'ob^^r^^ai  cependant  .qu'il  n^est 
pas  vrai ,  coisme  l'a  dit  Fontenelle  #  ^pm  ^wton  ait  gardé  sur 

•   (^)  Il  doit  paroltrei  étonifamt  de  voir  dans  la  préface  do  la  trsdactton  Françoise 
4le  la  Méthode  des  fluxions^  Buffon.  qui  n'étoit  point  encore  connu,  se  rendre. 
on  os  sait  pourquoi ,  Técho  de  toutes  les  calomnies  de  Keil  et  parler  d'un  homme 
tel  que  Leibnitz  avec  une  légèreté  vraiment  impardonnable.  Pour  donner  un 
exemple  de  la  mauvaise  foi  qui  règne  dans  cet  éctit,  rompit  d'ailleurs  d^inexac- 
<tittides ,  je  rapprochetat  du  teyte  xlu  Sdiolie  »  placé  par  Newton  dans  U  premiers-' 
.édition tle  son  livre  de»  Principes,  la  traduiMîoa  qu'en  a  donnée  BafFon, 
^    Jn  Uutris  qu€t  mihl  cm»  Gtomctrâ  ptrin^simo  G.  G.  Lelbnltio  annii  ab  hlnc    dutm 
ifittrccjckant ,  c^m  signtficartm  mt  cof^poum  use  mtthodî  deurminandi  maxln^  tt  m:- 
nîmas ,  duetndi  tangentes ,  et  simîiia  peragendi^  qwz  in  terminis  surdis  ceque  ac  in  ratLf 
naiiàus proce(UAt f  et  Utuns  tnnspMtis  hane  stnttntlam  lnvolventibu5\ïydX^  aequatione 
qootcunque  fluentes  quantitates  involvente  fluxiones  invenire ,  et  vice  vet9&  ]  tànî^. 
dem  CELAREM  :  rescripsU  Vif  Clarisïtmws  u  quoqiu  in  tjusmodi  metkôdum  incidbse ,  et 
methoikifn  suam  commwâcavit  à  mei  ^ix  ahlmUntem  prmttrfuam  Ui  verborum  a  notarttm 
formuliez  tt  idea  gemMttonis  quantitatunu  Z/triusqiU  fundanuntum  contintmr  Ut  h<ic 
Lernjiate,  Ph.  naL  princ.  mat.  Cantabrid.  K713  t  yAAmfteL  1714  »  p.  ii^- 

44  J'ai  autrefois  communique  par  lettres ,  au  très-habile  Géom^re  M.  Léibnitz  ; 
^  ma  Méthode  ;  il  m'a  répondu  qu'il  avoît  une  MéthodeScmblaHe,  et  cjui  hedi«ère 
»  presque  point  du  tout  de  I4  mîsnne^'  etc.  »..  l^  Méthode  dà  fkxiàhs.  Préface; 
page  XXIV.  *  . 
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•  ce  snîjBt  une  qntièpe  impassibrlité  :  il  descendil  etfiu  dans  l^arène  j 
et  Icô  efibrts  que  fiyent  Chamberlayne  et  Tabbé  de  Cpnti  pç^r 
xiéttmr  deux  illustres  riv^aux  ,  demeurèrent  inutiles  j  Newton 
persista  à  refuser  à  Leibnitz  ,  même  après'  sa  mort ,  la  justice 
.qu'il  lui.  avoit  autrefois  rendue j  il  affecta  dç  confpwdre  la JVIé- 
thodejde  iLeibnitz  avec  celle  des  tangentes  donnée  par  Barrow  , 

.  6t  se  mit  ainsi  dans  le  cas  de-  se  voir  appliquer  ce  dilemme  ^ 

qu'on  proposcglt  à  Keil  :.on  la  Méthode  des  iluxions  ,  que  vous  » 
dîtes  être  la  même  chose  que  le  Calcul  différentiel^  ne  diffère 
point  de  celle  de  Bartow  ,  ou  cette  dernière  n'est  pas  le  Calcul 
différentiel.  Enfin  il  fit  supprimer ,  ou  du  mo^^s  laissa  supprimer , 
danr,la  .troi^ème  édition  dè.^s  Principes  ^  le  Scholie  qui  conte- 
noit  l'aveu  des  droits  de  Leibnitz.  (Voyez  la  note  de  la 
page  précéda). 

iLes  circonstances*  donnèrent  encore  à  Newton  sur  Leibnitz 
plus  d'avantage  que  Fermât  n'en  eut  sur  Descartes.  Rien  ne 
vint  jut^rrompre  le  fil  de  se»  méditations  ,  qu'il  avoit  tournées 
ter^  la  Géométrie  dès  sa  plus  grande  jeunesse  j  le  pays  où  il 
reçut  le  Jotjgr  ^  étoîj.  «t^ffft  U  .terceau  des  plus  brillantes  dé- 
couvertes i  enfin  il  eut  pour  maître  un  homaoe  <pii  s'étoit  plafé 
avec  4istinctîon  parmi  les  inventeurs.  (^)  Si  de  telles  circons-  V*^  Bârrov; 
tances  ne  peuvent  ri^n  sans  le  £évxe ,  il  faut  du  moiçs  convenir 
qu'elles  l'aident  puissamment  à  ^  développer.  • 

Le  genre  d'étude  qu'avoit  d'abord  enlbrassé  X^eibnite  ^  Je  peu 
de  secours  que  l'Allemagne  ,  sa  patrie  ,  pouvoit  lui  offrir  dans 
celle  des  Mathématiques ,  tout  sembloit  l'élo^ner  de  la  cul- 
ture  d'une  science  à  laquelle  il  doit  maintenant  la  partie  la 
plus  solide  ^e'sa  gloire;  aussi  n'est-ce  qu'après 'son  voyage 
en  Angleterre  qu^on  le  voit  s^.  la  route  4ed  découvertes  : 
c'est  là  qu'il  apprit,  par  ce   qipe  les  autres  avoient  fait,  ce 

.    qui  restoit-  à  faire.  Lui-même  raconte,  dans  plusieurs  de  ses 
lettres,   avec  autant  d'îngéfnuité  que  de  modestie,  l'origine 
de  ses  progrès,. et  les  secours  qu'il  reçut  d'Huygensj  et  cet 
illustre  Géomètre ,  qui  fut  le  véritable  maître  de  Leibnitz  ,. 
.  devint  uipi  de  ses  admirateuM: 

Qu'on  ne  m'apcuse  point  ici  de  .vouloir  régler  les.  rangs  parmi  ^ 
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tes  hommes  qui  ont  fait  là  gloire  de  leur  siècle  :'Newtoà  a  laisse 
dans  son  immortel  ouvrage  des  Principes ,  un  monument  qui  , 
lui  assure  à  jamais  Tadmiration  de  la  postérité  j  mais  l'éclat  de 
ses  titres  commande  la  plus  sévère-  équité  envers  son  rival , 
qui  ,^'sans  cesse  emporté  par  une  succession  rapide  d'objets  di- 
vers 9  accablé  d'une  correspondance  très-étendue ,  et  n'ayant 
jamais  eu  le  loisir  d'exécuter  un  grand  ouvrage  ,*'partagea  néan-* 
moins  l'honneur  d'une  découverte  qui  a  changé  la  face  des 
Mathématiques  ^  et  sema  dans  un  petit  nombre  de  lettrée 
et  d'écrits ,  une  foule  de  vues  ingénieuses  <jui  renfermoient 
le  germe  des  plus  belles  thébries. 

La  découverte  du  Calcul  différentiel  demeura  quelque  temps 
stérile}  et  Leîbnitz  ,  pour  réveiller  l'attention  des  Géomètres, 
leur  proposa,  en  1687 ,  de  déterminer  la  nature  de  la  courbe 
que  devroit  parcourir  un  corps  grave ,  pour  descendre  égale- 
ment en  temps  égaux.  Huygens  donna  le  premier  la  solution 
du  problême  ,  mais  sans  indiquer  la  méthode  dont  il  a  voit  fait 
usage  ;  Jacques  Bernôulli  le  résolut  aussi  par  l'application  du 
Calcul  différentiel ,  et  publia  «oh  analyse  dans  les  Actes  de 
Leîpsig   en   1690. 

Jean  BemouUi ,  frère  puîné  du  précédent  ^  et  qui  avoit  été 
son  disciple ,  entra  presqu'en  même  temps  que  lui  dans  la  car- 
rière ,  et  lia  avec  Leîbnitz  une  correspondance  qui  dura  jus- 
4}û'à  la  mort  de  ce  dernier.  Il  fit  aussi  connoître  en  France  le 
Calcul  différentiel ,  dont  il  donna  des  leçons  au  Marquis  de 
l'Hôpital.  Leibnitz  et  les  Bernôulli  résolurent  un  grand  nombre  de 
problêmes  ausâ  neufs  que  difficiles ,  qu'ils  proposèrent  ensuite 
à  tous  les  Géomètres  3  ils  reprirent  ceux  de  la  chainette  et  de  la 
cdirbe  de  la  plus  vite  desceitte,  qui  avoient  résisté  à  Galilée. 

Jacques  BernonlK ,  sans  oey|se  harcelé  par  son  frère ,  dont 
il  avoit  été  jadis  le  maître ,  lui  proposa ,  comme  un  défi , 
le  problème  des  isopérimètres  ,  '  problêipe  d'un  ordre  supé- 
rieur à  tous  ceux  dont  on  s'étoit  occupé  jusqu'alors.  Il  faut 
cependant  convenir  qu'avant  lui  y  Newton  en  avoit  résolu 
un  de  ce  genre,  puisqu'il  donna,  dans  son  livre  des  Prin^ 
fipes  j  publié  ea  1 667 ,  la  construction  du  solide  qui^  éprouve 
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la  moindre  réaistanGe  âe  la  part  d'un  fluide  dans  lequel  il  se 
flfieut  i  mais  il  a  laissé  ignorer  la  route  qu'il  avoit  suivie  ,  et 
n'a  montré  nulle  part  qu'il  eût  une  méthode  générale  pour 
résoudre  ces  sortes  de  problêmes ,  tandis  que  celle  qu'inventa 
Jacques  Bernoulli',  ofifre  un  morceau  d'Analyse  précieux  par 
son  élégance  ,  et  beaucoup  au-dessus  de  tout  ce  qui  a  été  fait 
à  cette  époque. 

Le  Calcul  différentiel  reoevoit  chaque  jour  de  nouveaux  ac- 
croissemens  :  on  l'avoit  appliqué  à  la  théorie  des  développées  ^ 
l'une  des  découvertes  les  plus  remarquables  qui  soient  dues  à 
Huygens  j  mds  il  n'escistoit  encore  aucun  ouvrage  où  l'on  pût 
js'en  instruire  ,  lôrsqu'en  1699 ,  l'Hôpital ,   qui   étoit  du  petit 
nombre  des  Géomètres  qui  avoîent  suivi  et  même  pris  part 
au  progrès  de   ce  calcul ,  donna  son  Anahyse  des  Infiniment 
Petits.  Ce  livre  a  été  long -temps  le  meilleur  qu'on  eût  sur 
cette  naatièrej  mais  il  laissoit  toujours  à  désirer  un  traité  de 
Calcul  intégral ,  dans  lequel  l'Hôpital  ne  voulut  point  s'engager , 
parce  qu'il  savoit  c^ao  Leibnitz  préparoit  un  grand  ouvrage  , 
qu'il  devoit  publier  sous  le  titre  :  De  Scientid  infinitl  y  et  qu^il 
.  n'a  point  achevé.  Le  Calcul  intégral  présentoît  beaucoup  plua. 
de  difficultés  que  le  Calcul  différentiel  :  la  première  méthode 
générale  qu'on  trouva  dans  ce  calcul ,  fut  celle  de  intégra- 
tion des  fractions  rationnelles ,  que  Jean  Bernoulli  donna  e|i 
1702  j  mais  dès  1694  il  avoit  indiqué  le  moyen  d'intégrer  les 
équations  différentielles  parla  séparation  des  variables.  En  1707^ 
Gabriel  Manfredi ,  Géomètre  Italien ,  donna  un  traité  entier 
«ûr  les  équations,  dans  lequel  il  se  rencontra  avec  le  Géo- 
mètre de  Baie. 

Il  faut  observer  que  pendant  que  le  Calcul  différentiel  et 
le  Calcul  intégral  faisoient  de  grands  progrès  entre  les  mains 
des  Géomètres  du  continent ,  Newton  sembloit  oublier  ses 
découvertes  «  ce  ne  fut  qu'en  1 706  qpie  parut  son  traité  de 
la  quadrature  des  courbes  jet  son  traité  des  fluxions  ne  vit  le 
jour  qu'en  1736,  long- temps  "après  sa  mort. 

Le  génie  niaihématiqme  se  montra  héréditaire  dans  la  fa-- 
miUe  d^s  Bei:iloulli  9  Nicolas  €t  Daniel ,  fils  de  Jean ,  davinreftt 


xviij  PRÉFACE. 

bientôt  aussi  habiles  que  leur  pèrej  ils  eurent  pour  condïôcï- 
pies  Herman  et  Euler  :  ce  dernier  ne  tarda  point  à  faire  prendre 
au  Calcul  intégral  des  accroissemens  rapides. 

Les  Géomètres  du  continent  ne  négligèrent  point  la  théorie 
des  Suites;  mais  ils  n'allèrent  pas  jusqu'à  en  abuser,  comme 
firent  les  Géomètres  Anglois  du  second  ordre  ,  qui  appliquèrent 
souvent  les  séries  à  des  problêmes  dont  on  pouvoit  avoir  la 
solution  par  des  équations  finies^  €uipsi  que  le  leur  fit  voir  Jean 
Bernoulii  :  tl  eut  même  à  cet  égard  un  reproche  fondé  à  faire 
â  Newton ,  qui  parut  méçpnnoître  la  vraie  difficulté  d'un  pro- 
blême proposé  pas  Leibnitz  aux  Géomètres  Anglois ,  après  qu'ils- 
lui  eurent  contesté  ses  droits  à  la  découverte  du  Calcul  diffé- 
rentiel. Ce  n^étoit  point  dans  la  recherche  de  l'équation  dif- 
férentielle de  laquelle  dépendoit  ce  problême ,  riiais  dan«  son 
intégration  générale ,  que  consistoit  le  mérite  de  la  solution  : 
Newton  possédant  des  Méthodes  pour  résoudre  par  les  séries  > 
soit  les  équations  algébriques  ,  soit  les  équations  contenant  des 
fluxions,  c'est-à-dire  les  équations  diflKreatielles ,  crut  en  avoir 
fait -assez  en  indiqwmt  la  manière  de  trouver  celle  qui  résul  toit 
du  problême  de 'Leibnitz;  et  c'est  sur  quoi  Jean  Bernoulii, 
profondément  affecté  de  l'injustice  des  Anglois  envers  ce  der- 
nier^ se  récria  beaucoup. 

L'école  de  Leibnitz  avoit  sur  celle  de  Newton ,  une  supé- 
riorité décidée,  due  peut-être  autant  à  la  simplicité  de  la 
Méthode  du  premier  ^  qu'au  génie  des  BernouUi  ses  disciples; 
cependant  nous  voyons  à  cette  époque  en  Angleterre  ,  Côtes  y 
qui  mourut  fort  jeune  ,  reculer  par  la  découverte  de  son 
'  théorème ,  les  bornes  de  la  méthode  des  quadratures;  Moivre  ^ 
que  la  France  a  droit  de  revendiquer ,  parvenir  encore  sur  ce 
sujet  à  quelques  résultats  iraportans ,  et  Taylor  en  dévelop- 
pant la  méthode  des  Incréments ,  dont  Newton  avoit  jeté  les 
bases  dans  celui  de  ses  ouvrages  qui  a  pour  titre  Methodu» 
differentialis  ^  donner  ^pour  ainsi  dire ,  par  le  théorème  qui  porte 
son  nom ,  le  com.plé|pent  du  Calcul  différentieL 

Si  les  bornes  de  cette  préface  ne  m'ont  pas  permis  d'entrer 
dans  le  détail  des  découvertes  des.  Géomètres  qui  ont  illustré 


J 


P  R  È  F  A  CE.  xix 

#  -  _  _  - 

les  siècles  passés  ,  elles  me  permettroient  encore  moins  d  ex- 
poser avec  quelqu'étendue  ,  les  nombreux  travaux  de  ceux  qui 
ont  fait  ou  qui  font  aujourd'hui  la  gloire  du  nôtre  j  mais  TOu- 
vrage  même  que  je  présente ,  fera  sufiLsamment  connoxtre  tout 
ce  qu'on  leur  doit* 

Lorsque  les  écrits  de  Newton  furent  répandus  dans  le  conli-. 
nent ,  on  vit  qu'A  avoit  été  ep  possession  de  la  Méthode  des 
fluxions ,  long-tems  avant  qn0  Leihnitz  eét  découvert  le  Calcul 
différentiel  j  maïs  quoiqu'il  fût  possible  au  génip  de  Newton  de 
tirer  de  sa  méthode  tout  ce  que  Leibnitz  pouvoit  déduire  de  la 
sienne ,  l'une  étoit  d'une  application  bien_  moins  facile  que 
l'autre ,  et  elles  reposoient  sur  des  bases  bien  différentes. 
Leibnitz  envisagea  les  grandeurs  Xîomme  variant  par  des  diffé-* 
rences  successives  ou  par  sauts ,  ce  qui  le  conduisit  à  substituer 
des  polygones  'aux  courbes ,  et  dès  lors  toutes  les  questions 
qu'on  pouvoit  se  proposer  sur  elles  ,  furent  ramenées  au  calcul 
des  triangles  rectilignes  j  mais  pour  faire  coïncider  ensemble  le 
polygone  et  la  courba ,  U  supposa  les  différences  infiniment 
petites;  En  fttin  qftielques  Géomètres  médiocres  de  cetems-là, 
pour  se  consoler  de  l'impuissance  où  ils  étoient  d'entendre 
et  d'appliquer  les  nouveaux  calculs  ,  déclamoient  sans  cesse 
contre  leur  exactitude  j  la  conformité  des  résultats ,  av0c  ceux 
qui  étoient  connus  antérieurement  ,  et  les  démonstrations 
synthétiques  qu'on  pouvoit  donner  des  nouveaux  ,  faisoièat 
retomber  sur  les  adversaires  du  Calcul  différentiel ,  les  coups 
qu'ils  youloient  lui  porter. 

Leibnitz  crut  apparemment  que  ceux  qui  seroient  eh  état  de 
faire  usagfe  du  Calcul  différentiel ,  en  saisiroient  facilement  l'es- 
prit ,  en  le  rapprochant  de  la  méthode  des  Anciens  j  car  il 
négligea  d'entrer  dans  aucun  détail  à  cet  égard ,  et  son  silence 
fut  imité  par  les  Bernôulli  et  par  PHopital  j  mais  quand  il  fut 
attaqué  sur  ce  sujet ,  il  prouva  par  ses  réponses  ,  qu'il  y  avoit 
mûreiçent  réfléchi.  Dans  toutes  les  occasions  ,  il  compare  sa 
méthode  avec  celle  d'Archiraède ,  et  fail  voir  qu'elle  n'en  est 
en  quelque  sorte  qu'un  abrégé  ,  plus  approprié  aux  recherches , 
mais  qu'au  fond  elle  revient  au  même  j  cai*  au  lieu  de  jBupposer 
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les  différenlrelles  infiniment  petites  dans  le  fait  j  il  suffit  seuîe- 
»ent  de  concevoir  qu'on  poisse  toujours  les  prendre  assez, 
petites ,  pour  que  l'erreur'qui  résultera  des  omissions  faites  dans 
le  calcul ,  soit  moindre  qu'oae  grandeur  donnée  :  et  pour  aider 
l'imagination]  de  ses  lecteurs,  il  apporte  quelques  exemples 
sensibles  (*•).  Cette  manière  de  raisonner ,  à  laquelle  il  semble 
qu'on  n'ait  rien  à  reprocher,  a  été  regardée  de  la  part  de 
Leibnitz ,  comme  tm  ayeti  de  l'inftuffisauce  de  ses  principes ,. 
par  Fontenelle  qui  voyoit  s'écrouler  ainsi  tout  l'édifice  qu'il 
avoit-bâti  sur  les  infinis.  Les  plaintes  qu'il  en  porte  dans  la  pré- 
face de  sa  Géométrie ,  et  qui  ont  été  répétées  dans  plusieurs 
ouvrages ,  offrent  un  exemple  de  la  facilité  avec  laquelle  les- 
erreurs  passent  de  livf  e  en  livre ,  et  montrent  combien  peu  de 
gens  prennent  soia  de  se  former  une  opinion  indépendante  de 
celle  des  autres* 

Newton  supposa  les  lignes  engendrées  par  le  mouvement 
d'un  point ,  et  \^s  surfaces  ,  par  celui  d'une  ligne  ,  et  il  ap-- 
pella  fluxions  les  vitesses  qui  règloient  ces  niouvemens.  Ces- 
notions  ,  quoique  très  *  rigoureuses  ,  sont  étrangères  à  la  Géo^ 
métrie ,  et  leur  application  peut  être  difficile.  11  est  bien  vrai 
qu'en  imaginant  un  point  qui  se  meuve  sur  une  ligne  ^  pendant, 
quelle  est  emportée  parallèlement  à  elle  -  même ,  avec  une 
vitesse  uniforme  ,  on  peut  représenter  une  courbe  quelconque  ^ 
mids  la  vitesse  du  point  décrivant  étant  variable  à  chaque 
inslant ,.  on  ne  peut  la  déterminer  qu^eu  recourant  soit  à  la. 
méthode  des  Anciens  ou  d'exhaustion ,  soit  à  celle  des  pre- 
mières et  dernières  raisons  ,  et  -  c'est  presque  toujours  de* 
•celle-ci,  que  Newton  s'est  servi,  ensorte  que  les  fluxions* 
a'étoient  à  proprement  parler  pour  lui ,  qu'un,  moyen  de 
donner  un  objet  sensible  aux  quantités  sur  lesquelles  il  opér-oit. 
U  entendoit  par  la  méthode  des  premières  et  dernières  raisons,, 
la  recherche  du  rapport  qufont  entr'elles  y  au  premier  ou  au. 
dernier   instant  de  leur  existence  ,  des  quantités  qui  naissent 


(')  Voyez  la  note  de  la  page  413  de  ce  volume  et  W  tome  III  des  (Eorte»  de; 
LeibniuV pages  3^,37<>»  S?©-^ 
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i>a  ifaa,  s^évftnquisseïit ,  ensemble  j  et  3  trouToit  dans  la  pre- 
;iniére  raison  des  espace^  parcourus  parFordopnée  sur  la  ligne 
A^s  abscisses  et  par  le  point  décrivant  snr  Fordonnéç,  espaces 
^u^il  nonamoit  momen'S ,.  le  rapport  .d,eja  fluxion  de  T^bscisse 
4  t;elle  de  ^ordonnée  3  d'où  il  tiroit  la  directiotl  de  la  tan- 
gente. Le  calcul  n^étoit  que  celui  dont  Barrow  faisoit  usage 
pour  sa  méthode  des  tangentes ,  nttais  que  Newton  par  le  moyen 
de  sa  formuj^  du  Binôme  et  de  la  réduction  en  séries ,  ^voit 
étendu  aux  expressions  irrationnelles.  L'avantage  de  la  Méthode 
des  fluxions  sur  le  .Calcul  di;fi[érentiel  9  du^cqté  de  la  Métaphy- 
sique^ consiste  e^  ce  que  les  fluxions  étant  des  quantités  finies , 
leurs  momens  ne  sont  que  dçs  infinipient  petits  du  premier; 
ordre ^  et  leurs  fluxions  sont  en^pre  finies:  par  ce  moyen  on 
évite  les  infiqiment  petits  des  ordres  supçrietMrs. 

P^Alembert  et  Euler  ont  cherché  à  dqnner  au  Calcul  diffe- 
rentâel ,  une  b^se:qui  leur  parut  plus  solide  q]ae  1^  subordinatioa 
^  4es  infiniment  petits  j  ïe  premier  se  servit  de  la  méthode  des 
linpites  y  çt  le  /second  considéra  les  infinimept  petits ,  comme 
des  zéros  absolas ,  mais  qu»  couserv oient  un  rapport  dérivé 
de  celui  qu^avoient  '  entr'elies  les  quantités  évanouies  qu^ils 
renoplaçoient.  On  se  demandera  sans  doute ,  ce  qu'on  peut 
entendre  par  le  rapport  de  quantités  qui  ont  cessé  d'existgF ,  ' 
et  cette  objection  qu'on  fait  contre  la  Métaphysique  d'Euler, 
s'applique  égalenaent  à  celle  de  la  Méthode  des  premières  et 
dernières  raisons  j.  car  il  n'y  a  point  de  milieu  entre  être  et 
ne  pas  être  ,.  et  du  moment  où  les  accroissemens  sont  quelq>ie 
chose  5  leur  rapport  n'est -ni  celui  des  fluxions  "»  celui  des 
limites.  Carnot  dans  un  Mémoire  où  il  discute  avec  beaucoup 
de  soin  les  principes  du  Gakul  différentiel ,  et  qu'il  a  bifen 
voulu  me  communiquer  ,.  obsqrve  que  c'est  en  vertu  de  la  loi 
de  continuité ,  que  les  quantités  évanouissantes  gardent  encpre 
le  rapport  dont  elles  se  sont"  approchées  par  degr.és  ^  avant 
de  s'évanouit. 

Ce  Mémoire ,  qu'il  seroit  à  désirer  que  l'Auteur  rendit 
public  y  prouve  que  sidop  avpit  créé  des  mots  lorsqu'il  en  étoiÊ 
besoin,,  on  auroit  eu.^dçs  idéeç   plus   <:l.aires»    En   appellanft 
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équations  imparfaites ,  \es  équations  dlflférentielles  ,  Carnot 
jette  mi  grand  jour  sur  leur  théorie.  Ea  effel ,  tersque  Vou 
considère  les  différentielles  qu'elles  contiennent,  comme  repré- 
sentant les  accroissemens  des  variables  y  elles  n'ont  lieu  que 
d^une  manière  approchée  j  mais  leur  degré  d'exactitude  est 
en  quelque  sorte  indéfini ,  car  il  dépend  de  la  petitesse  qu'on 
suppose  aux  changemens  des  variables,  et  puisque  rien  ne 
limite  cette  petitesse  ,  les  équations  différentielles  peuvent 
donc  être  aussi  près  de  la  vérité  qu'on  le  voudra  ;  voilà  les  idées 
de  Leibnitz  traduites  en  Analyse.  Carnôt  fait  voir  ensuite, 
comment  les  équations  imparfaites  deviennent  rigoureuses  à  la 
fin  du  calcul ,  et  à-  quel  signe  on  reconnoîl  leur  légitimité  j  ce 
signe  est  la  dispaifition  totale  dés  quantités  diïFéreniielleB  ,  dont 
pourroit  provenir  l'erreur ,  s'il  y  en  avoit.  On  lie  doit  pas  juger 
le  travail  de  Carnot ,  par  le  peu  que  j'en  *aî  dit  j  et  ce  n'est 
pas  seulement  dans  la  manière  d'envisager  le  Calcul  différentiel , 
qui  lui  est  propre,^ que  consiste  le  mérite  de  son  mémoire, 
mais  encore  dans  la  comparaison  qu'il  fait  des  divers  points  de 
vue  sous  lesquels  on  a  présenté  ce  calcul. 

Je  ne  puis  qu'indiquer  une  Méthode  que  donna  Landen , 
en  1758,  pour  se  passer  de  la  considération  de  l'infini  et  de 
celle  du  mouvement  ou  de^  fluxions ,  parce  qu'elle  repose  sur 
un  thjBorême  algébrique  très-élégant ,  qu'on  ne  sauroit  rendre 
dans  un  écrit  de^  la  nature  de  celui-ci.  La  fraîichise  avec- 
laqfuelle  Landen  se  dépouille  des  préjugés  nationaux ,  imprime 
un  caractère  remarquable  à  son  ouvrage  j  il  est  peut-être  le 
seul  dps  0ëomètres  Angloîs  qui  soit  convenu  des|[  inconvéniens 
de  la  Méthode  des  fluxions. 

C'est  l'application  du  Calcul  différentiel  à  la  Géométrie  ,  qui 
lui  a  donné  un  caractère  différent  de  celui  de  l'iilgèbre  ordinaire  j 
car  Lagrange  a  fait  voir ,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
de  Berlin ,  année  1 77  2,  qu'il  pouvoit  être  traité  analytiquement , 
d'une  manière  indépendante  des  considérations  de  l'infini-  L'ex- 
pression des  changemens  qui  arrivent  dans  une  fonction,  lors- 
qu'on augmente  ou-  qu'on  diminue  un«  ou  plusieurs  des  quan- 
tités qui  la  composent  ^  peut  toujours  être  réduite  en  série 
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ordonnée  STiiyant  les  puissances  des  di£Pérexices  de  ces  quantités^ 
les  coeffîcii^ns  qui  sont  indépendans  de  pes  différences  ^  pré- 
sentent de  nouvelles  fonctions ,  dérivées  de  la  proppsér  ^  d'aprèa 
une  loi  régulière.  '  : 

C'est  .dans  la  ^recherche  d.e  ces  cpefficiens  et  dans  celle  de 
leijuçs  propriétés  que  consiste  le  Calcul  différentiel  j  les  fonc- 
tions d'une  seule  variable  n'en  donnent  qu'un  pour  chaque 
puissance  de  l'accroissement  ;  les  fonctions  de  deux  ou  plu- 
sieurs variables ,  ayant  une  différence  qu'on  peut  ordonner 
comme  un  polynôme  ,  suivant  les  produits  homogènes  dea 
accroissemens  ,  en  ont  fflusieurs  pour  chaque  rang.  On  peut 
chercher,  ou  chaque  coefficient  en  particuher,  ou  les  rela- 
tions- qu'ils  ont  entre -eux,  et  avec  la  fonction  dont  ils  dé- 
rivent :  voilà  le  Calcul  différentiel.  \\  sera  aux  différences  or- 
dinaires, s'il  ne  s'agit  que  d'une  fonction  d'une  seule  variable  j 
et  aux  différences  partielles ,  s'il .  est  question  d'une  fonctioçi 
àdftijTft.Qu  a^un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Le^  Calcul  intégral  a  pour  objet  de  remonter  des  coefficiens 
aux  fcMiciiofi»,  cf^stràràxce  de  résoudre  les  questions  inverses. 

II  est  étonnant  que  cette  manière  si  simjfle  de  donner  une 
origine  analytique  au  Calcul  différentiel ,  ait  été  si  long  temps 
à  trouver  j  il  semble  qu'elle  auroit  dû  se  présenter  a  Euler , 
qui  le  premier  sépara  ce  Calcul  de  son  application  aux  courbes , 
et  qui,  en  exprimafit  par  des  lettres  les  rapports  des  différent 
tielles,  avoit  déUvsé  des  quantités  infiniment  petites ,  les  équa« 
tiens  qui  en  contenoient. 

Newton  même  étoit  déjà  sur  là  voie  de  cetfe  manière  d'en- 
visager le  Calcul  différentiel  j  car  il  a  aussi  considéré  les  or- 
données successives  d'une  même  courbe ,  développées  en  séries , 
.suivant  les  puissances  de  la  difl^rence  de  l'abscisse ,  et  il  a 
indiqué  les  principales  propriétés,  de  ces  CMrffîciens  relative- 
ment à  l'a|pplîcati«Ki  géométrique  :  il  lui  manquoit  seulement 
une  manière  de  les  dériver  les  uns  des  autres }  et  il  paroît  que 
c'est  Taylor  qui  montra  le  premier  leur  forixjation  successive 
par  lesfluxignp,.  formation  qui  n'est  autre  que  son  Théorème. 

La  lecture  du  Mémoire  de  Lagrange  m'inspira  le  désir  d^ 
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trayaîUer  à  un  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral ,  qui 
eût  pour  base  les  idées  lumineuses  qu'il  aroit  substituées  à 
celles  des  Infiniment  petits  j  et  pour  rendre  cet  ouvrage  ac- 
cessible à  tout  lecteur  qui  posséderoit  les  Élémens  d'Algèbre , 
tels  qu'ils  sont  traités  dans  le  Cours  de  Bezout  on  dans  celui 
de  Bossut ,  ^e  le  fais  précéder  d'une  Introduction  dont  l'objet 
est  le  développement  en  série  ,  des  fonctions  algébriques  ,  ex- 
ponentielles ,  logiurithmiques  et  circulaires.  La  Méthode  que 
j^emploie  paroîtra  peut-être  nouvelle  ;  et  j'espère  du  moins  que 
les  commençans  me  sauront  gré  du  soin  que  j'ai  pris  delà  rendre 
indépendante  des  notions  de  l'infini  (^). 

A  l'exemple  d'Euler ,  dont  j'ai  traduit  beaucoup  d'endroits , 
je  donne  d'un  seul  jet  ^exposition  purement  analytique  et 
complète  des  principes  du  Calcul  diffikentiel ,  dans  toute  la 
généralité  qu'ils  doivent  avoir  pour  correspondre  aux  diverses 
branches  du  Calcul  intégral. 


^  ■* 


'V^m^^ 


(*)  En  rapportant  l'origme  du  Traîté  que  je  {mblte,  leg  circoastances  dans  les* 
quelles  il  paroît  m'obligent  d^lndiquer  le  tems  où  j^ai  commencé  à  m'«a  occoper.  Dèt 
17874  '\p  raisemblai  des  matériaux^  et  )e  commuaiquat  ^  quelques  personnes  les 
prentlères  ébauches  de  mon  travail  ;  j'en  écrivis  à  plusieurs  Géomètres  célèbres , 
pour  qu'ils  voulussent  bien  m*indiquer  les  sources  ob  je  pourrois  puiser ,  et  m'aider 
de  leurs  conseils  ;  votcî  ce  que  Laplace  me  répondit  en  janvier  1791.  «  Te  vois 
v>  avec  beaucoup  de  plaisir  que  vous  travaillez  à  un  grand  ouvrage  sur  le  Calcul 

p  intégral Le  rapprochement  des  Méthodes  que  vous  comptez  faire ,  sert  à 

»>  les  éclairer  mutuellemeat  «  et  ce  qu'elle!  ont  de  commua  renferme  le  plus  souvent 
»  leur  Traie  métaphysique  :  voilà  pourquoi  cette  métaphysique  est  presque  toujourf 
>>  la  dernière  chose  que  Ton  découvre.  Le  génie  arrive  çomqie  par  instinct  aux  ré- 
¥^  sultats  y  oc  n*est  qu'en  réfléchissant  sur  la  route  que  lui  et  d'autres  ont  suivie  qu'il 
>»  parvient  à  généraliser  les  Méthodes  et  à  en  découvrir  la  métaphysique  ». 

J'ai  rapporté  ce  passage  ,  plus  encore  pour  les  réflexions  qu'il  contient ,  que  pour 
prouver  qu'il  y  a  cinq  ans  ,  j'avois  dé}k  conçu  le  plan  que  j'ai  suivi.  L'impression 
de  mon  Livre  fut  conHaeacée  en  frimaire  an  4  (  novembre  1795  )  et  suspendue 
par  des  raisons  particulières  pendant  quelques  mois;  de{Hils  cette  époque  Lagrani^ 
fst  reyenp  sur  ses  premières  idées ,  à  l'occasion  d'un  Cours  qu'il  a  fait  A  l'Ecole 
Polytechnique.  J'ai  suivi  ses  leçons  avec  tout  ^intérêt qu'elles  dévoient  inspirer; 
mais  l'état  011  étoit  mon  ouvrage  et  la  marche  de  l'impression  ne  m'o^t  permis  de 
profiter  que  d*un  petit  nombre  de  ses  remaroues  ^ue  j'ai  eu  soin  de  rapporter  à  leur 
Auteur.  .*       - 

Je 
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Je  passe  ettsuite  aux  applications  analytiques.  La  prineipale 
est  lé  développement  des  fonctions  en  séries:  je  fais  con- 
noïtre'à.  cette  occasion  le  procédé  que  Lagrange  a  substitué 
aiù  Triangle  analytique  ,  pour  découvrir  les  plus  grands  o]i  leg 
plus  petits  termes  d'une  équation  ,  et  qui  sert  à  trouver,  p^r 
des  substitutioiis  successives ,  les  séries  convergentes  qui  ré- 
solvent une  équation  j  ce  que  Te  Calcul  diflFérentiel  ne  don- 
neroit  pas  toujours ,  à  moins  d'employer  des  transformation?. 

Ces  recherches  ont  une  application  immédiate ,  dans  Je  cas. 
particulier  où  les  coefiîciens  du  développement  de  la  fonction 
proposée  ordonné  suivant  la  puissance  de  l'accroissement  de  la 
variable ,  deviennent  infinis,  et  lorsqu'il  s'agît  de  trouver  la  vraie 
valeur  des  fractions  dont  le  numérateur  et  le^  dénominateur 
s'évanouissent  ea  même  temps.  Je  m'occupe  encore  dans  ce 
chapitre  de  la  recherche  des  Maxima  et  des  Minima.  ' 

I^'imperfection  des  Élémens  ^Algèbre  m'a  forcé  de  faire  nne 
^gres^n  ^ur •  la  théorie  des  existions  algébriques,  pour  en 
démoutrex  cpaelqaes  propriétés  dont  on  a  besoin  dans  le  Calcnl 
iutégralf  et  ;'^i  rapproché  etmis  à  la  portée  des  Lecteurs  or- 
dinaires ,  une  partie  à^a  leçons  données  â  l'Ecole  normale  par 
I(&plàGe^  l'aj^  indiqué  aiiçsi  quelques-  applications  du  Calcul  dif- 
férentiiel  à  la  ihéoiie  des  énuations. 

Les  dwx  cfeajÉtres  suivans  qui  tiesminent  le  premier  volume , 
renferment  l'application  du  Caleul  différentiel  aux  courbes  et 
aux  suriaces  courbes;  mais  cette  application,  au  lieu  d'être 
iaolée,  comme  elle  l'a.  presque  toujours  été  jasqu'à  présent, 
fait  t>arti&  d'une  théorie  complète  des  courbes  et  des  surfaces 
courbes  ;  et  par-là  le  Lecteur  se  trouVe  â  portée  d'embrasser 
rensemWç. de  chacun  de  ces  objets. 

î-EÊn  écartant,  avec,  soin  toutes  les  cetfstructions  géométriques , 
jVi  voulu  faire  sentir  au  Lecteur  qu'il  exietoit  unemanière  d'en- 
vis^er'la  Gépmétrie ,  qu'on  pourroit  aj^eler  Géométrie  ana^ 
IX^ique  ,  et  qui  çouisiateroit  à  déduire  les  propriétés  de  l'étendue 
du  plu8.4?etit  npmhxe- possible  de-principes,  par  des  méthodes 
purement  analytiques  ,  corniiie  Lagrange  l'a  fait  dans  sa  Mécha- 
nique  à  l'égard  ^es  propriétés  de  l'équilibre  et  du  mouvement. 
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On  trouve  dans  les  notes  de  la  Géométrie  ^de  lufifi^^^ ,  «a 
inoyen  de  tirer  immédiatement  la  théprie  des  triangles  ^n-^ 
blables  ^  des  conséquences  de  la  superppsition  :  par4a  oa  est  en. 
état  de  former  Féquation  d'une  droite  quelconque  ;  et  en  comr«; 
binant  cette  équation  avec  celle  du  cercle  et  des  autres  courbes > 
otL  pourroit  arriver  à  toutes  les  propositions  connues,  sur  les 
lignes,  d^une  manière  plus  ou  moins  élégante  ^  suivit  le  choix 
des  moyens  analytiques. 

Lagrange  a  donné  ^  dans  les  Mémoires  de  FAcadémîe  de 

\  Berlin  (année  ijj'à)^  une  Théorie  des  Pjrrajoudesvqai  est  un* 
cîief-d'oeuyre  dans  ce  genre  j  mais  Monge  est ,  je  crois  ^  le  pre- 
mier qui  ait  pensé  à  présenter  sous  cette  forme  FappKcalion  do 
TAlgèbre  à  la  Géométrie. 

Qu'on  ne  croie  pas  qu'en  insistant  ainsi  sur  te«  avantages  dé  ^ 
P Analyse  algébrique ,  je.  veuiUe  faire  le  procès  a  la  Synthèse  et  &  ^ 
TAnaly^e  géométrique.  Je  pense ,  au  contr»re ,  qu'on  néglige 
trop  aujourd'hui  Fétude  des  Anciens  ;  mais  je  né  voudriHS  pas 
qu'on  mêlât ,  comme  oa  le  fait  danc  péesque  to9s  les  ouvrages ,  * 
las  considérations,  géofliétriques  avec  les  calcina  algébriques  ;  il 
seroît  mie«ix  ,  ce  me  semble  y  que  chacun  de  ces  moyens  fut 
porté  dans  des.  traités  sépaxés,  aussi  loin^  qu'il  peut  idler  j 
et  que  les  résultats  de  l'un  et  de  l'autre  s'édairassbnt  mutuelle* 
ment ,  en  se  correspondant  >  pour  aiasi  dire  ,  eoaune  le  texte 
d'un  livre  et  sa  traduction. 

J'ai  présenté  sous  plusieurs  points  de  vue  Fapplication  du 
Calcul  diiférentiel  a  la  théorie  des  comrbes  et  des  surfaces  : 
l'un  y  qui  n'emprunte  explioitement  ancune  notieii  de  Hninî  j 
est  du  à  Lagrange.  Ar)H)gast  y  étoit  aussi  parvenu  de  son 
côté  ;  Newton  y  touchoit  presque  dans  son  livre  des  Principes , 
et  Maclaurin  s'en  rapprocki  eneore  plus  dans Ja  seconde  partie 
de  son  Traité  des  Fluxions ,  en  traitant  des  Maxima  et  des^ 
JUinima  et  des  points  d'infle^s^  (^).  J'ai  donné  ensuite  là  Mé-*  ' 
thode  des  limites ,  mais  appliquée  d'une  manière  qtte  je  croia 


\ 


(*)  ^•y'I  Maclaurin ,  T.  IL  ait.  8^8  et  86fi. 
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ticm'Nfit  j  par  te  mojren  eu  théorème  de  Ttylw  :  e&in  j'ai  fait 
us6^  de  la  conidératioa  des  infinimeifti^pMits.  Le  rapprocfae^r 
«letft  de  CM  trois  méthodes  prouvera  sûrement  aux  lecbfears 
attentifs  qu'elles  ne  diffèrent  que  dans  les  expressions  i  et 
peut-être  penseront- 9s  j  comme  moi ,  q«e  la  demiènD  ,  Ion*' 
qu'elle  a  été  bien  expliquée  ,  est  pré<»euse  par  la  facilité  qa^eUe 
lionne  à  résoudre  de  nouyéUes  questions  j  facilité  dont  la  thécHÎe 
^es  courbées  à  double  courbure  de  Monge ,  que  j'ai  exposée  ^^ 
t>ffi:e  un  exemple  remarquable. 

Lorsque  lès  principes  du  Calcul  différentiel  sont  bien  étabUs*» 
Je  Calcul  inté^al ,  qur^n  est  l'inverse ,  n'ofire  plus  qu^ane  col- 
lection  de  procédés  analytiques ,  qu'il  suffit  d'ordonner  de  ma- 
nière à  en  [faire  apperceyoir  les  rapports.  •  Le  plan  du  Traké 
qu'Euler  a  donné  de  ce  Calcul ,  m^a  paru  le  meilleur  qu'on 
pût  suivre  ;  je  m'y  suis  conformé  ;  mais  j'y  ai  ajouté  toutes  les 
choses  neuves  qu'il  ne  contenoit  pas ,  et  J'ai  remplacé  quel* 
ques  ^  mies  des  Méthodes  d'Euler  par  d'autres  plms  générales , 
^  dues  à  LagràBge ,  à  Lap1»ce  et  &  Legendre. 

Le  dëyeloppeme&t  des  fonctions  en  sénés  conduit  au'Calciil 
^fférentiel  ;  le  Cakid  intégral  fait  ooimàhsre  de  nmnrvHes  foac- 
'tions  qu'on  ne  peut  exprimer  que  par  des  suites,  et  la  con- 
sidération de  ces  dernières  fait  naître. le  Caleul  aux  difieranoiss 
finies  9  que  7'afq[>elle  simplement  Cé/éûl  aux  <bffittence$.  Teites 
sont  les  raisons  qui  m'ont  porté  à  séparer  ee  calcul  du  Calcul 
différentiel,  qu'il  comprend  cependant  implicitement  comme 
cas  particulier. 

Cet  ordre  présenté  ,  selon  moi ,  un  arantage  assez  împot^ 
tant  'y  c'est  celui  de  réunir  ^  dans  un  seul  corps  de  doctrine , 
toute  la  théorie  des  suites  qui  se  trouve  morcelée  dans  presque 
tous  les  livres  qui  en  traitent  ;  ce  qtd  n'a  point  été  fait  depuis 
Jacques  Bemoulli  et  Stirling ,  quoique  la  matière  se  soit  prp- 
digieusement  accrue  depuis  ce  tenips  par  les  travaux  d'Euler , 
de  Lagrange  et  de  Laplace ,  auxquels  Prony  vient  d^ajouter 
jAusieurs  formules  élégantes  dans  son  Traité  de  la  Méthode 
'  des  Diffisrences. 

Je  rapproche ,  pat  ce  mcyeà  ^  la  théorie  des  suites  rêcor- 

'  à  % 
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rentes^  déduke  du  déreloppement  des  fractions  »  de  ceUe  qui 
résulte  de  Piatégratioii  des  équation»  liBéairés  aixx  différences» 
'  L^ Appendice  dans  lequel  je  traite  tout  ce  qui  concerne  les 
suites ,  renferme  encore  ces  méthodes  >  qui  ^  quoique  fort  éten»* 
dues  .et  fort  utiles  ^  ne  peuvent  que  difficilement  entrer 
dans  lé  corps  du  Calcul  intégral ,  parce  qu'elles  dépendent  de 
principes  trop  différens  de.  ceux  de  Tintégration  proprement 
^te  :  telle  est  la  mpéihode  d^inteicpolation  ^  telles  sont  les  séries 
qui  donnent  les  aires  des  cour-bçs  par  le  moyen  d'un  certain 
Bombre  de  leurs  ordonnées  y  telles  sont  enfin  les  méthodes* 
ingénwoses.  par  lesquelles  Euler  intègw  l'équation  de  Riccati^^ 
et  Laplace  un  cas  fort  ^^uliec  de  Téquation  linéaire  aux  dif- 
férences  partiels. 

'  Tous  ceux  qui  étudient  lés  Mathéji;iatiques  ont  besoin  de 
revenir  sur  leurs  pas ,  pour  classer  les  connoissances  qu'ils  ont- 
boquises  ;  mais  on  leur  épargne  beaucoup  de  peine  ^  et  leuss 
û^es . s'ordonnent  plus  facilement,  lorsqu'on  leur  présente  de 
grandes   divisioQS  aux^çU^s  les.  divorse^  niàthodes  viennent 
•  ensuite  se  rattacher,     r  .  .      ' 
..J'ai  eu  principalement  cet.  objet  eç  vue,  dans  la  division  tfe 
mon  ouvrage ,  et  j^aitoujours  fait  çnsorte  que  chaque  chapitre , 
'fondant  un  Traité  complet^  ne  dépendît  de  ceux  qui  le  précè- 
dent ,  que  par  la  nature  du  suj^t  y  et  non  pas  par  les  détails*},  et 
'pdur  tâcher  d'atteindre  à  la  clarté  si* désirable  dans  tous  les 
livi>e3>élémeniairea,  je  me  suis  imposé  la  loi  de  nemettresous 
les  yeux  du  Lecteur  aucun  calcul  >,  sans  en  avoir  exposé  le  btit , 
et- fait  connoître  l'esprit},  enfin  j'ai  apporté  le  plus  grand  soin  à 
donner  au»  formules  cette  symétrie  qui  les  fait  presque  deviner, 
et^dcft  leà  écrits  de  l-agrang^  offrent  tant  d'exemples.. 
•     Uniquement   animé  -du   desir^  de    fairp   un  livre;  utile  aipc 
)eunes   gens,  j'ai  écarté   toutes  les  : prétentiops  de  l'amour- 
propre^  ,li^armi  beaucoup  de  choses  extraites  des  Quyragçs..de8 
•^grands.  Géomètres    de   nos  jours,  il    se   trouvera*  peut -être 
.qi|el<5aLe§, détails  qjii  0i'afiparti^ndrx)nt.î.  mais  je  ne  disputerai  pas 
là- dessus,  et  je  me  contenterai  de  ce  qu'on  vaudra  bien  me- 
.  l#is:^i:>  te^  so^ï»;.que  j;ai(  pris  de  xsiîf^^e  ^^^n  quelque  .s.on%  les. 
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Avers  matériavsc  que  j^ai  eipprmités^  anrpit  rendn  les  mêmes 
citations  trop  répétée»  et  tro^  eÉnuy^tises'^our  le  L'eclenr  j  ce- 
^eadant  ^n  de  faûrç  coimoître  labibliogr|ipbie.desbon80tEyragea 
de  mathématiques ,  j'ai  conçu  le  dessein  de  joindre  à  Ténoncé 
de  chaque  articlety  danâ  la  tdble  ^  le.  titre  des  Mémpires  qui  ont 
é^è  consultés  pour  la  rédaction  y  ott  qui  y  ont  quelque  rapport.. 
Je  remplirai  ainsi  ce  que  l'équité  .exige ,  et  le"s  citalîbns 
oIasaé«p  méthodiquement  y  8«nmt  plue.  Atiled  atix  BlèYes^ 
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NtiioDiTciribK.  Nôtionè  ^éfiébles  8ûr  lÊâ 'fd&eftdta  et  les  éètiiis ,  pAg.  t^ 

DèT6lo|}pemuit  des  ibiicdDiiB  4vi>«Mei«  .  »! 

10.  Des  fonctions. algébriques,        ,,,  .     ^       .  pag,  i^ 

3**.  Des  foncdbiu  fraifsceHdàntes. 

FonctioM  ^xponentieliea  et  logsrl^miqiref^':  ,  '  .  .  ^pâfr  3S 

Un  Mémoire  de  Hallêy,  TramacHons pMlosophiquts ,  n^»  ai6. 

Fonctions  circulaires.  pag.  5a. 

Ncuvioux  Mémoires  de  PêUrshourg ,  T.  V.  paffe  I964>  (Euler }« 
Opuscula  Anafytica ,  T.  I.  pag.  345  •  (  Ëuler  j. 

TRAITÉ  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 
ET  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 

-  PREMIÈRE  PARTIE.  DU  CALCUL  DIFFËRENTIEU 

*•  •  • 

CHAP.  L  Exposition  (malytiqw  des  frindpe»  du  Calcul  dif- 
férentiel,  \'  pageSi 

lénafysê  dês  Mnimêni-oêtiU,  (  L'hôpital  ), 

Méthode  des  flaxiofu  ,  (  Newton  ) . 

Methodtu  Incremêniorum  ,  (  Taylor  )• 

Traité  des  fluxioru ,  (  Maclaurin  ). 

Institutionê*  CaleuU  diffêrêntialis ,  (  Euler  )  • 

The  ResidualJnalysis,  ij58  et  1764,  (Landen). 

Théorie  des  fonctions ,  (  Lagrange  )  (  ^^  )• 

Mémoires  de  1^ Académie  de  BerUn ,  année  1 772  ^  page  ^^5.  (  Lagrange  )• 

Traité  d4  Calcul  différent,  et  de  Calcul  intégral.  {  Cousin  ). 

Prinoipiorum  Cale,  differ.  et  integr,  expositio  (  L'Huiilîer  ), 

Dçs  changemens  qu'éprouve  une  fonction  de  x  lorsque  x  devient  X'{-t  pag.     82 
De  la  différentiation  deè  fonctions  d'une  seule  variable  ,  pag.     94 

De  la  differentiation  des  fonctions  de  deux  variables ,  pag.  ii4 

DifFôrentiation  des  fonctions  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables , 

pag.  i3i. 

De  la  diiBSrentîation  des  équations ,  pag.  i34 

Des  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  formule  soit  la 

différentielle  exacte  d'une  autre  formule ,  pag.  178 

Inst,  Cale.  diff.  pag«  191  et  265. 

Du  Calcul  intégral,  page  4.  (  Condorcet  ). 

Nouv.  Mém.  de  Petersbourg,T.  XV  et  ^VI.  (  Lexeîl  ). 

Méthode  dea  limites ,  paff-  189 

Encyclopédie  articles ,  différentiel ,  limite  (  d'Alembert }. 

(*)  Labey  •  ProfeMeur  d'an  mérito  distingué ,  rient  da  donner  uae  traduction  iiran-- 
/poise  de  cet  Ourrage ,  à  laquelle  il  a  joint  des  notes  intéressantes. 
{**)  Ce^  Ourrage,  si  jostement  désiré  1  paroUca  inceisanuaent. 
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CHAP.    11  Sts-ptHèÊoipau»  wagr»  mnaiytiqaiwèa  Qktcul 
iijg^linHel  t  ■"■■     page  196 

*       i        •  •  • 

Mém.  Acàd.  de  Berlin ,  ajin.  1 768  ,,p«ge  txy^.  (  Iiaçrarige  )• 
Mim,  Açad. 4e Berlin ^  nsméei'fj6.Tp^ika5.{pB^^  '  '  .,  ' 

^  ^  Mim.  \4cad.  de^  sciences  de  Fam,  années  1777^  pa^e  99*  (liaplace). 

ConaidératioBs  sur  ce  que  devieiH  le  dèvdoppemeat  de  f.  (  «+^  }  ^^^  q^rtaint 
-  088  potHqaliers  pag.  arSa' 

:'   Ins^é €0k>.  iif.  fBg. '^la.  -  » 

•     Ifim.^ead.  ii#B«r2in,  ann.  17761  pag.  a38.  (Xagrange). 

Des  expressions  qui  deiFiennent  §  Ains  certains  cas  particoUext,        pag,  a4i 

(Rturres  de^  Jean  BomouBi  >  Tôm.  t.  page  4oi  •  ^ 

Jlf^iii.  ^coil.  des  Sciences^  ann,  17.^6  ^  p.'  Sg.et  376^  i^yaS  |  p.  !1^^{  Saurii|  )• 
1ns.  Cale.  dif.  pag,  j38.    ' 

Du  déreloppement  des  fonctions  ée  4i$xa;  tvti/HpB,  pag*  ^55 

Recherche   des  maxima  |et  des  minÂm  dea  "ifeéctioii^  d'un*  on  de  plu^urs 
»  variaU^s  ^  .  .  , .  pa|^  *6*r 

TraUk  dus  fiukiûnê^  T.  II.  art.  S5S:  (  Madaarin)  * 
'     J/»i.  Cak.  dip.  P.S79. 
V.    Mfmi  Aead.  de  Turin,  T.  I.page  i8.  (  La^aaige )•    * 

Méchcmique  Analytique,  ^ge^^ 

Gif  AP.  m.  Digression  sur  les  éçuoUons  algébriques ,    page  -277  ' 

Meditationes  alge6ra'icœ ,  (  Waring  ) 

Mémoires  Acai.  ies9çi$nces  ,  de  Paris,  ai»,,  ]  77 1,  p..  Sè5.  (Vandiçrmonde  )* 

Recherche  des  fonolions  semblables  des  racines  <tes  équatÎQiia  f,  ibid« 

Sur  les  expression»  i^agin^^9  »        .  pig.  agS 

M4mâir4M VAeaiimk , d^Serlte ^aimé<»»i746|page.i8d »  ( d'.àbœbert), 

AfMDÎr»  u^cad.  dA  Tuvia,  T.1. 9^  ti3.  T>  II'  ,;p.  387.  (  FoBosftex  ). 
Opuiisiite  i9Mii&4nW<9U4tfkX.  V.  p.  i83>  (  d'Aleoilievt  ). 
K^  â.  Foor  le  Théorème  de  Céies ,  démontré  p.  3oa  j  voy.  Harmcma  Mew» 
surarum.  Miscellanea-analytica.  (  Moivr^  )• 
Œuvres  de  Jean  Bemoullr.  T.  IV^.  p.  67. 
Pour  la  rilgie  de  DeseoHes ,  démontrée  page  3 1 1  ^  Vwez  Uémoins  de  VAcad. 
des  Sciences  y  de  Paris ,  année  I74i ,  page  72.  (  de  Gua). 

Mémoire»  de  l* Académie  de  Berlin  ,  année  1756 ,  (  Âegner  )• 
Id.    cornée  175a /(JBpintis). 
Pour  la  controverse  sur  les  legb|»tlLme» des  nombres  négatifs ,  page  3i6  ,  3 
teaconaldler  l«  Commercium  episiolicumde  Lei^nHs  ei  de  Jean  BentouUi,  le  T.  I 
des  opuscules  de  D^Alemberieiles  Mémoires  de  Foneenex  ,  cité  plus  haut. 

PottrîPéUimnetion',  ttaiCèé  pa|^  3ao,   voyez  Mémoires  de  Berlin ,  année'* 
J  748  et  1764.  (Euler). 
L'Appendice  de  J^intrùd,  à  l^ Anal,  des  Kgnei'càwhes ,  (  Cramer  ). 


'X*)-!!  ftWoit  à  ^lisirer  qu'oii  réîidnirxiiidt  cet  Ouvrage ,  dèremu  trè»-rars ,  et   qu'on 
'    le  joignit  à  celui  H^  "Het^fUttif  d^ot  U  «DU  otoonentamé 
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xxxj)  .T  if  V  E  h: 

.    ^  Mémoires  deVAêad.  'dis  Sciâmes  de  Pans ,  1 772 ,  II.  Fart,  ^Y^Ilfl^tlIlOlldit  ). 
'  Thé (frie^ des  équations  ,  (Bezout).  , 

.Potirlarésolutioaparapproximalmi^^  p.iSsA*  V^nfi^bisUCakdifA^  54631 
Essayso/tt^j^i'^raJsu&^'ect^^.p.-^.  (Simpson  )•     •  ■..:..• 

Mémoires  de  Berlin ,  an^,  1 767  et  i  768  /  p^ge  463.  (  Lagi^ge  }^ 
Jeunud  de  V Ecole  normal^ ,  T..(JI.  (  Lag^^j;e  ).      '      , 
J'indijueraijaifsaî  par  QccasiouJ»  réflexions  données  dçins  UsMém,  ^de  Berl,  1770 
et  1771  >  5tfr  ^^5  Méthodes  pour  ta  résolution  algéjbriqi^e  d^s  équations,  (  Lagrange.  \ 

CHAP.  ^IV".   Théorie  des  Lignés  cour  Les  y  .      page  3^7 

iPomnient  les  diverses  circopstancj^s  da  cours  d'une  U,g;ae  scHU.eKpxjinéeapar  sou 

équation,  '.,,-.,.       ;.  .  .  /      ^    .       i))iii}« 

Géométrie  de  Discartes.  ',   \\ 
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Avant  d  entrer  en  piacière,  nous  placerons  ici  quelques  propositions  • 
qu'on  ne  rencontre  pas  dans  les  éUmens  d'algibrè ,  ec  nous  éclaircirons 
quelques  points  de  métaphysique  qui  peuvent  paroître  épineux  lors- 
qu'ils sont  mal  présentés.  II  résultera  delà  plusieurs  avantages  pour 
la  suite  de  ce  traité;  les  démonstrations  seront  plus  lumineuses,  et  plus 
simples,  et  .nous  éviterons  à  nos  lecteurs  l'embarras  de  cherclier  danj 
d'autres  ouvrages  des  secours  pouf  entendre  celui-ci.  ^ 

I.  Les    anciens  Analystes  comprenoîent  en  général  sous   la  déno-      Notions  g^né- 
mination  de  fonctions  d'une  quantité  ,  toutes  les  puissances  de  cette  ^^^  ^"^  ^"  ^"^^^^ 
quantité.  Dans  la  suite  on  a  étendu  le  sens  de  ce  mot,  en  Rappliquant  "^'^s,  et  les  séries. 
aux  résultats   des  diverses  opérations  al^ébiiques  :  ainsi  on  a  encore 
appelle  fonction   d'une  ou    de  plusîeuis  quantités,    toute    expression 
algébrique  renfermant  d'une   manière  quelconque  des  sommes ,  des 
produits,  des  quotiens,  des  puissances  et  des  racines  de  ces  quantités. 
Enân  de  nouvelles  idées,  amenées  par  les  progrès  de  l'analyse,  ont 
donné  lieu  à  la  définition  suivante  des  fonctions. 

Toute  quantité  dont  la  valeur  dépend  d'une  ou  plusieurs  autres 
quantités  y  est  dite  fonction  de  ces  derniïres^  soit  qu  on  sache  ou  qu^on 
ignore  pur  quelles  opérations  il  faut  passer  pour  remonter  de  celles-ci 
à  la  première. 

La  racine  d'une  équation  du  cinquième  degré  ,  par  exemple,  dont 
on  ne  sauroit  assigner  l'expression  dans  l'état  actuel  de  l'algèbre,  esc 
néanmoins  une  fonction  des  coefEciens   de  Téquation ,  parce  que   sa  " 
valeur  '  dépend  de  celles  de  ces  coefficiens. 

On  distingue  les  fonctions  suivant  le  nombre  de  quantités  dont' 
elles  dépendent;  ainsi  la  puissance  quelconque  mais  déterminée  d'une 
quantité,  n'est  fonction  que  de  cette  seule  quantité.  Si  on  prend  la 
chose  sous  un  point  de  vue  plus  général ,  qu  on  envisa-e  à  la  fois 
routes  les  puissances  possibles  d'une  quantité  susceptible  de  valeurs 
quelconques,  alors  l'expression  générale  de  ces  puissmces  sera  fonction 
de  la  quantité  primitive  et  de  l'exposant,  puisque  la  valeur  particu- 
hètQ  de  chacune  d'elles  dépend  de  ces  deux  choses. 
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1.  C'est  la  considération  des  équations  indéterminées  qui  a  conduit 
l  généraliser  Tidée  des  fonctions*  Lorsqu'on  a  voulu  exprin^er  qu'une 
quantité  ne  pouvoir  être  assignée  s\ns  que  préalablement  on  n'eut 
donné  èts  valeurs  particulières  à  d'antres  qiimticés,  qui  pouvoienc 
en  être  susceptibles  d'un  nombre  indéfini  dans  une  même  question  , 
on  s'est  servi  du  mot  fonction  pour  désigner  cette  dépendance.  II  suit  deli 
que  si  on  avoir,  par  exemple,  l'une  ou  Tautre  de  cts  équations, 

C  y  -=^1  a  x^  -f  i  X  — J-  c 
\  y  î=  a  X  [  -f—  t  x^  -+-  c  {* 
on  diroît  que  y  est,  dnns  la  première,  ure  fonction  de  a:,  ou  qu'il 
est  dans  la  seconde  une  fonction  de  x  et  de^.  Il  faut  remarquer  qu'on 
fait  abstraction  des  quantités  Uy  b^  Cy  parce  qu'elles  sont  déterminées, 
c'est-à-dire  parce  qu'on  les  regarue  comn.e  devant  conserver  la  même 
valeur  dans  toutes  les  solutions  dont  chacune  des  équations  précé- 
dentes est  susceptible. 

On  pourroit,  au  lieu  de  ces  équations,  en  rencontrer  d'aurres  dans 
lesquel-es  les  quantités  inconnnes,se  trouvassent  engagées  de  façon 
qu'il  ne  fût  pas  possible  de  déterminer  ,  sans  quelques  -opérations 
préliminaires,  la  valeur  de  l'une  d'elles  :  telles  seroient  les  équations, 

-+-y  =  tfA:y 

'\-  y^  •+-  ^  -^^  a  X  i-\-  b  y  [^  c  X  y 
dans  ce  cas  l'inconnue  y  sera  toujours  une  fonction  de  x^  en  vertu 
de  la  première,  ou  une  fonction  de  :t  et  de  j  en  vertu  de  la  seconde, 
parce  que  cette  inconnue  ne  sauroit  être  déterminée  à  moins  qu'on 
n'ait  donné  des  valeurs  particulières  à  x  dans  l'une,  .ou  à  ;t:  et  à  { 
dans  l'autre. 

Si  dai-s  les  équations  de  cet  exemple  on  se  proposoit  de  déterminer 
X  en  conséquence  des  valeurs  particulières  données ày,  ou  ày  et  à  j, 
on  diroit  que  x  se:oit  dans  la  première  une  fonction  de  y,  ou  dans 
la  seconde  une  fonction  dey  et  de  £.  On  voit  par-là  que  dans  une 
équAtion  qui  renferme  plusieurs  inconnues,  l'une  quelconque  d'entr'elles 
est  Toujours  une  fonction  de  toutes  les  autresj  et  c'est  l'énoncé  de 
la  question  qui  fait  connaître  celle  qu'on  doit  envisager  ainsi.  Lors- 
qu'on a  une  équation  encre  deux  quantités ,  elles  sont  réciproquement 
^onction  l'une  de  l'autre. 
Nous  venons  de  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  deux  sortes  d'exemples 


t.. 

Ix^ 
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qui  donnent  lieu  à  une  distinction  remarquable.  Dans  les  premiers 
on  voit  tout  de  suite  comment  avec  la  valeur  de  x ,  ou  celles  de  x 
et  de  ^ ,  on  parvlendroit  à  former  la  valeur  de  y  ;  dans  les  seconds 
au  contraire  il  faudroit  encore  résoudre  une  équation  algébrique  par 
rapport  à  y  peur  trouver  cette  quantité,  en  supposant  qu'on  connût 
les  valeurs  de  jc  ou  de  ;«:  et  de  ^.  Nous  dirons  donc  que  dans  le  pre  • 
mier  cas  y  est  une  fonction  expHc-te  de  x  ou  de  x  et  de  { ,  et  dans 
le  second  une  fonction  imp/icitc  des  mêmes  quantités.  )^ 

11  n'est  pas  nécessaire  qu'on  ait  une  équation  entre  plusieurs  quan- 
tités, pour  qu'on  dise  que  Tune  d'elles  est  une  fonction  irapli.ite  des 
autres.  11  suflSt  qu'on  sache  que  sa  v^ileur  dépend  de  leurs  valeurs 
particulières;  ai.si  dnnsui  cercle,  le  sLuis  est  une  fonction  impli:ite 
de  l'arc ,  quoique  l'analyse  algébrique  n'offre  aucun  moyen  d'exprimer 
la  relation  de  ces  deux  quantités,  parce  qu'en  effet  l'une  d'elles  est 
déterminée  lorsque  l'autre  l'est ,  et  réciproquement.  11  est  bo*!  d'observer 
qu*icî  nous  avons  fait  abstraction  du  rayon,  quoique  la  grandeur  du  *         * 

sinus  dépende  aussi  de  cet  élément ,  parce  que  nous  n*avions  en  vue 
qu'un  seul  cercle. 

|.  On  comprend  sous  la  dénomination  de  fonctions  algébriques , 
toutes  celles  qui  résultent  des  opérations  algébriques,  ou  dont  la  re^ 
laûon  avec  les  quantités  indéterminées  dont  elles  dépendent  peut  être 
exprimée  par  une  équation  algébrique. 

Les  fonctions  algébriques  ne  renferment  jamais  qu'un  nombre 
limité  de  termes,  lorsqu'on  les  exprime  sous  la  forme  qui  leur  est  t 

propre  :  cette   restriction  est  nécessaire;  car  si   on  veut  évaluer  une  - 
fraction  proprement  dite ,  ayai:t  un  dénominateur  binôme  ou  poly- 
nôme ,  par  un  assemblage  de  monômes  ,  on  tombe   alors   dans  une 
suite  indéfinie. 

La  fraction  -L  par  exemple  étant  développée  par  la  division  ou' 
autrement ,   donne  la  suite  : 

I  I        ^  t  _  ^Y(* 


a  a^  A^ 


sans  qu  oa  trouve  jamais  un  quotient  qui  s'arrête.  Il  en  est  de  même 
des  racines  des  polynômes  qui  ne  sont  pis  des^puissiiKes  parf.ûces, 
lorsqu'on  veut  les  exprimer  d'une  maiiiire  rationnelle,  ou  par  une  sjîte 
de  monômes. 

A  1 


4  iNTROnUCTJjON. 

On  sait  que  la  formule  de  Newton ,  pour  les  puissa:iccs  du  binôme, 
ne  se  termine  pas  lorsque  l'exposant  est  un  nombre  négatif  ou  frac- 
tionnaire. 

Mais  il  existe  des  fonctions  qu'on  ne  sauroit  exprimer  par  an  nombre 
limité  de  termes,  de  l'espèce  de  ceux  qui  constituent  les  quantités 
algébriques  :  tels  sont,  par  exemple,  les  logarithmes  qu'on  ne  peut  ob- 
tenir que  par  approximation  ,  et  qui  dépendent  de  rcxtracrion  d'un 
nombre  indéfini  de  racines;  les  sinus  et  co  siaus  qu'on  ne  sauroit 
évaluer  au  moyen  de  leurs  arcs,  sans  y  employer  un  non^bre  indéfini 
d  opérations  algébriques.  On  a  donné  à  ces  fonctions  le  nom  de 
transcendantes  :  celles  que  nous  venons  d  indiquer  ne  sont  p:is  les 
seules  de  ce  genre  j  les  progrès  que  l'analyse  a  fiits  en  ont  introduit 
beaucoup  d'autres,  et  peuvent  en  fournir  indéfiniment. 

Telle  est  l'origine  des  séries,  quoiqu'elles  ne  puissent  donner  la 
valeur  exacte  des  fonctions  auxquelles  elles  appaniennenr ,  que  lors- 
qu'elles se  terminent,  ou  qu'on  peut  obtenir  la  somme  de  tous  leurs 
termes,  comme  cela  arrive  dans  les  progressions  géométriques  dé- 
croissantes; cependant  elles  peuvent  toutes,  à  Tinstar  de  celles  qu'on 
déduit  des  fonctions  algébriques,  être  regardées  comme  le  dévelop- 
pement des  fonctions  inconnues  dont  elles  dérivent, 

4,  Il  est  à  propos  défaire  attention  au  mot  développement c\nQ  l'on 
employa  ici  au  lieu  de  celui  de  valeur  ^  car  une  série  ne  donne  pas 
toujours  la  valeur  de  la  fonction  à  lac]uelle  elle  appartient  j  quelque- 
fois même  au  lieu  d'en  approchex  de  plus  en  plus,  a  mesure  qu'on 
prend  plus  de  termes ,  elle  s'en  éloigne  indéfiniment. 

Le  développement  de  la  fraction  _1-  va  nous  servir  d'exemple ,  et 
les  conséquences  que  nous  en  tirerons  seront  applicables  aux  séries 
dérivées  de  tous  les  'genres  de  fonctions  p.^ss'blcs. 

Si  on  fiit  la  division  de  a  par  a-x^  à  la  manièie  ordinaire  ,  on  obtient 
pour  quotient  '  i  et  pour  reste  x  \  divlsmt  ensuite  le  reste,  on  trouve  le 
second  quotient  t  et  un  reste  f.*  :  en  continuant  l'opération  on  aura 


a  a 


/   X^  /  X 

les  quotiens   \  "^  et  les  restes  \  "^ 


x^  SiL 

a'  )  a' 


etc.  V  etc. 
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On  tire  dc-U  les  expressions  suivantes  de  la  quantité  ~  : 


X 


a — X 

X  x^ 


a  {a-x) 
Jc  *•  x^ 

X     .     x^      ,     x^      ,  x^ 


a  tf*  a'  a^  {^'x) 

etc. 


11  peut  se  ptésenter  deux  cas  <      ^    ' 


jt*     x' 


Dans  le  premier,  les  restes  x^  ^  >  "",  ^  ^^^" 


x    -         X* 


vont  toujours  en  diminuant ,  et  les  fractions       i ,  etc. 

a-x     a  [a-x) 

suivent  encore  un  décroissement  plus   rapide ,  cnsorte  que  plus  on 


X      ,     AT*     »     x^ 


prend  de  termes  ,  tels  que  i  ^-^  -   +  -.   -J-  -    ^  etc. , 

plus  on  approche  du  véritable  quotient  :  il  est  possible  de  pousser 
cela  si  loin,  que  Ton  vienne  à  différer  de  la  vraie  valeur,  d'une  quan- 
tité moindre  que  tonte  grandeur  donnée.- 

Pour  rer.dre  cela  sensible,  supposons  qu'on  ait  :c=  Ij  la  suite  pré- 
cédente deviendra 

du  premier  terme  sera  .  .1  es  i 

des  2  premiers 1  ^- ^  =  ^ 

la  somme  ^    des  j  premiers.  #.».  •  .  .  a-f-^'+'î  ^==? 

des  4  premiers i  -f-^-l-xH-^         =  "T 

des   5   premiers ^  ■+- :  ^^4"+■i^^fi^=^  "H* 

On  voie  que  ces  cj  ancirt's   vont  toujouis  en   i\^.pprochant'  de  i    qui 

esc  la  vraie  valeur  de  la  Lnctioii ^L-.*  Les  dlffcrences  entre  cette 

valeur  cr  les  sommes  iror.vccs  ci-Ji  :-s's,  f>rmcnt  la  progression 

dont  les  termes  v-nt  d;  •  é^'  ^^so  iC  ce  r.Ue  n^anicre,  qu'on  en  peut 
toujouiS  ^ssi'ire.  i;n  qn-  s.  :..  =  ^.^  Petit  qu'aucune  .j.AnJeur  donnes. 
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On  peut  tirer  ce  résultat  de  la  naiure  même  de  l'opération,  car 
il  est  aisé  de  voir  qii*après  un  nombre  n  de  divisions ,  le  reste  sera 

• — j.  et  parconséquent  la  fraction  qu'il  faudra  ajouter  à  la  suite 


X     .     x^     ,  .     x" 


•   •   •  •         I  "     —  ■> 


pour  avoir  la  valeur  exacte  de  — — ,  sera :  faisant  *  •=  ;  d ,  il 

vient ^  ^  t=:  .    —  .Cette  dernière  fraction  ne  peut  jam:.is  s*a- 

néantir ,  mais  elle  est  susceptible  de  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra, 
en  prenant  convenablement  le  nombre  «,  qui  désigne  celui  des 
termes  employés  dans  la  série  j  elle  peut  donc  conduire  à  une  valeur 

de  . —  ^ —  aussi  approchée  qu'on  le  voudra:  mais  cependant  quelque 

a — {  a 

loin  qu'on  pousse  cette  série  ,  on  ne  pourra  jamais  tomber  exacte- 
ment sur  le  nombre  x  qui  représente  cette  valeur. 

Dorénavant  nous  appellerons  Umhe^  toute  quantité  qu  une  grandeur 
ne  saurait  passer  dans  son  accroissement  ou  son  décrois  sèment  ^  ou 
mime  quelle  ne  sauroit  atteindre  y  mais  dont  elle  peut  approcher  aussi 
pris  quon  le  voudra. 

Dans  l'exemple  précédent ,  a  est  la  limite  de  i  +  7  -+•  ^  •+-  j-f-  etc. 
et  nous  poserons  l'équation  a  =:=  i  -4-  \  -J-  \  ~}-  j  -|—  etc.  en  sous- 
entendant  que  le  second  membre  doit  être  prolongé  indéfiniment  ^ 
ou  ce  qui  revient  au  même ,  que  le  premier  n'en  est  que  la  limite. 

5*  Dans  le  second  cas  pour  lequel  lH  on  ^  x^  a^  la  suite 
^'       -*^   •  '  '  '     etc. 


>t      %        ^-        A  a}         fl' 


«*éloigne  de  plus  en  plus  de  la  vraie  valeur  de  —^  car  Les  restes 


x\  x^ 


*:,—•-,  etc. 


a      a' 


vont  toujours  en  augmentant ,  ainsi  que  les  quantités 


Jt-*  x^ 

*  ^  ,  etc, 


{a—x)  >     #•  (<»— ^) 
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qu'il  &ut  joindre  aux  qiuotiens  . 

I 


X 

a 

X 

a 

X 

a 


.-• 


—  -I-  —  -4-  etc 


etc. , 
pour  avoir  cette  vraie  valeur.  La  suite   proposée  n'a  plus  alors  pour 
limite  la  fraction  —  ,  elle  est  seulement  le  résultat    de   la   division 
de  a  par  a  —  x  continuée  indéfiniment  >  ou  en  d'autres   termes  ,  le 

développement  de   — . 

Si  une  question  nous  conduisoit  à  une  série  telle  que 

X .  .     x^    ^     x^     . 

—  -f-  —  -4-  etc- 


nous  serions  en  dro't  d'en  conclure  que  la  fonction  cherchée»  n*esc 
autre  que  '—^oxx  si  nous   découvrions  quelques  propriétés  relatives 

à  une  suite  de  termes  tels  que  i 


X 

a 


-4-  etc.  >  nous  poumons 


affirmer  qu  elle  appartient  à  la  fonction  ^.  Mais  routes  les  fois  flu*il 
s'agira  de  la  valeur  absolue  de  cette  quantité,  nous  ne  saurions  em- 
ployer la  suite  trouvée  par  son  développement ,  qu'en  ayant  égard  au  reste. 
Soit  pour  exemple  a:  ==  i  ^  >  on  a  ûou  cette  suite  > 

I  -^-  2-4-  4  -+-  8  -4-  1 6  -4-  etc. 
qui  ne  sauroit  être  égale  à  —  i ,  valeur  de  la  fraction  ^  dans  ce  cas  , 

parce  que  les  restes  sont  successivement  1  a^  4^,8  a^  etc.  et  que 
les  termes  correctifs  deviennent  —  i ,  —  4 ,  —  8 ,  etc.  si  on  les  em- 
ployé à  leur  rang ,  on  trouve  pour  résultat  —  i  ,  quelque  soit  le  terme 
auquel  on  s'arrcte. 

Si  Ion  avfeit  a:  ^=  tf,  la  fraction  JL  se  changeroit  en  -^7  -=  i; 
cette  expression  ~  qu'on  rppelle  infinie ,  n'est  qu'une  espèce  de  limite 
exclusive.  En  effet,  si  on  conçut  /unité  divisée  par  une  fraction ,  pins 
cette  fn'ction  sera  petite  plus  le  quotient  sera  grnnd,  et  comme  on 
peut  toujours  concevoir  une  fraction  qui  soit  plus  petite  qu'aucune 
quantité  donnée,  il  en  résultera, ^our  le  quotient,  un  nombre  tel 
qu'il  pourra  surpasser  tout  nombre  donné,  sans  que  néanmoins  il  soit 


I. 
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possible  d'arriver  jamais  i   ^.  Telle  est  l'idée  qu'il  faut  se  former  de 
Tinfini  des  Géomètres,  et  sur  laquelle  nous:  reviendrons  bientôt. 

Cela  posé  ,  la  suite ,  i  ^f-  —H-  ~  -4-  —  -f-  etc'. , 

a         à^         a} 

j  a^      en  y  faisant  x  =/ ,  donne    i  -f-  i  -f-  i  -f-  i   -f-  etc.  , 

.résultat  qui,  comme   le    demande  Texpression   ~,  peut  devenir  plus 

grand  qu'aucune  quantité  donnée.  Cependant  à  cause  que  le  diviseur 

.    multiplié  par  le  quotient   doit  reproduire  le  dividende ,    il  paroîtroit 

suivre  delà  que  i  =  o  (i  -f-  i  --(—  i  -|—   i  -4-  etc.)i 

or  le  second    membre    s'anéantit    rigoureusement ,   on   auroît    donc 

I  r=:  o  ;  mais  on  verra  aisément  que  la  difficulté  n'est  qu'opparerite , 

car    les  restes   continuels    étant  toujours  égriux  à   l'unité,    l'équation 

qu'on  doit  avoir  aulieu  de  la  précédente  est  , 

X  r=  o  (  I  -fr-  I  H-  I  -f-  etc.)  Hh  I 
ce  qui  est  exact. 

C.  L'examen  du  développement  de  la  fraction  ^ ^  qui  esc 

a 

X      .      X^  AT'       ,  ' 

*    '  '    etc.  , 


a         a"        a' 


ïious  conduiroit  à  dès  conséquences  analogues  aux  précédentes ,  avec 
cela  de  pî\rticulier ,  que  les  résultats  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
ajputés  ensemble  passent  altenutivement  d'un  côté  et  de  Tautre  de  la 
vraie   valeur.    Si   la    série  est    convergente ,    ce  qui    a    lieu   lorsque 

a:  <  tf ,  on  trouve  des  sommes  alternativement  plus  petites  et  plus 
grandes  que  la  valeur  exacte ,  mais  qui  s'npprochent  de  plus  en  plus 
de  cette  valeur ,  et  qui  peuvent  en  approcher  d'aussi  près  qu'on 
voudra.  En  faisant  comme  ci-dessus  x  =  |,  on  aura 

suite  dont  les  sommes  '  >  r  >  4  »  i  >  ^^*^*  > 

sont  alternativement    plus  grandes    et  plus   petites  que  %y  qui  est  U 

a 
vraie  valeur  de r— 

Lorsque  la  série  est  divergente,  les  résultats  de  l'addition  d'un 
nombre  donné,  des  termes  qui  .la  composent,  sont  alternativement 
positifs  ou  négatifs,  et  par  coiiséqnent  s'éloignent  de  plus  çn  plus  dans 
Ton  et  Taucre  ^ans  de  la  vraiex  valeur  qui  est  positive. 


iNTROnUCTION.  9 

Enfin  le  cas  de  X  =  fl ,  a  cela  de  reoxarquable ,  que  son  développement 

I  —  I  -^  I  —  1  -f-  I  —  I  •+•  etc. 

devient  tantôt  i ,  tantôt  o ,  résultats  qui  s'écartent  également  de  la 
vraie  valeur  ^j  mais  la  considération  des  restes  ou  des  termes  cor- 
rectifs redresse  tout  cela. 

,  Les  séries  qu'on  trou^  en  développant  les  puissances  fractionnaires 
des  quantités  par  l'extraction  des  racines ,  sont  accompagnées  de  restes 
successifs  auxquels  on  peut  appliquer  ce  qui  précède. 

En  général  ^owr  quune  série  quiesf  le  développement  d'une  fonction  finie  ^ 
approche  continuelUment  de  U  vraie  valeur  j  il  faut  que  lès  termes  qui  Ta 
composent  aillent  en  décroissant*  En  effet,  puisqu'en  poussant  la 
férié  aussi  loin  qu'il  est  nécessaire,  on  doit  trouver  un  résultat  dont 
la  différence  avec  la  vraie  valeur,  soit  moindre  qu'aucune  quantité 
donnée,  il  faut  que  les  différences  entre  les  résultats  successifs  deviennent 
de  plus  en  plus  petites ,  ce  qui  ne  sauroit  arriver  i  moins  que  les  termes 
de  cette  série  ne  finissent  par  être  décroîssans. 

Il  est  bon  d'observer  qu'il  y  a  des  séries  dont  la  somme  est  sus- 
ceptible de  croître  indéfiniment ,  quoique  leurs  termes  aillent  toujours 
en  diminuant ,  mais  alors  elles  sont  le  développement  des  fonction* 
infinies  ou  plus  grandes  qu'aucune  quantité  donnée  :  la  suite 

.ï    +r+T  +  i  +  Y,  etc. 

est  de  ce  nombre  >  comme  nous  le  ferons  voir  eu  parlant  des  loga- 
rithmes. 

Les  deux  sortes  de  séries  que  nous  avons  considérées  nous  four- 
nissent deux  genres  da. quantités,  les  unes  susceptibles  d'une  limite, 
finie  ou  déterminée,  les  autres  pouvant  croître  ihdéfiniment.  Nous 
prendrons  delà  occasion  d'exposer  la  vraie  métaphysique  qu'il  faut 
substituer  i  celle  âe  l'infini  employée  assez  fréquemment  dans  les 
mathématiques. 

7.  L'infini ,  regardé  comme  le  dernier  terme  de  la  grandeur  ,  n'est 
lui-même  quune  limite  que  les  quantités  ne  peuvent  jamais  atteindre; 
ridée  qu'on  doit  y  attacher  n'est  qu'une  idée  négative;  car  toute 
quantité  que  je  concevrai,  que  je  ferai,  entrer  dans  un  calcul,  par 
cela  seul  ne  sera  pas  infinie.  La  définition  de  la  quantité  s'oppose 
ipême  i  ce  qu'on  puisse  donner  une  notion  quelconque   de  l'infini, 

:  '  B 


/" 
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Puisque  toute  quantité ,  par  son  essence ,  doit  être  susceptible  d'aug- 
mentation ainsi  que  de  diminution,  il  sembleroit  delà  qu'on  soit  en 
droit  d  en  conclure  que  la  quantité .  ^^t  d'exister  ou  d'être  quantité 
lorsqu'on  la  suppose  parvenue  à  l'infini  j  et  si  on  vouloît  pousser  cette 
discussion  un  peu  loin,  on  tomberoit  dans  des  difficultés  dont  heu* 
reusement  les  vérités  mathématiques  ne  peuvent  recevoir  aucune  at« 
teinte,  lorsqu'on  établit  clairement  les  notions  sur  lesquelles  elles 
reposent. 

Tout  ce  qu'on  démontre  à  l'aide  de  la  considération  de  l'infini  ; 
peut  se  déduire  de  la  notion  que  nous  avons  donnée  plus  haut  du 
mot  limite  et  des  deux  propositions  suivantes  qui  sont  aussi  claires 
qu'incontestables  : 

i°«  Quelque  grande  que  soit  une  quantité '^  on  peut  en  concevoir  une 
autre  qui  la  surpasse  autant  qu*on  voudra» 

x°.  Quelque  petite  que  soit  une  quan  iU^  on  peut  en  concevoir  une 
qui  soit  encore  au-dessous  de  celle-là. 

La  première  se  trouve  au  nombre  des  demandes  qu'EucIide  a  faites 
au  commencement  du  septième  Livre  de  ses  Elémens^  et  la  suite 
naturelle  des  nombres  i ,  i  >  5  ,  4  j  S ,  <>,  etc.  en  ofFre  un  cas  bien 
simple  3  ainsi  que  le  prolongement  indéfini  d'une  ligne  droite  :  la 
seconde  dérive  naturellement  de  la  première  ;  car  pour  les  nombres  , 
par  exemple,  si  on  conçoit  la  suite  des  fractions  f ,  y>  i>  ^tc. ,  rien 
ne  s'oppose  à  ce  qu'on  trouve  dans  cette  suite  des  quantités  aussi  petites 
qu'on  voudra ,  en  donnant  au  dénominateur  une  valeur  convenable  j 
et  comme  en  prenant  pour  unité  une  partie  quelconque  de  l'étendue 
linéaire,  on  peut  en  concevoir  aussi  telle  fraction  qu'on  voudra,  il 
s'en  suit  que  la  proposition  n'est  pas  particulière  aux  nombres.  Nous 
nous  servirons  néanmoins  toujours  du  mot  in^i  pour  désigner  la  hmite 
'  de  l'accroissement  des  grandeurs ,  parce  que  la  signification  de  ce 
mot  étant  bien  convenue  par  ce  qui  vient  d'être  dit,  il  n'y  a  plus 
à  craindre  d'équivoque  ni  d'obscurité  à  cet  égard. 

8.  La  première  conséquence  que  nous  tirons  de  ce  qui  précède,  cest 
que  si  on  a  une  suite  de  tetmei  telle.que  Ax^  -f-  if  jc'^-f-  Cx^'-f-  etc. , 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  x ,  en  commençant  par  la 
plus  haute ,  il  existe  toujours  un  nombre  m  qui ,  mis  i  la  place  de  ^, 
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rend  le  premier  terme  de  cette  formule  plus  gtand  que  tout  le  reste  ^ 
d  une  quantité  telle  qu'on  voudra. 
En  effet  en  écrivant  ainsi  la  formule  proposée, 

^  (^  +  ;;;i=^  4-  ;;^  -^  etc.) 

il  est  clair  qu'on  pourra  prendre  jt,  de  manière   que  les    fractions 

B  C  . 

" 2*  ^ ^^^'    soient  d  une  petitesse  donnée    et  telle   que  leur 

somme   soit  avec    ^4  dans  le  rapport  qu'on  voudra.  Si  m  représente 
la  valeur  de  x  dans  ce  cas,  puisqu'on  aura 

B  C  _ 

etc.  <-^, 


B  C 


on  en  tirera         w*^--— r  +  — —  H-  etc.^  <Amf^i 


mr    '^         m 


ou  ^  Brtfi  -f-  Crn^  -f-  etc.  <^/»\ 

La  différence  entre  le  premier  terme  A  /««  et  les  suivans  étant  mise 
sous  cette  forme, 

on  voit  que  plus  m  sera  grand,  plus  elle  augmentera;  ainsi  rien  n*em- 
pêche  qu'elle  ne  vienne  à  surpasser  une  grandeur  donnée. 

Ce  raisonnement  n'étant  point  limité  par  le  nombre  des  termes  ; 
on  peut  rétendre  à  toute  expression  de  la  forme  A  at*  -K^  x^  4-  etc. 
composée  d'autant  de  termes  qu'on  le  voudra,  et  af^er  qu  on  peut  /r 
toujours  prendre  x  assez  grand  pour  que  le  premier  terme  compose 
à  lui  seul  la  plus  forte  partie  de  la  valeur  de.  cette  expression ,  pourvu 
toutefois  que  chacun  des  coefficîens  AyB  ^  C,  X> ,  etc.  soit  une  quan- 
tité finie.     - 

Les  mêmes  considérations  vont  nous  conduire  a  démontrer  qu'il' 
existe  toujours  une  quantité  assez  petite  pour  qu'en  la  subsituant  au 
lieu  de  X  dans  la  formule  précédente ,  le  terme  où  cette  quantité  x 
k  plus  petit  exposant,  soit  plus  grand  que  le  reste  de  l'eixpressîon. 
rour  cela  nous  la  supposerons  ordonnée  par  rapport  à  Xy  en  com- 
mençant par    le   plus    petit  exposant    de  xette  quantité  ,  i  eç  noiiij 

B  X 
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écrirons  ainsi ,       x  [A  -+'  B  x         ^C  x         -f-  . . . .  J. 

Si  nous  reraplaçons  x  par  une  fraction  dont  le  numérateur  soit  Tunîté, 
et  le  dénominateur  =  /w ,  il  viendra 

or  le  nombre  ;»  pourra  toujours  être  conçu  tel  que  les  fractions 

B  C 

y      — —  .   ••>••) 

tombent  au-dessous  de  ^,  ainsi  que  leur  somme.  Fn  raisonnant  comme 
r  jut  à  l'heure,  nous  dirons  que  dans  toure  expression  de  la  forme 

A  x*   +   5  a:^  +  C  x^  + etc., 

on  peut  toujours  substituer  au  lieu  de  x  ,  une  quantité  assez  petite 
pour  que  le  premier  terme  soit  la  partie  la  plus  considérable  de  la 
valeur  de  cette  fonction. 

9.  On  pourrait  croire  que  le  nombre  m  n'est  ici  que  Tii^fini,  re-* 
présent^  par  un- autre  caractère  que  celui  qui  sert  a  le  clesi2;ner 
ordinairement  en  algèbre;  mais  pour  piouvcr  le  contraire,  nbus  allons 
montrer  comment  on  peut ,  en  général ,  deterniiner  ce  nombrCt 

Pour  cela  nous  remarqueions  d*abord ,  qne  dans  la  progression 
géométrique  i  -+-  \  -^-  ^  -4-  î  Ht-  7^  ,  etc.  qui  a  pour  lanite  le  nombre 
1  (n°  4.),  un  terme  quelconc]ue  esr  égal  à  la  somme -de  tous  ceux 
qui  le  suivent:  par  conséquent,  d«tns  une  série  dont  le  décroisse- 
ment  des.  termes  sera  plus  rapide ,  chacun  d'eux  surpassera  la  somme 
^\  de  ceux  qui  viennent  après  lui  ,  quel  que  s'oit  leur  nombre.  11  suit 
delà  que  toute#  les  fois   qu'on  pourra    trouver    pour  m   une    valeur 

B  C 

qui  rende  chaque  terme  de  l'expression  A   ' 


•  • 


mr  m' 

plus  petit  que  la  moitié  de  celui  qui  le  précède,  alors  le  premier 
terme  surpassera  tous  les  autres  ;  or  c'est  ce  qui  arrive  en  général. 
Nous  nou-  b0tnerons  néanmoins  à  un  cas  particulier,  le  seul  dont 
nous  ayons  b-.soin  dans  la  suite. 

Soit  ^  4-  ^  -f-  I_  -^  _ . , . .  ;  le  cas  le  plus  défavorable  de    la 

m        pi^         m} 

recherche  qiie  nous  nous  proposons,  est  celui  où  les  coeSiciens  A%, 
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SfCf  D^tic.  vont  en  croissant;  supposons  qu*il  ait  lieu,  et  que 
le  rapport  géométrique  de  chacun  de  ces  coefliciens  à  celui  qui  le 

P         O 

précède ,  change  continuellement  j  représentons  par  —  et  ■  V ,  ■  ■»    les 

deux  termes  consécutifs  entre  lesquels  ce  rapport  se  trouve  le  plus 

pliant  les  deux  membres  par  /7î'  +  *,  on  trouvera  Ç  -<Î!J?,  et  en 
divisant  par  i  ,  il  viendra  !-2  <  /w  :  il  faudra  donc  prendre  m  plus 
grand  que  -1^.  On  voit  par-là  que  dans  les  suites  de  la  forme  pro- 
posée ,  on  peut  obtenir  la  valeur  du  nombre  m ,  toutes  les  fois  qut 
le  rapport  de  deux  coefficiens  censée utift  de  cqs  suites,  pris  quelque 
part  que  ce  soit ,  ne  sera  pas  inassignable  ,  c  est«à-dire  plus  grand 
qu'aucune  quantité  donnée. 

Pour  éclaircir   ceci ,   prenons    quelques   exemples  numériques ,   et 
considérons  »  en   premier  Heu ,  la   suite 

z  (10)^      4(10)4      (î(ioy<^       8  (10)  « 


« .-  * 


etc. 


m  /»*  m»  m'^ 

dont  la  loi  est  telle,  que  deux  termes  consécutifs  sont  exprimés  eo 

général  par  — f.   ^ L-,  , il ^ — :  .  \Jn  a  donc  alors 

-^  V      ;  >  ;  le    rapport  de  ces  deux    coefficiens 

eft  (Lil).  (  10)*;  or  il  est  aisé  de   voir   qu'en   prenant    pour  je?  des 

nombres  entiers  positifs,  et  en  faisant  successivement  /?î=?i  ,  =î  2, 
s—  5»  etc.  la  quantité  lij  devient  =:  2,  =3  |-,  tsrj,  etc.  et  que, 

par  conséquenr,  sa    plus    grande  valeur    est  2.    Il   résulte  de-là  que 
200  est  le  plus  grand  rapport   qui    puisse   exister  entre  deux  termes 
.consécutifs  de    la  suite  propos:.^e,  et  qu'en  faisant  /72>4oo,le  pre- 
mier terme  sera  plus  grand  que  tous  les  autres  pris  ensemble. 

Si  on  a  la  suite  i  4-  ll!^L^  ilJ;lil-{-  J. — Lilll  etc. ,  les  termes 

m  m^  .m} 

P     ^^     Q  ^  •      /  I.2.J...(r4-0       1.2. 5. ..(;>+ t)  ^/?4-2) 

on  aura  donc  2^  =  2  (/»+-t  j ,  et  il  faudra  prendre  m^  ^(^p  +A)  % 
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c'est -à  -  (lire  toujours  plus  grand,  à  mesure  qu'on  considérera  des 
termes  plus  éloignés  du  premier;  on  voit  donc  quii   n"est  pas  pos- 

sitle  d'assigner  À  -m ,  une  valeur  finie  qui  satisfisse  à  la  question. 

•  -- 

Si  on  fait  m  =ï  ^,  la  suite  ^+—  + +  — deviendra 


X  m      m^      m} 


ji-^-  Bx  +  Cx^  +  Z?  at'  +  etc. . . .  dans  laquelle  on  peut  toujours  rendre 
le  premier  terme  supérieur  à  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  ^  en 

prenant  -1-  >-  -^  ou  x  ^    — 7=r/  P  ^^  Q   étant  les   deux    termes 

X  P  2   Q 

consécutifs  dont  le  rapport  géométrique  est  U  plus  grande  mais  çepen-* 
dont  assignable  :  restriction  qui  ne  nuira  point  à  l'usage  que  nous 
ferons  de  ia  proposition  actuelle  dans  la  suite.  La  série  que  nous 
considérons  a  tous  ^^%  termes  positifs  ,  mais  il  est  a,isé  de  voir  que 
la  valeur  de  m ,  qui  rend  son  premier  terme  plus  grand  que  tous 
les  autres,  produiroit  à  plus  forte  raison  le  même  effet,  si  elle  en 
avoit  de  négatifs. 

lo.  Il  est  aisé  de  démontrer  de  cette  manière  quune  équation 
£un  degré  impair  a  toujours  au  moins  une  racine  réelle.  En  effet , 
par  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  voit  qu'il  est  toujours  possible  de 
substituer ,  pour  l'inconnue  ,  un  nombre  tel  que  le  premier  terme 
soit  la  partie  la  plus  considérable  de  l'équation  ;  le  signe  du  résultat 
dépendra  donc  uniquement  de  celui  de^  ce  premier  terme.  Or ,  si 
Téquation  est  de  degré  impair,  il  deviendra  négatif  en  meJltfi|tt^/^, 
au  Heu  de  l'inconnue ,  .et  il  restera  positif  en  y  mettant -h /tz;  d'où 
il  suit  que  l'équation  aura  une  racine  réelle  comprise  entre  +  /72  et 
"^  m, puisque  les  résultats  qu'elle  donne,  par  cts  deux  substitutions, 
sont  de  signe  contraire.  Mais  parce  que  toute  équation  se  réduit  à 
son  dernier  rerme  lorsqu'on  met  o  au  lieu  de  l'inconnue,  cette  subs- 
titution dot^era  un  résultat  qui  aura  le  signe  de  ce  dernier  terme; 
par  conséquent ,  s'il  'a  le  signe  + ,  la  racine  sera  comprise  entre  —  m 
et  o,  et  s'il  a  le  signe  —  ,€lle  se  trouvera  entre  +  /tx  et  o. 

Lorsque  l'équation  est  de  degré  pair, son  premier  te?me  ne  change 
pas  de  signe  par  les  substitutions  de  +  ot  et  de  —  /»  ,  au  lieu  de  x  j  mais 
si  son  dernier  terme  est  négatif,  comme  il  est  lui-même  le  résultat 
de  il  substitution  de  o  au  lieu  de  at,  on? a  alors  trois  résultats, 
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savoir 


i'^.\  :i/«.,:, 


le  i*'  de  ligne  +    répondant  zmi 
le  1®   de  signe  —  répondant  à  o  ^ 
le  }*    désigne  +    répondant  à  —  m: 
d'où  il' suit  que  touse  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  estniga^ 
tif^  a  au  moins  det/jc  racines  réelles  ,  tune  positive  et  t autre  négative. 

II.  Quoique  la  quantité  considérée  en  elle-même  puisse  croîue 
ou  décroître  indéfiniment ,  cependant  toute  fonction  n'est  pas  sus- 
ceptible de  parvenir  à  un  degré  quelconque  de  grandeur  >  eu  égard 
aux  quantités  dont  elle  est  composée*  La  fonction  très-simple  .fJL.  est 

telle,  que  quelque  valeur  positive  qu  on  donne  à  x ,  elle  ne  sauroit  deve- 
nir égale  à  a ,  mais  elle  peut  approcher  de  cette  quantité  aussi  près 
qu'on  Je  voudra.  Pour  le  prouver  nous  ferons  la  division  par  rapport 
à  a:  ,  et  nous  aurons  pour  quotient  y 

a 


^   ^ 


X  4-  a 


a* 


la   fraction   -  deviendra   d^autant   plus   petite   que   x  sera  plus 

grand ,  sans  Néanmoins  pouvoir^  jamais  devenir  nulle  j  a  est  donc  la 
limite  de  la  fraccion  JLJL.  (n°  4.) 

La  fonction  que  nous  avons  prise  pour  exemple  n'est  susceptible 
de  limite  que  relativement  aux  accroissemens  de  x  ;  car  si  on  suppo- 
$oit  que  cette  quantité  décrût  jusqu'à  s'évanouir ,  ,LJL  deviendrait  nulle 

en  même  temps ,  et  parce  que  le  zéro  est  la  limite  générale  du  dé- 
croissement ,  on  en  fait  abstraction.  La  fraction  l+i  au  contraire  *  n'a 

a 

point  de  limite  relative  i  l'accroissement  de  Xy  puisqu'elle  augmente 
indéfiniment  lorsque  cette  quantité  augitiente;  mais  tant  que  x  sera 
positif,  quelque  petite  que  soit  sa  valeur,  la  fraction  proposée  ne  sauroit 

devenir  égale   à  -,  die    en   apprbche  cependant   d'aussi  près  qu'on 

a 

voudra  :  voilà  donc ,  par  rapport  au  décroissement ,'  une  limite  autre' 

que  zéro. 

La  fonction  ^f^       ^ ,  réunit  les  deux  espèces   de  limite  que  nous 

a'x  +  i 

venons  de  considérer.  En  cffçt,  si  on  divise  le  numérateur  et  le  dé- 


V 
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nominatetir  de  cette  fraction  par  ;i; ,  on  aura 


X  ' 

tf  +  — 


expression  qui  approche  d'autant  plus  de  -^  que  x  sera  plus  grand 

par  rapport  à  i  et  à  ^',  ainsi  la  limite  de    la  fonction   proposée,  esc 

donc   f-  relativement   aux  accroissemens  que  x  peut  prendre.  Si  on 
a 

suppose  ensuite  que   x  aille  toujours  en   décroissant  ^   et   qu'on  lui 
substitue  -i ,  on  aura 


172 

m 


fonction  dont  la  limite  est  évidemment  ^ 

l> 

Toutes  les  fonctions  n'ont  pas,  comme  la  précédente,  des  limites 
déterminées  \  il  peut  être  utile  quelquefois  de  connoître  celles  qui  en 
sont  susceptibles  ou  non,  et  c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  par  un 
petit  nombre  de  cas. 

ix^Il  est  d'abord  évident  que  toute  fonction  composée  d*une  suite  de. 

termes  tels  que -^  ;c*  + -S  x^  +  C  ;cy  +  etc.  ,  peut  augmenter  in- 
définiment lorsque  la  quantité  x  augmente  de  cette  manière  ;  elle 
peut  aussi  devenir  o  et  passer  ensuite  au  négatif.  Considérons  donc 
^'expression 

Jx"^  j^  B  x^  +  Cxy  +. : 

A'x*   +  B'x^'  +  Cx>f'  -K •^, 

qui  peut,  dans  certains  cas,  avoir  des  limites  déterminées.  On  les 
découvrira  en  donnant  a  cette  fraction  la  forme  que  voici  : 

f  ^   4-   , .   ^    ■>  +    •  •  •  •    1 


et, 
X 


Pour 
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P(Jur  trouver  les  limites  relatives  à  raccroissement  de  x ,  nous  sup- 
>poserons  que  la  suite  du  numérateur  et  celle  du  dénominateur  com- 
mencent par  le  plus  haut  exposant  de  x,  et  nous  distinguerons  trois 
cas: 


•  ^  *' 


CL    =!=  ^ 


•  « 


les  formules  correspondances  seront 


} 


V 


B  C 


JC* 


^*'(A  +  -^ — r  +  -^= +.  .....\ 

.  pour  le  1"  cas; 


■«    +      j a'  +      -'_  ^»  +. .  . 


B  C 


«i 


pour  le  1*  cas. 


j  c 


) 


-^  + 


..   .  pour  le  j*  cas. 


A'         B'  C 

ua    +    — 7— #  4-         /       ,    + 


Il  n'y  a  .que  la  dernière  qui  soit  susceptible  d'une  limite   déterminée 
et  égale  a  ^  j  la  première  peut  augmenter  indcfinimept,  et  la  deuxième 

devenir  aussi  petite  qu'on  le  voudra  :  cela  est  évident  par  Tinspection 
des  formules  et  par  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

1 3 .  Dans  la  recherche  des  limites  relatives  au  décroissement  de  x  i 
nous  supposerons  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  or- 
donnés de  manière  que  les  erposans  aillent  en  croissant,  alors  *  et  a  étant 
les  plus  petits,  la  fonction  proposée  deviendra, 

x^  (^  -h  B^^-^   +  CArV-^*   +...) 
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£n  distînguanc  encore  comme  cl-'dessas  les  cas  dans  lesquels  on  % 


en  verra  que  le  dernier  esc  le  seul  qui  soie  susceptible  d'une  limite 

déterminée ,  parce  que  les  puissances  positives  x^^^  ,  x^""*  ,  etc.  et 
leurs  correspondantes  dans  le  dénominateur ,  devenant  toujours  moin- 
dres à  mesure  que  x  diminue ,  les  quantités  renfisrmées  dans  la  pa*- 
renthèse  tendent  à  se  réduire  à  leur  premier    terme  >  auquel    cas   en 

supposant  *  rss  *  ,  on  a  pour  limite  — -• 

Dans  les  deux  autres  cas  il  reste  une  puissance  positive  de  x  au 
numérateur  ou  au  dénominateur,  comme  facteur  commun,  ce  qui 
fait  que  Tun  ou  l'autre  de  cts  termes  diminue  toujours  en  môme-tems 
que  a;  et  peut  finir  par  s'anéantir ,  d'où  il  résulteroit  pour  la  fraction 
proposée  une  valeur  nulle  ou  plus  grande  qu'aucune  quantité  donnée 

(«"  5).  .    .        ..        . 

Au  reste  nous  ferons  remarquer  qu'on  trouve  la  limite  soit  pour 
l'accroissement  de  x ,  soit  pour  son  décroissement ,  en  réduisant  tout 
de  suite  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  chacun  à 
leur  premier  terme,  qui,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (n®  8),  forme,  dans 
l'un  et  l'autre  c^s ,  la  partie  la  plus  considérable  de  la  valeur  de  ces 
fonctions ,  et  c'est  ainsi  que  nous  en  userons  à  l'avenir, 

1 4.  Les  principes  que  nous  venons  d'employer  sont  suffisâris  pour 
trouver  les  limites  Aqs  quantités  qui  en  sjnt  susceptibles ,  et  nous 
terminerons  cette  digression  par  les  deux  propositions  suivantes  qui 
nous  seront  très-utiles. 

1°.  Deux  grandeurs  ^tii  sont  la  limïcc  £une  mime  fonaion  sont 
égales  entr  elles. 

Car  si  cela  n'étoit  pas,  cts  deux  grandeurs  auroient  une  différence 
et  par  conséquent  la  fonction  proposée  ne  saurait  ..ppiocher  en  même* 
tems  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  grandeurs  do  plas  piè«  qu'uaie 
quantité  donnée,  ce  qui  est  contre  I.1  dériniûoii  des  limites. 

1  .  Lorsque  deux-^rariiLurs  conservent  entr elles  un  rapport  mvarra^ 
hle  ,  ce  rapport  est  celui  de  leurs  limites  i  cela  est  évident  par  soi- 
même. 
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15.  Passons  maintenant  au  développement  des  fonctions  en  «eues,  ^^^  fonctions  ç^ 

et  commençons  par  celui  de  {p  +  x):  Quoiqu'il  se  trouve  dans  presque  ^^^j^^^ 

tous  les  livres  élémentaires  ,  la  manière  dont  on  y  ptrvient  ne  pouvant 

s  appliquer  rigoureusement  qu'au  cas  01172  est  un  nombre  entier  positif,    ^      "  oncaow 

i-r     i  t>  1  .'j'--     algébriques. 

nous  croyons  devoir  le  démontrer  de  nouveau  par  un  procède  qui  ne  soit 

pas  sujet  â  cette  restriction.  D'ailleurs  pour  peu  qu'on  soir  versé  darts 
l'analyse,  on  sait  que  l'expression  de  (;;  +  x)\  due  à  Newton ,  sert  au  dé- 
veloppement de  toutes  les  fonctipns  :  il  est  donc  convenable ,  en  traitant 
ce  sujet ,  de  commencer  par  elle. 

L'inspection  des  premières  puissances  de  (  i  'hx)y  savoir  : 
'  (  I   -f-  a:  )  s=;  I   -+-  X        ' 

(  I  -H  jtr  )^=  I  -f-  1  X  -H  X* 

i  i  -H  X  yz=s  i  ^  )  X  -^  i   x" 

(  I  -4-  a:  )^  =  I  Hh  4  J^  4-  ^  ^* 
etc * 

conduit  a  supposer   en  général 

(  1  +  jc)"  =2  I  4- ^  X  +  B  X*  +  C  jc' +  ZJ  a:^  +  etc. , 
les  coefficiens  A,  B  ^  C ,  D  y    etc.    étant   des  nombres    indépendans 
de  A-,  ensorre  qu'ils  demeurent  les  mêmeç  quelque  valeur  qu'on  donne 
i  cette  quantité.  Mais  on  a  (^  +  ;r )"  =  /?"(  i  +-)''i  mettant  donc  dans 

la  série  proposée  '  au  lieu  de  a;»  on  aura 

(/7+a:)«=/^Yi  +^f:  +  5£  +  (7l'  4-Z) -+  etc.  V 

et  en  effectuant  la  multiplication  par  /^",  il  viendra  (i) 

{p4'xy=:p''  +  Ap^'x4'Bf"^x^'¥Cp''-^  x'  +  D/'^ *♦+  etc.: 
équation  qui  doit  se  vérifier  indépendamment  d'aucune  valeur    parti- 
culière de  /?  et  de  AT,  lorsque  les  coefficiens  ^  ,£ ,  C,  /?,  etc.  seront 
détermines  convenablement  (*). 

(*y  Lorsqu'on  dit  que  cette  équatioD  doit  avoir  lieu  indépendamment  d*aucune 
vateur  particulière  de  ;?  et  de  « ,  on  entend  pai>là  que  tous  ses  termes  doivent  se 
détruire  entr'eux,  de  manière  qu'il  n'en  résulte  aucune  détermination  pour  ces  quan- 
tités. Si  par  exemple  on  avoit  (p*+  xy  ««;^*  +  ip*+  x*  ;  il  est  clair  qu'en  dé- 
veloppant le  premier  membre,  il  se  crouveroit  composé  des  mêmes  termes  que  le 
second ,  et  par  conséquent  l'équation  seroit  satisfaite ,  quelque  soient  p  et  x.  H  n'en 
$er>it  jîas  ainsi-  de  Téquation  ^«  +  jc*  =  2  p  ;c  ^  qui  ne  sauroit  exister  pour  toutes 
sortes  de  -valeurs  de  p  et  de  x  5  il  faut  nécessairement  que  l'une  de  ces  quantités 

c  1 
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•  Supposons  maintenant  que  ;c  se  change  en  :f.+  i/,  il  faudra  qu*oii 
ait  alors  (2) 

ip-^x^  u)  ^ssip^'+^p""  {x+u)  +  Bp'^'^x+uy  +Cp''^  (A:+i^)'+  Z?/?"-^(A-+//y  +  etc.. 

Mais  on  peut  encore  présenter  cette  équation  sous  une  autre  forme ,' 
en  posant /7  +  Jt:  =  7}  alors  {p  -^x  4-  u)'  deviendra  (?  +  «)",  et  eu 
substituant  q  k  p  qi  u  i  x  dans  l'équation  (i),  il  en  résultera  (5)—« 

Les  seconds  membres  des  équations  (  2  )  et  (  5  ) ,  n'étant  que  les 
expressions  d'une  même  quantité  mise  sous  deux  formes  différentes , 
on  peut  les  égaler,  ce  qui  donnera 

-4-  etc.  J      ^     -+-  etc. 

mais  pour  comparer  entr'eux  les  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion, il  faut  développer  dans  le  premier  hs  puissances  de  (:c^+//) 
qui  s'y  trouvent  :  or  en  imitant  l'équation  (i),  on  verra  qu'on  peut 
supposer, 


X  — f-   u  feï  x  -4-  a'  u 


{x  -f7  «y  =  A.*'-+-  a'  X  u  Hf-  h     ïi' 
{x  ^\-*iiy  ^=ix^  -\-  a"  x^  u-{^  B"'  X  u^  -^  c"'  u^ 
(a;-h;/y  =  A:^H-û"^    X^  u -^ />'''  x^  u"" -^  c'""  x  u^ '^  d'^  u^ 
etc. , 
les  lettres  ayiyC,  d  etc.  désignant  des  nombres  indépendans  de  x  et  de  Uj 
er  l'accent  qui  les  affecte,  marquant  à  quelle  puissance  elles  appar- 
tiennent. En  substituant  ct^  valeurs  et  en  ordonnant  de  manière,  que 
tous  les  termes  afTectcs  d'une  même  puissance  de   u  se  trouvent  dans 

soit  tlëterminée  par  l'autre.  La  première  ecjjation  est  du  genre  de  celles  qu'on  ap- 
pelle identiques.  On  voit  donc  que  toute  cqnarion  identique  n'établit  aucune  rela- 
tion entre  les  quanticts  qu'elle  renferme  s  elle  prouve  seulement  qifune  certauie  con- 
dition esc  remplie,  ou  qu'une  vérité  a  lieu.  Qua:d  on  se  propose  'de  résoudre  un 
problême  et  qu'or»  a  rrcuvé  l't.'quation  qui  doit  en  donner  la  îolution,  cette  équation 
n'est  pas  ideicijue;  mais  si  par  un  presscntlmt-n:  particulier,  ou  par  des  considt- 
rations  étrangères,  on'avci:  deviné  l'exprescion  v^es  quantités  incottttu^s  et  qu  on  la 
Bubsicuât  dans  l'équation  proposée,  alors  clic  dtvRi.droi:  identique  :  d  ou  il  suit 
que  lorsqu'on  énonce  un  théorème  et  qu'on  le  prouve  ensuite  par  le  calcul  ,  on 
n'employé  implicitaiicuc  que  des  équauons  identiques  j  on  peut  donc  faire  d© 
ÏX  «^'■'^rLèse  en  a)i;cb:e» 
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une  même  colonne  verticale ,  nous  aurons  (4)  : 


+  5/>"*  a"  X 


r 

+  Bp-^x^  14-  C  p"-^  a 
+  C  p 


X 


•  3 


x-^    +  Dp»-**'"  x' 


4-  Dp-^^x* 


\ 


4-  etc. 


etc. 


4.  Bp':'y' 

4-  C;>^^"'a: 
7^  4-  Dp'-^b'^  A-' 

etc. 


4-  Dp**^' 


tfi 


W 


€tC. 


etc. 


u 


Puisque  la  valeur  de  x  doit  rester  indéterminée  dans  l'équation  (i), 
il  est  aisé  de  voir  qu'il  faut  en  dire  autant  de  x  et  de  2/  dans  1  equà- 
lion  (4)  qui  n'est  qu'une  suite  de  la  première  j  or  une  telle  condition 
ne  peut  être  remplie  à  moins  que  l'équation  (4)  ne.  devienne  iden- 
tique indépendamment  de  «  ;  c'est-à-dire,  à  moins  que  les  quantités, 
qui  multiplient  la  même  puissance  de  ir Mans  l'un  et  Vautre  membre, 
ne  se  détruisent  mutuellement. 

En  comparant  d'abord  la  première  colonne  de  chaque  membre  , 
on  trouve  p''  +  A  p""''  x -^  B  />"*  x*  +  C/"' a:'  -^Dp""^  x^  +  etc.  =/,  ré- 
aaltat  identique  par  Thypothèse  même,  puisque  ^"  =  (/;+  x)". 

Passant  à  la  seconde  colonne  on  trouve  : 
u4p'^'  a  +  2?/*  a'  x  +  C/;**  a''  x"  +  /?/.-♦  oT  x'  4-  etc.  •—  ^^'-% 
équation    qii    nous  suffira  pour  déterminer  les  cotfïîciens  J^B^C^Dy 

etc.  En  effet ,  y""*  ss=r  Z  := 

? 

son  expiession ,  on  aura,  en  chassant  le  dénominateur, 

(  Ap^'  a   +  Bp'^^  a*  x  +  C;>-'  a"  x\  +  0/»«-+  a'^:c'  +  etc.  )  (/^  +  Jt*  J 

'^z  Ap'-^A^  f-'  a;  +  //  /?  /»-;:;;  .v*  +  ^  C/i"-»  .v'  ^-AD /7«-^  A,-^,  etc. 

et  en  effectuant  la  multiplication  indiquée , 

•^Ap^-'a'  3  '  '^Bp'^-^a'  S       +  Cp'^-W'S 
=  -^ /?'  +       ^* ;>'^-  jt  +        >^  0/-*  ;»:'  +  ^  C/-^        ,x^  etc. 

Dans  tous  ces  cal/uls  il  ne  faut  pns  perdre  de  vue  que  A^B^  C, 

'  Z>,ctc.  suiit  ûts  nombres,  dans  lesquels  ni  ^,  ni  a,,  ni -iz  ne  savroient 

entrer;  on.  doit  donc  traiter  cette  é^juation  comme  la  précéclence,  et 

en  comparant   les    co^^fficicns  de  chaque  puissance  de  at,  dans  l'un 


^^       ^~, -mettant  au  lieu  de  [p-^xY^ 
p-^x 


etc, 


u^  etc. 


Z?/'*    u^  etc. 


/ 
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et  laiitre  membre  ,  on  trouvera  : 

A^Aa'  \        ^  j  A  ^=^  Aa 

s=s    B  a    +  Aa     Ê  lo:=  ^ — — i 


A 


AB=s    Ca"'  +  B  a"  }  *^'°'^  °"  ^'^^  \    C  =s  ËJ^'^-±â 


■AC:=i  DoT  +Ca"\  f     n  —  ^(^-'*     ) 


/// 


il 


etc.  etc. 

La  manière  dont  se  forment  ces  équations  est  assez  évidente  pour 
qu'on  puisse  les  pousser  aussi  loin  qu'on  voudra}  et  on  voit  aisément 
que  si  P^"-'"jc'"  et  Q^"""""  x"""^'  représentent  deux  termes  con- 
sécutifs du  dévcloppeinent  de  {p  +  x)' y  on  aura 

^P=rQa'"-("^+/'tf'"-^*»',cequîdonneÇ=/'  {  ^~f[l^ 

expression  dans  laquelle  m  ne  désigne  pas  une  puissance  de  a,  mais 
le  nombre  des  accens  que  doit  porter  cette  lettre. 

Nous  remarquerons  que  les  cocfficiens  ^,  C,  Z>,  etc.  seroient  tous 
déterminés  si  on  connoissoit  a  ^à"  y  a"  ^   etc.  -^;mais  ces  derniers 
ne  sont  antre  chose   que  les    coefficiens   du   second  ternie  dans    les 
puissances  du  binôme,  qui  ont  pour  exposant  les  nombres  i,  i,  j 
etc.  ,   n. 

Il  suit  delà  que  du  second  terhie  du  développement  de  (/>4-A:)*on 
peut  déduire  tous  les  autres}  car  A  étant  le  coefficient  de  ce  second 
terme,  on  en  doit  tirer  comme  des  cas  particuliers,  ceux  des  seconds 
termes  de  i^p  +  x  )  ,  (/7.+  ;c  )* ,  (/^  +  a:  )' ,   etc. 

\6.  On  sait  déjà  que  les  seconds  termes  de  ces  premières  puissan- 
ces sont  AT ,  ipxyip^Xy  etc.  ;  il  paroit  naturel  d'en  conclure  par 
analogie ,  que  celui  de  (/7  +  Ar)"sera  npx^'^^*  U  ne  nous  reste  donc 
qu'à  vérifier  cette  assertion  ,  ponr  être  en  état  d'assigner  tous  les 
coefficiens  du  développemenf  cherché. 

Pour  cela  nous  observerons  que  (  i  +  ;f  )"+'  =  (  i  +  a:)"  (  i  +  x  ) , 
et  que  par  conséquent  (  i  +;t)''+»  =(i+-^x+iBx*+  etc.  )  (i  +  a)  • 

en   tirera    (i+x)"  +  '  =   x^'^X  x'^^  l  at*  +  etc.  , 

+  1    J       J^A  J 

résultat  qui  nous  apprend  que   le   coefficient  du  second   terme  de 


on 
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(  1  +  Jf)*  étant  A  y  cdui  de  (  i  +  xY^^  est  ^  +  1 5  et  que  par  con- 
séquent, lorsq  île  l*exposânt  augmente  d'une  unité,  ce  coefficient  s'ac- 
croit  aussi  d'une  unité  ;  mais  sa  valeur  est  i  pour  la  première  puissance, 
(  I  4-  AT  )  -,  elle  sera  donc  i  pour  le  quarré ,  }  pour  le  cube ,  et  en  gé- 
néral 72,  pour  la  puissance  «'**""• 

Le  raisonnement  précédent  ne  s'applique  qu'au  cas   où  n  est  un 
nombre  entier  positif}  mais  supposons  qu'on  ait 

n 

(i+x)»  =5i+-^A-4-5;c*  +  etc. , 
si    on    élève  les  deux   membres  de  cette  équation  i  la  puissance;??; 

après  avoir  fait  pour  abréjjer  A  x  +  B  x^  -h  etc.  ==  Af  ;t: ,  on  aura 

(  I  +  :c )"  :=  (  I  +  M x^.  Or  comme  il  n'est  question  que  de  trouver 
le  second  terme,  il -faudra  s'arrêter  à  ce  rerme  dans  le  développe- 
ment, et  a  cause  que  m  et  n  sont  supposés  des  nombres  entiers,  on 
aura^i  +  n  x  s=r  i  +./«  Af  jc  ;  remettant  au  lieu  de  M  x  ^sz  valeur  , 
en  se  bornant  au  terme  affecté  de  la  première  puissance  de  ;c,  il 
viendra  n  x  x=^m  A  x\  par  conséquent  A 

Soit  enfin   (  i  +  x  )  -  ==  i  -^  A'  x  -h  B^  x^ -h  etc. ......: 

on  sait  qut  (  i  4-4r)  «  s=s  ; — ; — r  Z.  et  que  par  conséquent...; 

(  î  +  X  )  "*  ** 

(i+a:)«  (i+x)«85=s  ij  faisant  comme  ci-dessus  (  i  +  a-  )  «  ; 
s=  î  -i-  A  X  -h  B  X*  -h  etc.  on  aura ,  en  multipliant  ce  développement 
par  le  précédent,  et  en  réduisant, 

jf  y  X  -^  A  A'  y^  X*  ^  etc.  rsss   o 


a 
m 


B 

or  cette  équation  doit  avoir  lieu  quelque  soit  x  ,   il  faut  donc  que 

J^  4-  ^'  î=3  o  . 
fi  -f-  ^^'  H-  iB'-s-  o 

etc. 
^    .  •  .   .  

Mais  comme  nous  n'avons  besoin  que  du  coefficient^',  nous  ne 
nous  occuperons  que  de  la  première  de  ces  équations,  et  nous  en 
tirerons  A^  tss  —  A  y   ou  bien,  en  mettant  pour  A  sa  valeur  ^ 


•      • 


^'    B=    —  ^. 

m 

En    rapprochant   ces    résultats   on  verra    que  les    deux   premiers 


\ 


y 


a4 


termes  de 


m 

f 

— n 


sont 


I     +    1    AT 

m 
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(    I   +  a:  )' 

(  I  +  A-  y»»  ri  — :::.  xr 

On  peut  donc  affirmer  que  fue/  que  soit  le  nombre  représcmi  par 
n  5  pourvu  quil  soit  rationnel ,  hs  deux  premiers  termes  de  [i  +  x  )** 
seront  i  +  n  x.  Nous  ferons  voir  dans  la  suite  que  quand  même  Tex- 
posanc  n  seroic  irrationnel  et  même  imaginaire  »  la  pioposicion  précé- 
dente seroit  toujours  vraie. 


17.  Reprenons  les  équations  A 

B 


A  a' 

AiA-^a) 


tt 


B  {A  — a") 


/// 


C{A—a"') 


.tr 


• 


en  y  faisant  a' 
donneront  A  s 


•/ 


\l  y  a    s=:2.>  a 

n 


etc. 


It  a''es4.....  Atsxn  \  elle< 


B«^fc=0=«<2=:L) 


^ 


z? 


(a— 0  (g— A^  («— 0 

71     I  11         t      I        ■!!     I    I  111  ■ 

*  î  4 


(n — to) 

/TZ  -|.  I 


etc. 


L'expression  de  Ç  contient  la  loi  générale  des  coefficiens,et  fait  voir 
comment  chacun  d'eux  $e  déduit  de  celui  qui  le  précède. 

En 


y 


Introduction.  %% 

En  substituant  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver ,  on  aura 

(n — 0    1        (n — 0  (j^ — ^)     1 

I  +  «  X  +  72  i i  x*+n  i Ll f   *' 

^  *       •       î 

(i  +:c)-  =/  .         .   ,  _^^   ,  _  . 

i    +  «  ^,       ^  ^ L-i^ U  x^  +  etc. 

^      •      5      •      4 

et  si  cette  formule  étoit  continuée  jusqu'au  terme  où  l'exposant  de  X 

est  m  y  on  trouveroîc  pour  ce  terme 

72  (p — I  )  (/z — i). .....  (/2 — /;z  +  i) 
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Comme  cette  expression  n'a, par  elle-même,  aucune  valeur  particulière, 
à  moins  qu'on  ne  substitue  à  tti'uu  certain  nombre,  elle  est  propre 
i  représenter  chacun  des  termes  de  la  formule  en  donnant  à  772  des 
valeurs  convenables;  c'est  pour  cette  raison  qu'on  la  désigne  sous  le 
nom  de  urme  général  de  la  puissance  72  du  binôme. 

La  série  que  nous  venons  de  trouver  pour  le  développement  de 
cette  puissance ,  ne  peut  se  terminer  à  moins  que  72  ne  soit  un  nom- 
bre entier  positif;  car  il  faut ,  pour  que  cela  arrive  ,  que  dans  la  suite 

des  facteurs  72',  72 — i  ,  72 — 1,  72 — j etc.,  il   s*en  trouve   un  qui 

soit  égal  i  zéro,  ce  qui  ne  sauroit  avoir  lieu  si  72  étoit  négatif  ou  frac^^ 
tionnaire. 

18.  Nous  n'avons  employé  pour  trouver  les  coefEciens  ^,5,(7,2?,  etc.' 
que  les  termes  afiêccés  de  la  première  puissance  de  u  dans  l'équation  (4)  ; 
mais  cependant  nous  serions  en  droit  d'en  conclure  que  les  autres  sont 
identiques  dans  chaque  membre;  car  si  cela  n'étoit  pas,  il  en  résul- 
ceroît  de  nouvelles  équations  auxquelles  il  seroit  impossible  de  satis* 
faire,  puisque  les  quantités  ^,  B^CyD  etc.  sont  déjà  déterminées, 
fit  par  conséquent  il  ne  seroit  pas  vrai  de  dire  qu'on  peut  représenter 
le  développement  de  (1  +  x)%  par  une  série  i  ^jix*  ^  Bx^ +  C  x^  etc., 
qui  convienne  à  toutes  les  valeurs  de  x. 

Quoique  ces  raisonnemens  paroissent  prouver  d'une  manière  suffi- 
sante la  légitimité  du  développement  que  nous  avons  obtenu,'  cepen- 
dant pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  je  vais  montrer  que  les  autres  termes 
de  Téquation  (4)  se  détruisent  mutuellement. 

Pour  cela,  je  reprendrai  l'expression, 

y  +  ^/>-'  Çx4'u)'^B/"'(x  +  uy  +  C/»"-5  (*  +  «')'  +  Dp'^ (x+uyctc, 
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dont  le  développement  compose  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, et  j'observerai  qu'on  peut  effectuer  ce  développement  à  laide 
de  ce  qui  précède,  puisque  les  coefficiens  A^  B^C^  D  etc.  sont  dé- 
terminés. Je  vais  donc  chercher  par  quelle  quantité  une  puissance  quel- 
conque de  Uy  uT  par  exemple ,  seroit  multipliée.  Il  est  aisé  de  voir 
qu'on  nesauroit  rencontrer  «"•  avant  le  terme  affecté  de  (:r +  «)'",  mais 
qu'à  partir  de  celui-U  on  le  trouve  dans  tous,  en  sorte  que  si  on  dé- 
veloppe les  puissances  {x  +iiy ,  {x  +  uy^  +  '  etc.  en  commençant  par 
u  au  lieu,  de  commencer  par  x ,  ce  qui  tsi  indiffèrent,  «"•  sera  au 
premier  terme  dans  la  première ,  au  second  terme  dans  la  seconde  et 
ainsi^e  suite. 
^  Supposons  donc  qu'on  ait  dans  la  série  proposée  les  termes  suivans  p 

PfT^  (x  +  »)-  +  Ç;?"-'-'  (x  +  uY^  -h  A/>-"*  (x  +  «V'+'  +  Sp"""^  {x  +  «)"^î  +  etc. 

u  en  résultera  pour  le  coefficient  de  «" , 

mais  d'après  la  loi  que  nous  avons  trouvée  relaiivement  aux  coefficient 
du  développement  de  (p  +  *)",  on  doit  avoir 

^  m  +  i  (iw+ i)     (/7Ï+ i) 

(/ï—  m — 1^  •  ^_^  (/2 — m)  (n — m  +  i)  (n — w— -i)  p 

/w  +  3  ~"(/7i+i)     (/w+i)        (/»+j) 

etc. . 

en  substituant  ces  valeurs  et  faisant  les  réductions  qui  s'offrent  d'ellei* 
mêmes,  on  trouvera  ^ 

t  2  1       .      3        .  '  A 

Il  est  aisé  de  reconnoître  que  la  quantité  renfermée  dans  la  parenthèse 
n'est  autre  chose  que  le  développement  de  (p  +  Jt)*"*.  Le  coefficient  de 
»"  sera  donc  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (4)  y.P  (^pA-  a)""*  > 
mais  dans  le  second ,  il  sezx  évidemment  P^"*=  P  Q?  +  jr)""'>  l'iden- 
tité est  donc  prouvée. 

Quelque  longs  que    paroîssent  les  calculs  précédens ,  ils    méritent 
néanmoins  une  attention  particulière  ,  parce  qu'ils  ne  sont  fondés  que 
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fur  des  principes  de  la  plus  grande  rigueur  ,  et  qu*lls  conduisent , 
comme  on  le  verra  bientôt,  à  un  grand  nombre  de  résultats  aussi  utiles 
quelégans. 

19  11  est  facile  de  déduire  du  développement  de  la  puissance  h 
du  binôme,  celui  de  la  même  puissance  du  polynôme  quelconque 
^u  +*  +  c+J  +  tf  etc.).  Pour  y  parvenir  d'une  Manière  commoiie  , 
noiîs  représenterons ,  pour  abréger,  Je  développement  de  (a  +  A)*  par 
ar  -k-AoT''  i-hB  oT^P-h  Ca"^  t^  +  etc.  ^ 

Si  maintenant  on  suppose  que  b  se  change  en  i-^Cj  le  binôme 
(jA-^lf)  deviendra  le  trinôme  {a  -¥  b  -¥  c)\  et  il  faudra  écrire  dans  le 
développement  précédent  (^  4-c)j  (^  +  c)*,  {b  +  c)'  etc.  au  lieu  de 
b  >  b\  b^  etc.  :  on  trouvera  par  ces  substitutions , 

b 


éf  Hh  ^fl""' 


Ca-ï 


etc. 


résultat  qu*il   est  facile   de  continuer  aussi  loin  qu*on    voudra.    Soû 
àonc   Na!'"^  ^"',  le  terme  général  de  (tf  +  ^/i    il   se   changera  en 
If  ûT"'  (b  +  cy\  et  faisant 
{b  +  cy'  :a  *•'  4.  ^  V -»  e  4.  B'  ^- '-'  ^*  +C'  ^•'->  ^  +  ...+iV'*''-"  ^'  4-  etc. , 

-+-  B'  b"'"  c* 
a  devîendnt  NaT^'^  :-4-.  C  ^-'^^  c' 


etc. 


En  considérant  avec  attention  ce  développement,  on  remarque 
bientôt  que  dans  chacun  des  termes  qui  le  composent,  la  somme  des 
cxposans  des  lettres  a^  b  j  <r  etc.  est  constamment  égale  à  /z ,  mais 
qu*ils  ont  d'ailleurs,  chacun  en  particulier,  toutes  les* valeurs  qui  peu- 
vent satisfaire  à  cette  condition: de  plus  on  voit  que  \t  terme  général'^ 
c^est-à-dire  celui  qui  ne  renferme. que  des  exposans  indéterminés,  a 
pour  expression  N  N'  ^--*>  •'•-•' V  • 

D  % 
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Supposons  encore  que  e  se  change  en  (c  +  d)  et  qu'on  ait 
(c-{-d)'' =*""  +A"d''-'J+B"  c»"-^+CV"-î  <r'+...+A7"V"-' V"  etc. 
en  substituant  ce  développement  au  lieu  de  «*'  dans  le  résultat  pré- 
cédent, on  trouvera  que  le  terme  générai  du  ^uaJrinome  {a4-i+c  +  d)* 
sera  N N'  N"  a""'  i"'""  c""-'"  Jr'\ 

Il  est  facile  de.  continuer  ce  procédé  ,  et  on  voit  déjà  que 
^"'  </•'" "'"V""  étant  le  terme  général  du  binôme  (</+*)•'",  celui 
du  quintinomc  {a-^b-^c-^  d-^- ey  sera 

N  N'  JV"  N'"  tf"-"'  ^"'•""  r*»"-»"'   i/^"'-"""  <?«"". 
II  ne  reste  plus,  pour  avoir  chacun    de  cts  termes   généraux,    qui 
substituer    au    lieu   àc%   coefficiens   N  ^    N\  N" y   N'"   etc.    leurs 
valeurs. 

Puisque  N  est  le  coefficient  du  terme  a""^  i"'  dans  le  développement 

.e  (a  +  >)%  on  a        Jv  = 1 ^ ^ L  Si  on  ajoute 

1.2 n 

dans  le  numérateur  et  dans  le  dénominateur,  tous  les  facteurs  comprk 

entre  i    et  n — n    inclusivement,  la  valeur  de   cette    expression   ne 

changera  pas ,  et  on  aura  alors     N  t=  J — *''/*' ^- 

I.  z. .  ••  72  X  !•  2..  .../z  —  n. 

On    déduira  N'  de  N  en  changeant  n   en  «'    et  n^   en  /»''; 
il  viendra  donc     N^     =  -J — //  '  *"."";   ^ ^     ^ 

I.Z....72       Xl*2.«.«/Z  ""^H 

on  aura  de  même  :  A/"'  ssa   ' ,V/*' r, 777* 

^      — Tz ^-m ^^     . 

I.  !.•• .  n    X  A- ^«  •••^     — ^ 

En  faisant  le  produit  N  N^  N''  N"\  avec  l'attention  d'effacer 
tous  les  fil  cteurs  communs  à  la  fois  au  numérateur  et  au  dénominateur, 
on  trouvera  : 

iJ  N'  N"  N"'t-^'  ^*  ^ >  ;  «  >  > .  .  n 

i.a... (« — »)xi»i— (/i — 72  )xi-i««(«  — «    )x  !•*•••(»    -^»  JXi.Im. 


/     u     —  w 

Y  «'    —  n 
Mit  fait   pour   abréger 
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tn  ajoutant  cqs  équations  ,  il  viendra  /?-+-f-4-r-HJ*H/=s»a,  et 
l'on  aura  ,    pour  le  terme   général  du  quinànomc 

1.  i.,,p  X  !•  i«M  y  X  !•  i—  rx  !•  i— J  X  !•  i—  ^ 

delà  il  est  facile  de  déduire  celui  du  polynôme  quelconque. 

Avec  le  terme  général  on  formera  le  développement  cherché ,  en 
observant  qu'il  doit  contenir  toutes  les  puissances ,  depuis  p  jusqu'à  n 
inclusivement,  de  chacune  des  lettres  a^  hy  Cy  dy  e y  etc.  et  que  la 
somme  des  exposans,  dans  quelque  terme  que  ce  soir,  doit  toujours 
être  éf^ale  à  n.  Quant  au  coefficient  numérique,  la  formule  précédente 
fait  voir  comment  on  le  déduit  des  exposans  du  terme  qu'il  affecte. 

Pour  donner  un  exemple,  nous  prendrons  (  ^ -f-^  H-r-H^)^:  en 
ordonnant  le  développement  de  cette  puissance  par  rapport  à  une 
même  lettre  ,  supposons  que  ce  soit  a ,  on  fi'aura  plus  qu'à  chercher 
tons  les  termes  qui  doivent  contenir  chaque  puissance  de  a,  et  la 
manière  dont  nous  formerons  ceux  qui  sont  affectés  de  tf*,fera  voir 
comment  il  faudroic  s'y  prendre  pour  toute  autre  puissance. 
,    Nous  écrirons  a^  P  tC  c'         «*  </î 


a* 


•  \ 


b^  d  (te  d^ 


'     (t  b  c  d 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  former  les  coe/ficîens ,  parce  qu'il 
n'y  a  aucune  difficulté. à  cet  égard,  en  se  rapellant  que  toute  lettre 
qui   ne  porre  pas  d'exposant ,  est  censée  avoir  l'unité. 

Si  n  étoit  un  nombre  fractionnaire  ou  négatif,  la  condition  exprimée 
par  l'équation  /?-4-y-+-r-htf-f-r-+-....  =  n ,  pourroit  paroitre 
difficile  à  remplir j  mais  on  évitera  cet  inconvénient,  en  donnant 
au  polynôme  tf-+-^H-c-h^-+-^»  ^^^*  ^^  forme  d'un  binôme 
(a  -+-  xY y  dans  le  développement  duquel  on  substituera ,  au  lieu  des 
puissances  de  x  qui  seront  nécessairement  positives  et  entières ,  celle» 
du   polynôme  *H-tf-+-^-t-tf-+-  etc. 

zo.  On  ponrroic  faire  usage  des  formules  précédentes  pour  déve- 
lopper (^a^bx-^cx^'-^d  .r'  -+-  ...  )'  suivant  les  puissances  de  at  ^ 
niais  on  peut  y  parvenir. d'une^ manière  plus  simple,  airisi  qu'on  va  le 


\ 
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-  Supposons  maintenant  que  ;r  se  change  en  ;c.+  «,  il  faudra  qu*on 
ait  alors  (i) 

(/  +  AT  +  /.)  =/7"+^/7-»  [x^u)  +  Bp*-'(x.huy  +Cp'"^  {x-huy^  D />"-* [xJfuf^  etc.. 

Mais  on  peut  encore  présenter  cette  équation  sous  une  autre  forme  i 
en  posant /?  +  ;*:  =  ^ ;  alors  (;;  +  a:  +  w)"  deviendra  (^  +  «)",  et  en 
substituant  f  sl  p  et  u  à  x  dans  l'équation  (i),  il  en  résultera  (}).••• 
(jT +/^)*  =  y"  +  ^/'^  tt  +  5  /-*  tt*  +  C^"'^  tt'  +  2?  y""*  «+  +  etc. 
Les  seconds  membres  des  équations  (  i  )  et  (  j  ) ,  n*étant  que  les 
expressions  d'une  même  quantité  mise  sous  deux  formes  différentes , 
on  peut  les  égaler,  ce  qui  donnera 

4-  Cp''''lx'^uy'-i-l>p''-^{x-i^uY>:==}     '+-Cf^u'-^Df'^u^ 
-+-  etc.  j      ^     -+•  etc. 

mais  pour  comparer  entr'eux  les  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion ,  il  faut  développer  dans  le  premier  les  puissances  de  (x^+i/) 
qui  s'y  trouvent  :  or  en  imitant  l'équation  (i),  on  verra  qu'on  peut 
supposer, 

X  -+-  «  '^ 

{x  -f-  uy  r= 

(x  -f-  uy  =  x^  -4-  a'''  X*  u  -[-  b'"  X  z/*  -f-  c'"  «" 
(ar  4- ?// =s  a;^  4- iz"^   x'^u-^b'''  x"  u" -^  c'''  x  tf  ' -f- i''' «^ 
etc. , 
les  lettres  a^b^c^  i  etc.  désignant  des  nombres  indépendans  de  x  et  de  Uy 
er  l'accent  qui  les  affecte,  marquant  i  quelle  puissance  elles  appar- 
tiennent.  En  substituant  ze^  valeurs  et  en  ordonnant  de  manière,  que 
tous  les  termes  afTectés  d'une  même  puissance  de   u  se  troiivent  dans 

soit  déterminée  par  Tautre.  La  première  éc]u.^tion  est  du  genre  de  celles  qu'on  ap- 
pelle iJenùques,  On  voit  donc  que  toute  équation  idtrci^ue  n'établit  aucune  rela- 
tion entre  les  quanti:és  qu'elle  renferme  s  elle  prouve  seulement  qu'une  certame  coa- 
ëition  esc  remplie,  ou  qu'une  vtiité  a  lieu.  Qua  .d  on  se  propose  de  rtsoudrc  un 
problême  et  qu'oji  a  trouvé  l't'quation  qui  doit  en  donner  k  folution,  cette  équarion 
n'est  pas  ideiti-.juej  mais  si  par  un  presftncimtTiu  particulier,  ou  par  des  considé- 
rations étrangères  ,  on~avcit  deviné  rexprei,sion  dos  quantités  inconnues  et  qu'on  la 
subsicuât  dans  l'équation  proposée,  alors  die  deviciidroic  identique  :  d'où  il  suit 
que  lorsqu'on  énonce  un  théorème  et  qu'on  le  piouve  tnsuite  par  le  calcul  ,  on 
n^cmploye  implicitement  que  des-  éqi.acions  identiques  j  on  peut  donc  faire  d© 
h,  «j^-^^rLèse  en  aJîièbze» 


X 

*-4- tf'  u 

r 

x^ 

-J— a     X  u- 

\-b" 

u" 

X^ 

■4-  a      x^  u 

-^i 

fff 

xu" 

% 


r 


r 


tout  de  suite 
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tffe^tës  de  u*  et   des  puissances  supérieuies  t  il  viendra  donc,  pour 
résultat  final  p*  ^-  np"^^  (  b  -f;*  x  c  x  -^-  $  dx*  i-+-  ••••  )  i^.     ^ 
Passons  maintenant  au  second  membre  de  Téquation  (  i  )  :  il  donn^ 

J  -h  B  X  ^  Cx"  -h  Z)  a:'  ^  Ex^  ^  etc. 
-4-  (^    ^iCx-h  }2>Jt'-+-4i:x'-H  etc.)//. 
La   première  ligne  n'est   autre  chose  que  la  valeur  supposée   pour 
(  a  -H  b  x^  c  x^  '•^•. .  .*)"  ou  />"  j  on  aura  donc  ,  en  comparant  k& 
cocfficiens  de  u  y 
np'^'  (^+z  cx^i  J  ;i:*-h...)  =3 -ff-+.i  Cat-H}  Z);r*-4-4  JE;i;'-herc. 

mais  /i"~'  =  ^ ,  mettant  au  lieu  de  p"  et  de  p  leurs  valeurs.  On  trou- 

vefa,  en  chassant  les  dénominateurs  j 

n  (i^-hB  :r-|-C;f *-+./?  ;r '-+-£  :t*-+-etc.)  ( b^i  cx-^^  ^a:*-+-4 e  *^+  ...)=a^ 
t=:  (5-+.1  C  f-4-j  Z>  x*-+-4  £  jt '  etc.)  (iï-f-*  x'+'cx^'^dx^^c  x^  etc.  )  : 
faisant  les  multiplications  indiquées ,  on  aura 


nhA-^nbB 

r 

x 

-h       TÏ^C 

X* 

-h  nh  D 

«' 

+  «  h  E 

-i-xncA 

« 

-+  1  ne  B 
-4-5  »  </v^ 

-\-xncD 
■^indC 

, 

« 

-^4«<-<î' 

-i-^ne  B 

H-     6B 

X 

• 

• 

H-  j  4  Z) 
-f-    lie 

X* 

-4-  4'ï^ 

*» 

•^S  a  F 
+  4  bE 

• 

-\-      c  B 

-h    ifC 
-\-     d  B\ 

-h  }  c  D 
-hx  d  C 

• 

-4-      «  B 

x^eta 


*^etc. 


En  comparant  les  coefficîens  des  puissances  homologues  de  x     on 
trouvera  , 


aB=n  b  A 

}  a  D=^{n—x)  b  C-f-(i  n^i)  c  iî-Hj  «  ^^ 
^aE={n—i)bD^{i,n—x)c  C-h{i  n^i)  d  S+^  n  e  A 
5  flf  =(n— 4)  ^S^-(i/»— })  ci?H-(}  a— i)  <^CH-(4n— i)«fi-^5  «/^ 
etc.  • 

I  *  ■  4 

La  loi  de  ces  valeurs  est  facile  â  saisir  :  tous  les  coefiiciens  B  ^  é^^ 
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Z?,  etc.  seront  déterminés  lorsque  j4  sera  connu;  mais  on  voit  qa*il 
exprime  la  valeur  du  développement ,  lorsque  a:  =  o ,  et  dans  ce  cas 
la  fonction  proposée  {a  ^  hx  -^  c  at*  ^dx^  -+-....)*  se  réduit  à  a* ,  on  a, 
donc  A  :==:  a** 

En  calculant  d'après  cette  valeur ,  celle  des  lettres  B  ^  C  y  D  y  etc. 
on  trouvera  facilement  que  la  puissance  n  du    polynôme 
a-^i  x^cx^  -\-dx^  -^  etc.  a  pour  expression 


»  tf "  '  ^  AT  -f-  — ^ i  if  *  ^*/  x^  H-  — 1 i-^ :  «"•"'  i' 

1.2.5 


I     •     2 


72.  (72 1) 


d"-^  bc 


nà 


«- J 


^    «(/2— 1)(/2— 1)(/^— 3)  ^-4^4       \  :t4     ^^    ^  (^—0  (^—0  (^— ?)  (^—4)    ^--5  ^5       \    ** 

l.Z.^.4  '  I  l.i«J«4«5 

n(/2— 1)(;2— l)(/z— 3)  ^^4  ^3  ^ 


-H 


H- 


rt- 


.3.4 

»   .  1      .1 

* 

-h 

I    .  I 

l 

•¥ 

«(«-0,.-.^ 

^- 

J   .  i 

1 

; 

+ 

_ 

H- 

»               " 

-+• 

I    •    2         .       J         •         I 

7z(n— 1)(72— 2)    ^„^3^.^ 
I     •     2  .1 

I     •    I        «2 

n  (/7— i) 


I    •   1 
I   .   I 


n  4--'/     ] 


Moivre,  q«î  donna  le  premier  la  formule  précédente,  fit  aussi 
remarquer  k,  loi  suivant  laquelle  on  peut  former  chacun  dés  termes 
qu  elle  contient  ;  mais  comme  nous  n'aurons  pas  occasion  4^  l'employer 
fréquejnment ,  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  sujet. 
Nous  observerons  seulement  qu'il  n'existe  point  de  fonctions  algé- 
briques qu'on  ne  puisse  développer  par  ce  qui  précède  ;  car  les  ,plus 
générales  ne  sauroient  être  que  des  combinaisons  de  monômes  ou  de 
polynômes  élevés  à  des  puissances  positives  ou  négatives,  entières  ou 
fokftiQuoaireSf 


x\ 
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il.  Occ8pon«-nous  maîntenant  des  fonctions  transcendajites.  ^*-  Des  fonc- 

La  plus  simple  dç  toutes  ces  fonctions  est  celle  qu'on  connoît  .sous  ^•^  transccndan 
le  nom  è^expontmidlc ,  et   à  laquelle  on   peut  être   conduit  de  la 
manière  suivante.  ^  ^  Feintions   ex- 

Si  on  considère  la  relation  qui  existe  entre  un  terme  quelconque  *^°"^" 
d'une  progression  géométrique  donnée  et  le  rang  qu*il  occupe,  en 
nommant  »  le  premier  terme,  a  la  raison,  y  le  terme  cherché  et  x  le 
nombre  de  ceux  qui  le  précèdent ,  on  aura  comme  on  sait  y  =  «  a"". 
Dans  cette  équation  où  «  et  a  sont  regardés  comme  des  quantités 
invariables ,  puisqu'on  n'a  en  vue  qu'une  progression  particulière ,  y  est 
unjs  fonction  de  X,  et  réciproquement  x  est  v  une  fonction  de  y\  mais 
ces  fonctions  sont  l'une  et  lautre  d'un  ordre  supérieur  aux  fbnc- 
rions  algébriques;  car  on  yoit  que  pour  obtenir  y,  il  £iut  effectuer 
un  nombre  indéterminé  de  multiplications  qui  peuvent  même  se  chan* 
ger  en  extractions  de  racines ,  si  on  donne  i  x  èi^^  valeurs  fractionnai-  ^ 
re^  L'équation  y  1=1  a*  change  de  degré  '  à  chaque  valeur  que  prend 
X  9  c'est  pour  cela  que  Jean  Bernoulli ,  qui  s'en  est  occupé  le  premier , 
l'avoit  nommée  équation  parcourante.  Quant  à  la  détermination  dé  x 
tnyy  elle  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  employant  Us  logarithmes. 

Nous  allons  donner  les  moyens  de  développer  la  fonction  y ,  et  nous 
ferons  5  pour  plus  de  simplicité  «  =  i ,  d'où  il  résultera  y  =:  a".  Nous 
supposerons  que  4*  soit  représenté  par  la  série 

A^  -H.-'i  *  -h  ^a  Jif *  -+•  «^3  x^  -H  etc. 
A^ ,  A^ ,  A^  etc.  sont  àts  coefficiens  indépendans  de  ;i; ,  et  les  chif&es 
inférieurs  o,  i,  1  etc.  marquent  l'exposant  de  la  puissance  de  x  qui 
multiplie  la  lettre  à  laquelle  ils  sont  attachés ,  ainsi  A^  sera  le  coef- 
ficient de  x^.  Ce  qui  m'a  déterminé  à  employer  cette  notation ,  quoi- 
qu'elle paraisse  un  peu  compliquée,  c'est  que  par  son  moyen  il  sera 
facile  de  découvrir  la  loi  qui  régne  entre  les  valeurs  des  coefficiens.  ' 

On  xiemondexa  peut  être  quelle  consid^rarion  a  déterminé  le  choix 
de  la  série,  et  pourquoi  elle  procède  suivant  les  pjuissances  ascendantes   . 
de  jf  •  11  sera  facile  de  répondre  à  ces  questions  :  en  effet  la  fonction 
tf*  devient  égale  à  l'unité  lorsqu'on  y  fait  ;c  =  o ,  et  si  on  eut  supposé 

â  la  sérfe  la  forme  suivante     A^^—  -H  — ?  -h  etc. ,   on  voit  que 


X  a;* 


çaos  I4.  mên^  ciccotnstance  cous  les  ^ ecmçs  de  cette  série  seroient  deveons 
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infinis;  elle  n'auroic  donc  pu  représenter  la  fonction  proposée.  En 
général  ,  si  la  forme  de  la  série  ne  convenoit  pas  au  développement 
cherché ,  le  calcul  conduirait  à  des  relations  contradictoires  entre  les 
coefficiens.  Il  suie  delà  que  pour  pouvoir  compter  sur  les  résultats 
de  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés  que  nous  employons  ici , 
il  faut  s'être  assuré  qu'on  ne  rencontrera  pas  de  semblables  relations 
quelque  loin  qu'on  pousse  le  catcul  \  or  c'est  ce  dont  on  ne  saurdic 
répondre  dans  le  cas  où  la  série  est  infinie ,  que  lorsqu'on  peut  assigner 
la  loi  que  suivent  ses  termes. 

Cela  posé  ,  si  x  devient  x  -+- 1/ ,  la  fonction  a*  se  changera  en  fl*+" , 
mais  puisque  les  coefKciens  ^o,  j4^  y  À^^  etc.  sont  indépendans  d'au-* 
cune  valeur  particulière  de,  Xy  il  faut  qu^on  ait  égalemenc 
tf*  =  ^^  -J-  ^,  jf  -f-  ^^  jv*  H-  A^  a:'  -+-  etc. , 

a"  =  -4,  ^-  -^i  tt  -4-  -^a  «*  -h  -<^3  «'  +  etc.  , 
enfin 

a--^—  A,  -H  A,  (^x  -h  a)  +  ^,  (x  +  j/)*  -H  ^,  (at  +  a)î -h  etc. 
et  à  cause  de  a*  x  tf"  =  tf*  "*"  "  »  il  f^^ut  que  le  produit  des  deux  pre^ 
mières  séries  soit  égal  à  la  dernière.  Pour  ordonner  les  Jifférens  pro- 
duits partiels,  il  suffira  de  reculer 'd*un  rang  à  mesure  qu'on  change 
de  multiplicateur  dans  la  seconde  série,  et  de  placer  dans  une  colonne 
verticale  tous  les  termes  résultans  d'une  même  puissance  de  {x-^'U) 
dans  la  troisième  série;  on  aura  ainsi 

J^^-^  A.A.x  ^  A^A^  x"  +  A^  A^ x^  ^  A^A^x^  -^  etc. 
-^  A^  A^  u  -^  A,A,ux  -f-  A^A^ux""-^  A^â^ux^-^  etc. 

-h  A^  AoU"  -+-  A^A.u^x-^  A^A^u^x^-^  etc. 

^  A^  A^u^  +  A^A,u^X'\-  <ic. 

-h  A^A^u^  -h  etc. 

A^^  A,  X  -A^      A^   x^  -i^      A^    x}  -h       A^    X*  -^  etc.     . 
At  tt  -+-  1  A^u  X  ^  }  A^ux*  -^  4  -^4«^  -h  etc. 
+       A^  u*    •+-  j  ^,w*a:  4-  <>  -^4«'**-h  etc. 

-h      AyU^     -H  4  A^u^x  H-  etc. 

-h       J.u^    -A-  etc. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelque  soient  «  .et  x  y  il  s'ensuit 
nécessairement  que  ces  quantités  ne  doivent  pas  entrer  dans  la  déter- 
mination, des  coefficiens  V  et    par   conséquent   que'  les  termes   d'u» 


L 
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membre  doivent  être  détruits  par  ceux  qui  leur  correspondent  dans 
Tautre  membre;  oh  aura  donc  A^  -^A^yCt  qui  donne  ^^  =  i> 
valeur  qu'on  mettra  par  tout  au  lieu  de  A^  et  qui  dispensera  d'éctire 
cette  lettre  dans  les  termes  où  elle  se  rencontre.  Il  résultera  de  cette 
omission  que  la  première  ligne  du  premier  membre  sera  identique 
avec  la  première  du  second  membre  j  ce  sera  par  conséquent  dans 
la  deuxième  que  nous  chercherons  les  équations  pour  les  coeflSciens, 
et  nous  aurons 


ji,  ji^i^}  ^j     y  d'où  on  tire 


A 


A 


A 


A 


mtm 


I 


1.2. 


etc. 


^— ^— ^"^ 


tt  en  général 


m  A, 


etc. 


À. 


AT 


Les  coe£Sciens  étant  tous  déterminés  par  ct%  équations  à  ^exception  du 
deuxième  ^A^ ,  il  s'ensuit  que  si  la  forme  que  nous  avons  supposée  au 
.développement  de  V  est  légitime,  la  troisîènlie  ligne  du  premier 
membre  et  les  suivantes  doivent  devenir  identiques  d'elles  -  mêmes 
avec  celles  qui  leur  correspondent  dans  le  deuxième  membre  (*). 


(^)  Paurois  pu  me  dispenser  de  faire  la  vérification  indiquée;  car  ayant  effacé 
de  part  et  d*autre^  dans  la  première  équation,  les  termes  identiques  et  divisé  ^ensuite 
les  deux  membres  par  u\  faurais  '  trouvé 

.  -      A,  ^•A.^x  -^  A,  A^  x"  +  A^  A^  x^  etc 


A^A^ux  -+-  A^A^ux'^.^iz. 


X  A^x  -4-3  ^3:^^  +  4  ^4  x^  etc. 
A^u  -\-  i   Ayux^-h  6  A^ux^etc. 

mais  comme  cette  éqaation  doit  avoir  lieu  quelque  soit  u ,  on  peur  y  fa.ire  uv=»o  ^ 

El 


\ 


( 
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Pourvcrifcr  cette  condition  hous  prendrons  dans  le  premier  menfe* 
bre  un  terme  quelconque  «*  a;",  son  coefficient  sera  évidemment 

J,  J,  ou         '       X         '       e=  ' .Le  mème.terme 

1«Z«J»«.;7{  l*Z»3.*«*/2  I«l»«*«/7ïX  X«l««»»lll 

»"•  X*  faisant  partie  de  la  puissance  m  ^  n  de  x  •+•  «  dans  le  second 
membre,  a  pour  coefficient 


1.2.  j n 

A  m  "U  n 

mais     A^^^         =- 


substituant  cette  valeur  et  eflàçant  les  facteurs  communs  au  numé- 
rateur  et  au  dénominateur ,  savoir  tous  les  flombres  depms  wi  -h  « 
jusqu'à  m-r^i  inclusivement ,  on  a  pour  résultat 

— — — ■  ■"  ■— — * 

c^est-à-dire  le  même  que  précédemment.  L'identité  est  donc  démon- 
trée ,  et  nous  pouvons  en  conclure  que 

A^x  ^  A:x^  _^A,\x^  _^^^^ 


I  1.1  I*l») 

IX.  31  reste  A^   à  déterminer:  pour  cela  nous  ferons  x  xss  i,  et 
nous  aurons 

-•i    j    -^1    _i_  ''i     _L-  etc. 
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équation  qui  contient  un  nombre  indéfini  de  termes ,  et  de  laquelle 
on  ne  voix  pas  tout  de  suite  comment  on  pourroit  tirer  la  valeur 
de  '^,  j  mais  si  l'on  y  fait  -^,  ==  i  ,  elle  deviendra 

tf  =  I  -f-  *-  -h  . H -+-  ■  -+•  cJ^c. 


alors  chacun  de  ses  membres  se  réduit  à  la  première  ligne ,  et  Ton  n'a  que  les  équa- 
tions trouvées  plus  haut.  Cependant  quoique  cette  marche  soit  plus  courte  que  celJa 
que  j'ai  suivie  ,  fai  cru  devoir  préférer  k  dernière ,  parce  qu'elle  ne  laisse  rien  i 
désirer  sur  Tèxactitude  du  développement ,  et  que  par  cette  raison  elle  satisfera 
davantage  ceux  qui  n'ont  pas  encore  une  grande  habitude  de  Tanalyse. 

Ce  que  je  viens  de  dire  s'applique  également  aux  numéros  J3  et  54,  ecjefflg 
dispenserai  de  Te  répéter. 
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âlots  a  cessera  d*être  une  quantité  quelconque  :  représentons  p^r  e ,  la 
valeur  particulière  qu'il  a  dans  cette  hypothèse  ,  et  dont  Texpression 
approchée  est  i  »  7 1 8  z  8 1 8 ,  nous  aurons 


jc     .      a;'      .       x^  x^ 


*'  =  I  H-  Z  -h  -II-  -h  -^ "h  ll-l-  etc. 

Cette  équation  devant  subsister  quelque  soit  x>si  on  pose  Ar=i^,  » 

j4  A^  A^  A^ 

il  viendra  e^'  ==2:  i  -+-  — î  -h  — ^  -4-  — î —  -+-  L-^jdoùon 

I  1.1.         itX.j.         i.2,3.4. 

voit  que  n  =r^'  :  en  prenant  les  logarithmes  >  on  a^,  l  ^  =:  1  ^^  et  par- 
conséquent  A^  =:  - — . 

1  e 

Mais  d'après  la  définition  à.e%  logarithmes  9  si  on  regarde  le  nom- 
bre e  comme  la  base  du  système  y  on  aura  V  t  =  i  et  ^,  :=s  T  ^  : 
j*ai  accentué  la  carastérique  1  pour  marquer  qu'il  s^agit  ici  d'une 
espèce  particulière  de  logarithmes,  celle  dont  e  est  la  base.  Appliquons 
cette  détermination  au  développement  de  ^ ,  il  en  résultera 

-^  X  H-  2^ L    X*   -4-  i L  x^  -4-  etc. 


Une  remarque  importante  qiill  ne  faut  pas  omettre ,  c'est  que  la 
$érie  â  laquelle  nous  sommes  parvenus,  est  toujours  convergente  ^ 
quelque  grande  que  soit  la  valeur  de  x.  ' 

£n  effet ,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  représenter  le  terme  gé- 

néral  de  cette  suite  par  ■  ;    celui    qui    vient    immédiatement 

HT*"*" 

après  sera  donc  — — = _: — ,  et  en  prenant  le  rapport  céor 

1.1 n{n^i)  ^  '^^  ,      ^ 

te 

métrique  de  l'un  d  l'autre  >  on  trouvera  ,.  Or   en  prolongeant 

n-+-  I 

la  série  ,  on  doit  nécessairement  rencontrer  un  terme  dans  lequel 
»  H-  1  surpassera  K ,  et  qui ,  par  conséquent ,  sera  moindre  que 
celui  qui  le  précède ,  et  il  est  clair  que  le  décroissement  continuera 
toujours  danS.  les  termes  ultérieurs.. 

On  appliquera  facilement  ces  considérations  aux  séries  dont  let 
numérateurs  des  termes  successifs  ont  un  rapport  constant, ou  mar- 
chent vers  tin  semblable  rappon,  tandis  que  celui  des  dénominateurt 
va  toujours  en  augmentant. 
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23.  Puisqu'on  a  ^if,  =  _.,  si  on  pouvoir  trouver  une  expression 

de  Aj^  ordonnée   suivant  les  puissances  de  tf,on  auroit  par-là  le  dé-« 
veloppement    de   là   fonction    logarithmique.    Mgis    en    faisant 
^  tf  =  I   +  ^  , .  la  fonction  a'  devient  (  i  +  ^  )' ,  et  peut   se  déve- 

lopper par  le  moyen  de  la  formule  du  binôme  ;  on  a  alors  : 


etc. 
I  I.  2.  !•      1.      3«  I.      2.     j.     4* 

•  Pour  comparer  ce  développement  à  celui  que  nous  avons  trouvé  y 

n?  21  ,  il  faut  Tçrdonner  par  rapport  aux  puissances  de  jt;,  ce  qui 

donnera  la  forme  suivante  : 


<    t  —  -+.—  -    etc.    V 
C-  2  «  4.  3 


I  -h 

+  <    ^*  — ■  i_     +      etc.    >    - 

C  3  3.4  J   2 

etc. 
La  loi  du  coefficient  de  x  est  facile  i  saisir,  et  comme  c'est  le 
seul  dont  nous  ayons  besoin  pour  déterminer  ji^y  nous  aurons   sur 

le  champ  A^  ==  b  —   —  -H  —  —   —  -h  etc. , 

2  3  4 

ou  en  mettant  au  lieu  de  b  sa  valeur  a —  1  , 

i  }  4 

et  de-là  on  tirera  ^ 

l.«  :=  U  ?  (.-0  -  (fuir  +  (f=!):  -  (2=1^  -f-etc.|" 

Cette  série  n'est  convergente  que  dans  le  cas  où  la  quantité  a — i . 
est  tiès-petice^mais  on  peut  toujours  la  rendre  telle  par  un  artifice    très 

simple.  En  substituant  y/a  au  Heu  de  â ,  on  aura  : 
mais  on  sait  que  1  <z  ==  /n  1  va  donne 


ï  a^=im\ 


m  LC 


(  V  d— X  )_^-- i  -L,^ •'  — —  etc.  ^  > 
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or  en  prenant  pour  m  un  très-grand  nombre ,  on  peut  faire  ensorte 

'm 

que  y  a  diffère  aussi  peu  qu'on  voudra  de  l'unîtes 

Pour  rendre  les  opérations  plus  faciles, il  faudra  choisir  le  nombre 
m  parmi  ceux  de  la  progression  géométrique  2  ,  4,  8  ,  i(?,  31,  etc., 
par  ce  moyen  on  n'aura  que  des  racines  qiiarrées  à  extraire  j  car 


y/a  =  Va,    ^   V  a  =z  Va,    ^   Va^Va  etc. 


a" 


Soit  donc  m=ii''y  on  obtiendra  Va  par  un  nombre  n  d'extractions 
de  racines  qaarrées«  Il  est  à  remarquer  qu'on  peut  toujours  faire 
ensorte  qu'il  suffise  de  calculer  le  premier  terme  de  la  série  pro|>o- 
sée,pour  obtenir  la  valeur  suffisamment  approchée  du  logarithme  de 
a.  En  effet,  si  on  se  sert  de  décimales,  et  qu'on  prenne  l'exposant 
72  assez  considérable  pour  qu'il  y  ait  entre  l'unité  et  le  premier 
chiffre  significatif  de  la  racine  extraite,  au  moins  autant  de  zéros 
qu'on  veut  avoir  de  chiffres  décimaux  dans  le. résultat  final  ,  il  est 
aisé  de  voir  que  le  quarré ,  contenanr  un  nombre  de  décimales  double 
de  celui  de  sa  racine ,  tombera  hors  des  limites  qu'on  s'est  prescrites. 

Soit  pour  exemple  a=  10  :  Briggs  en  extrayant   5  4  fois  de  suite 
la  racine  quarrée  de  ce  nombre ,  a  trouvé  pour  résultat 

1,00000  00000  oooco  11781  ^149;  1003Z  jj: 
si  on  retranche  l'unité ,  il  viendra  une  fraction  telle  que  le  premier 
chiffre  significatif  de  son  quarré  aura  3  t  zéros  avant  lui ,  et  parcon* 
séquent  n'infiuera  ^pas  sur  les  décimales  du  crentième  ordre  ;  on 
pourra  donc  négliger  ce  quarré,  et  à  plus  forte  raison  les  puissances 
supérieures.     . 

I4.  Pour  que  1  a  soit  déterminé,  il  faut  faire  une  hypothèse  sur 

I  tf;  la  plus  simple  sans  doute  est  de  prendre  1  e  =  i  ,  auquel  cas 
on  tombe  sur  une  espèce  particulière  de  logarithmes  ,  qui  sont  pré-, 
cîsément  ceux  que  Neper  a  considérés.  On  les  a  nommés  depuis  /o^ 
garithmes  hyperboliques ^i^^xcg  ç\\x  on  peut  les  déduire  de  la  quadrature 
Àts  espaces  compris  entre  Thyperbole  équilatère  et  sqs  asymptotes;  mais 
cette  dénomination  est  viciense,  car  on  peut  éc^alement  tirer  de  la 
quadrature  de  l'hyperbole  en  général,  tous  les  systèmes  de  logarithmes^ 

II  seroit  donc  plus  convenable  d'appliquer  aux  premiers  le  nom  de 
rinventeur,  et  de  consacrer  ain$î  la  mémoire  de  celui  qui  a  renda 
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un  aussi  grand  service  aux  Mathématiques  :  on  pourrolt  les  appeller 
logarithmes  de  Néper,  ou  logarithmes  Nipcricns. 

Briggs  changea  le  système  de  logarithmes  adopté  par  Neper,  et 
pour  se  conformer  à  celui  delà  numération.  Il  établit  pour  base  le 
nombre'  lo  jll  eut  donc  alors  r  io  =  i.Mals  en  se  bornant  au  pre- 
mier terme  de  la  série ,  on  trouvera  1^5=: ^     ,  .  j  mettant  au 


1 

I 

m 


lieu  de  a  le  nombre  i  o  ^  il  vient  1  «  =  ^^^ 

w(VTo— i) 
On  a  vu  précédemment  que  Briggs  avait  extrait  cinquante- quatre 
fols  de  suite  la  racine  quarrée  du  nombre,  lo^  par   conséquent >  il 

eut  ;»=  1"  =  i'^,  et  pour  trouver  le  quotient  — ,  il  divisa  Tunlté 

cinquante-quatre  fols  de  suite  par  i ,  ce  qui  lui  donna 

Ojoeooo  ooooo  ooooo  05551  11511  31157  817.* 

Substituant  cette  valeur  au  Heu  de  —  ainsi  que  celle  de  Va,   que 

nous  avons  rapportée  plus  haut, on  aura, en  supprimant  dans  le  nur 
mérateur  et  dans  le  dénominateur ,  qirlnze  zéros  : 

,           o,<sn    Î1SÏ2.   îiiî7  817  ^   o  o 

1#=  .JLLll 2 1 — Il L  s=  o,4}42.  94481   90325    18. 

1,1781   9149J   10051     35 
Ce  nombre  est  celui  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes  cal- 
culés dans  rhypo thèse  de  1  ^  =:  x  pour  avoir  ceux  de  Briggs,  ou  àts 
tables  ordinaires. 

SI  au  contraire  on  vouloir  passer  des  logarithmes  tabulaires  i.  ceux 
de  Neper,  Il  faudrolt  diviser  les  premiers  par  le  nombre  que  nous 
venons  de  trouver ,   ou  ce  qui  revient  au  même ,  les   multiplier  par 

JL  =5  1,30158   50919  94045-  Il  est  bon  d^observer  que  ce  dernier 
\  e 

résultat  n^est  autre  chose  que  le  logarithme  de  10   dans  le  système 

m 

de  Neper  j  car  en  faisant  1  ^  =s.i  on  trouve  1'  10  =fn  (V  10 — i.)Ce 

qui  est.préclsément  l'inverse  de  la  valeur  trouvée  précédemment  pour  1  c. 

Dans  quelque  système  que  ce  soit ,  1  <  est  désigné  par  le  nom  'de 

moàuU\  nous  le  représenterons  en  général  par  ilf,   et  puisque  dans 

le  • 
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le  système  de  Neper  on  a  iVf  =  i ,  nous  en  conclurons  \ar=iMV  a 

ou  i)f=  ---.  11  suit  deli*'que  pour  trouver  le  module  d*un  système 
1  a 

quelconque  de  logarithmes ,  il  faut  évaluer  le  rapport  qu*ont  entr'eux 

les* logarithmes   du  même    nombre,  calculés   l'un   dans  ce  système, 

et  l'autre  dans  celui  de  Neper, 

Pour  calculer  le  logarithme  de  2  ,  Briggs  chercha  celui  de  1,014, 

nombre  qui  est  égal  d  la  dixième  puissance  de  2  divisée  par  looo, 

parce  que  l'extraction  des  racines  de  l'un  lui  parut  plus  facile  que  celle  ' 

de  l'autre.  Ayant  pris  47  fois  de  suite  la  racine  quarrée  de  1,024,  ^^ 

opéra  sur  le  résultat  comme    sur  celui  qu'il  avoit  déduit  du  nombre 

10,  et  parvint  ainsi   au  logarithme  népérien  dd- 1,024,  qu'il  mulciplia 

ensuite  par  le  module  ,  et  dont  il  tira  facilement  le  logarithme  de  2 , 

en  observant  que  1,024  = .Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin 

1000 

l'exposition  des  calculs  de  Briggs ,  dont  nous  n'avons  voulu  donner 

qu'orne  légère  idée. 

25.  Si  dans  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  a*  (n^  22)  on  met 

au  lieu  de  Va  sa  valeur  — ,  elle  deviendra 

M  _  .  • 

\M/\     \MJ   1.2.  ^\M/   1.2.3.     ^^W/    x.2.3.4. 

résultat  qui  s'étend  à  un  système  quelconque  de  logarithmes. 
En  faisant  ;c  =  i   on  'trouve 

.=i+f!^)+j_('l^Y+.j_(^liy+_i_./!^y  etc. 

VAf/       i.iXMJ        i.i.)\M/        1.2.3.4.  ViW/ 

Cette  suite  donne  le  nombre  a ,  lorsqu'on    connoît  son   logarithme 
et  le  module  du  système  auquel  il  appartient. 

Elle  offre  encore  une  propriété  remarquable   que  nous  allons  faire 

connoître ,  parce  qu'elle  pourra  nous  servir  dans  le  cours  de  cet  ouvrage. 

-cPuisqu'on  a  a"  *  =  (a*)"  on  doit  avoTr  aussi ,  en  faisant  pour  abréger 

Ai  * 

i       x.i.      i.z,}.  c      I.     1.2.    i.i.j,    y 

F 


4^  I^TROVUCTION. 

et  comme  cette  équation  doit  être  indépendante  d'aucune  valeur  par- 
ticulière de  AT,  il  est  évident  que  si  on  prend  dans  le  premier  membre 


,n         ak.»1t 


un  terme  quelconque  ,  il  doit  être  identique  avec  celui  qui 

«eroît  affecté  de  la  même  puissance  de  xdans  le  développement  du  second. 
Il  suit  donc  delà  que  ■■■     ■  sera  la  valeur  du  coefficient  de  *• 

dans  le  développement  de 

I  +  -h -H h  etc.  }. 

I  i.t.         iri.3.  J 

.    16,  Soit  tf  =:  1  ^  u  y  nous  aurons  en  général 
l(i+^)=^l«  —  fL  +  fL  —  fL+  etc.  1  !  tel  est  le  dé- 

l  2  3  4  J 

vdoppement  de  la  fonction  logarithmique.  Cette  suite,  comme  nou* 
Tavons  déjà  remarqué ,  ne  sauroit  être  convergente  lorsque  «>►  i,et 
d'après  ce  qui  a  été  dit  (n®  6)  ^  elle  ne  peut  donner  ^d.\ns  ce  cas  la 
vraie  valeur  de  la  fonction.  Quand  «  =  i,  sa  marche  est  si  lente, 
qu'il  faudroît  calculer  uli  grand  nombre  de  termes  pour  arriver  à  un 
résultat  un  peu  exact;  car  alors 

1  (i  +  i)==li  =i»f(i  —1  +  1 --14- etc.) 
et  si  on  fait  ilf  =  i ,  il  vient  1'!=^=  i  —  7-+- y  —  ^-H  etc. 

Voici  quelques  artifices  analytiques  par  lesquels  on  peut  donner 
plus  de  convergence  à  la  série-  proposée,  et  qui  offrent  j^our  calculer 
les  logarithmes  des  moyens  beaucoup  plus  expéditifs  que  celui  que 
nous  Avons  exposé  dans  Tarticle  précédent. 

Puisqu'on  al(i-Htt)::=iW^  i^— ^  +  H   -hÎL-H  etc.    j 
trouvera ,  en  mettant  —  «  à  la  place  de  » , 


on 


1  (1-0  =  ^  f-^-  îi'  -  ^'  ~  L' -etc-V' 

\  134  ^ 


où  on  tire 


](I+^,)_l(I_«)==l/l^li^^==J,i^//«^.fi!  ^.£^etc.) 

série  dont  la  marche  est  plus  rapide  que  celle  de  la  première.     ^ 
Soit  fait  — —i —  =:  j,  on  aura 


u 
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si ,  pour  donner  un  exemple ,  on  pose  ^  ==  2 ,  il  viendra 

1  z  =  1  ilf  /^l  -h  ,  '      -f-      ^      +      ^      etc.'^ ,    séiie    beaucoup 
'  \j  }.3J  5.3.'         7.3.7         J 

plus  convergente  que  celle  que  nous  avons  obtenue  d'abord. 

Si  on  évalue  en  décimaîes,  chacune  des  fractions  qi.i  la  composent, 
on  trouvera,  en  se  bornant  à  sept  chiffres  décimaux,  1  2  =  0,^93  i^ji.M'y 
et  pour  le  cas  où  iVf  =  i  ,  il  viendra  V  1  =z  ©,(>93 1-471.  Mais  nous 
avons  vu  ci-dessus  qu'on  pouvoit  xlétermîner  le  module  pour  un.  sys- 
tème quelconque  en  clîerchant  le  rapport  qu'ont  entr'eux  les  loga- 
rithmes d'un  même  nombre  pris ,  l'un  dans  ce  système  et  l'autre  dan« 
celui  de  Neper.  Or  le  logarithme  de  10  est  i  dans  le  système  ta- 
bulaire; donc  si  on  parvenoit  à  connoître  le  logarithme  de  ce  nombre 
dans  le  système  det  Neper  on  auroit  le  module.  Pour  cela,  faisons 
çssa  10  et  Af=3i,il  viendra 

série  convergente ,  mais  cependant  bien  moins  que  la  précédente. 

Nous  indiquerons  encore  une  marche  plus  rapide  pour  ;trriver  au 
logarithme  de  i  o,lorsque  nous  aurons  fait  quelques  remarques  sur  la  série 

'c='-{(^)+Kc-ïi)"-7(^)'""}: 

.  Sa  convergence  diminue  â  mesure  \que  (;  augmente  ,  et  on  voit  en 
général  que  la  limite  du  décroissement  des  ^termes  de  cette  série  se 
trouve  dans  la  suivante  x  M  {i  ~hj-h  f  +  7  etc.}  ,  dont  la  valeur 
totale  est  infinie.  Tout  ceci  est  aisé  à  appercevoir  en  observant  que  plus 

t  sera  gr^nd,  plus  la  fraction  1IZ«  approchera  de  l'unité,  et  que  par- 

conséquent  la  limite  de  cette  fraction  est  l'unité  même.  Cette  limite 
r^,pond  à  l'accroissement  indéfini  de  ^ ,  auquel  cas ,  le  logarithme  qui 
augmente  en  même-tems  que  le  nombre  auquel  il  appartient  ,  sefa 
lui-même  infini. 

27.  La  série  i  -f-i^-i-i-i-f-  etc.  n*est  pas  la  seule  série  dé- 
croissante dont  la  somme  n'ait  aucune  limite  :   la  suivante 
ï-h-jH-jH-^H-y  €tc.  est  encore  dans  le  même  cas.  Voici  son  origine  : 

F  1 


y 
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Soit  fair  //  =  ^   dans  l'expression  de 

1  (i — u)  =  —  Mfu-^'L  4-îi   -+.-    etc.  ) 

\  i  3  4  / 

on  aura  1  (i — i)  =:\o=:^-M{i  -f.i-+-j  +  ^-i-  ttic.  }  ,  et  sî  oo 
prend  ilf  =  i ,  ou  qu'on  passe  au  système  de  logariihmes  désigné  par 
r ,  on  trouvera  T  o  =  —  {  i  -4-  i  +  y  -4-  \  -+■  ^^^^ }  •  1^  ^^^^  savour 
maintenant  ce  que  c'est  que  V  o. 

Pour  le  trouver,  nous  observerons  que  si  on  pose  i — i/=^on  ea 

déduira  «  =  i  — *-  —  =  >~  ■ 

Mais  d'un    autre  côté  1(^-)  =  1    i  —  l^==o*-  1^,   or  cette^ 
expression  est  susceptible  d  augmenter  indéfiniment  dans  le  sens  néga- 
tif^ car  plus  on  ^prendra  {  considérable,   plus  1  ^   le  deviendra;  mais 
aussi  plus  la  fraction  ^  deviendra  petite  et  sera   près    de    s'anéantir  » 

plus  IZI-- approchera  de  se  confondre  avec  l'unité.  En  prenant  donc 

C 

les  limites   correspondantes,  on  voit  que  celle  de  ^    est     o,    celle 

de  ^        est  l'unité  et  que  par  conséquent  la  suite  devient 
i  " 

—  ilf  {i  +  i-hiH-i-hetc.}i 

mais  I  ^  n'a  aucune  limite,  donc  fa  suite  qui  Texprime  n*en  a  pas  non 
plus.  C'est  dans  ce  sens  qu'il  faut  entendre  l'expression  reçue  que  le 
logarithme  de  zéro  est  l'infini  négatif.  On  peut  encore  arriver  au  même 
résultat  par    la  considération  de  l'équrtion  a*  =yj   car  en  prenant 

les  logarithmes ,  on  en  tire  jtj  1  tf  =  1  y ,  par  conséquent   x  z=:     ^ 

et  4  i«  =  y.  Mais  tant  que  1  y  sera  positif,  quelque  petit  qu'il  soit, 
y  sera  plus  grand  que  l'uniré.    Pour  que  y  devienne    une  fraction  , 

-il  faut  qu'on  ait  ^n  =:y  ou  7-*  =:y.  Or   en  cherchant  \^%  limite» 

des  deux  membres  de  cette  équation ,  on  voit  aisément  que  plus  le 
«econd  deviendra  petit ,  plus  b  dénominateur  du  premier  doit  devenir 
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grand  pour  que  régalicé  subsiste  ;  d'où  il  suit  que  y  tendant  vers  [éro^ 
1  y  doit  tendre  vers  t infini.  J  employé  ici  le  mot  tendre ,  parce  qu  i 
la  rigueur  les  tables  de  logarithmes  ne  devroient  point  contenir  zéro 
dans  la  colonne  à^s  nombres  ;  car  cette  colonne  ne  renferme  que  des 
termes  tirés  d'une  progression  géométrique,  parmi  lesquels  on  ne 
sauroit  en  trouver  de  nuls ,  à  quelque  point  qu'on  pousse  la  pro* 
gression  du   côté  du  décroissement* 

Une  conséquence  immédiate  qui  se  présente,  c'est  que  toute  sé- 
rie dont  les  termes  décroîtront  plus  rapidement  que  ceux  de 

aura  nécessairement  une  limite  finie ^  car  1  (^)  étant  une  quantité 
finie  tant  que ^  n'est  pas  infini,  il  en  faut  conclure  que  la  suite  des 
fractions 

ÎHi  +  1  (iZl\^  1  /^t-^Y+  -  /^^~^Y  ect. 
î  x\{/        îV^/         4V^y 

est  susceptible  d'une  limite,  quelqu'approchante  de  l'unité  que  soit 
d'ailleurs  la  fraction  ^       . 

28.  Pour  retourner  à  notre  objet,  qui  étoit  d'obtenir  les  logarithmes 
dts  nombres ,  pac  des  suites  d'autant  plus  convergentes  que  ces  nom- 
bres sont  grands ,  nous  ferons  =:  1  +  S ,   ce   qui   donnera 

I  —  u  n 

et  parconséquent  .^ 


1  72  -t-  £ 

1   ' 


fi+i)=2iv{_i_+:f.^y+i(^_i^y+etc.  V 

mais  en  réduisant  i  -+-X  au  même  dénominateur,  on  verra  aisément 


n 


que  1  t!LltSS\  =2  1  (  «  +  ^)  _  l  «. . . .  donc 


1  [n^^  =1  ;,+.  M  j_l_  -f.  L  (^S—\^l  (S-)'  etc.  l 
Son  ^  =r  I ,  il  viendra 

l(/24-l)=;l;,  +  lAf5_l_    -H    !    L_     ^   l    _J etc.    l 

?étie  d'autant  plus  convergente  que  n  sera  plus  grand,  et  qui  donne 
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avec  beaucoup  de  facilité  les  logarithmes  des  nombres  consécutifs. 
On  peut  l'employer  avantageusement  pour-  trouver  le  logarithme 
-d'un  nombre  qui  sort  des  limites  des  tables.  En  effet ,  supposons  que 
ces  tables  ne  comprennent  pas  les  ;iombres  au-dessus  de  loooo  9  et 
qu'on  demande  le  logarithme  de  125183  ,  il  faudra  décomposer  le 
nombre  en  deux  parties,  dont  la  première  se  trouve  daus  leà  tables. 
Or  c'est  ce  qui  aura  lieu  de  la  manière  suivante:  125100-4-83  ;  car 
ayant  le  logarithme  1151,  on  en  déduira  celui  de  115100,  en  ajoutant 
deux  unités  à  la  caractéristique  ;  on  fera  donc  n==  115100  et  ^=83  , 
valeurs  qui  rendront  la  série   très-convergente. 

On  peut  appliquer  cette  série  à  la  recherche  du  module  en  calcu- 
lant ,  dans  le  système  de  Néper,  le  logarithme  de  5  ,  celui  de  4  étant 
supposé  connu.  On  aura  alors 

r.  C4-+- 1  )  =  r4-|-  <   1  +  — \ —   -+-  — l —   -H  etc.   > 
^  \     -  \  9         3(9)'         5(9)^  > 

quant  au  logarithme  de  4,  il  est  doiible   de  celui  de  1  ,  déterminé 

dans  le  n®  précédent  jet  il  est  bon  de  remarquer  que  la  série  actuelle 

retombe  pour  ce  cas  dans  celle  du  n^  cité  ;  car  à  cause  de  Ti  =  o  , 

elle  donne  V  (i+i)=  -î  i  -+-  — ^    -+-  — i—  -H'etc.  J. 


\,. . 


j 


Ayant  trouvé  T  5  ,  on  l'ajoutera  avec  T  1,  et,  par  ce  moyen ,  on  aura 
r  10,  d'où  on  tirera  iW  = 


rio 


Il  seroit  aisé  de  transformer  encore  la  suite  proposée  de  bien  des 
manières ,  plus  ou  moins  avantageuses,  relativement  à  certaines  cir- 
constances ,   mais  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

29.  Dans  les  divers  résultats  que  nous  avons  exposés,  il  ne  s'en 
est  frouvé  aucun  qui  procède  suivant  les  puissances  du  nombre ,  ainsi 
nous  n'avons  point  d'expression  de  ce  gcnre,l  jj:=:.^!'+-B u^Cu^-^Du^  etc. 
En  cf&tjcela  ne  sauroit  avoir  lieuj  car  lorsque  //  =  o,  1  u  devient 
infini  et  négatif,  ce  à  quoi  la  suite  que  nous  venons  d'écrire  ne 
sauroît  se  prêter.  Nous  ne  pourrions  pas  non  plu^,  avoir 


lu 


D 


-  -4-  etc. ,  parce  que  u  étant  infini ,  cette 
u} 


suite  sera  finie.  Il  est  cependant  possible  dé  trouver  un  développement 
qui  satisfasse  à  ces  deux  conditions  j  à  la  vérité  il  ne  peut  exprimer 
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dans  àucnns  cas ,  d'une  manière  commode ,  la  valeur  de  l  «  ;  mais 
comme  il  est  remarquable  par  sa  forme ,  et  '^u'il  nd^  conduira  i 
des  analogies  intéressantes  entre  les  fonctîonsJogarithnwques  et  cir- 
culaires y  nous  ne  le  passerons  pas  sous  silence. 

On  al(H-tt)  =  A/(«— î^  +  ïlL  _  fl  +  î^  etc.  \y 

C  z  3  4  S  •> 

te.  > 


V        «/  lu        lu' 


I 

4^^ 


en    retranchant    la    seconde    série    de    la    première  ,  ou   trouvera ,. 

1    (i-4-a/)—  1«> 


â  cause 


del  t 


/ 


l(i-|-„)  — lA+l^=la 


M 


{'-:-ie--i-)-^î  ("-:>•  î 


oxxlu 


mÎu^  «-' 


^  3  r  -^ 


30.  Quoique  la  manière  dont  nous  sommes  parvenus  au  développement 

•  de  r  /i  (  n^  23,  )  soit  très-rigoureuse,  et   semble   ne   rien  laisser   i 

désirer,  on  verra  peut-être  encore  avec  plaisir  comment  la  transfor* 

mation  qui   nous  a  conduit  jusqu'à  présent  au  développement   des 

fonctions ,  s'applique  i  la  fonction  logarithmique. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  l'article  précé:lent ,  nous  devons  sup- 
poser au  développement  du  logarithme  ,  une  forme  qui  se  réduise 
a  zéro,  lorsque  le  nombre  auquel  11  appartient  devient' égal  à  Tunité. 
Or  toute  fonction  rationnelle  et  entière  de  j  —  i  satisfait  à  cette 
condition  j  on  pourra  donc  poser 

Pour  sinjpllficr  la  série,  nous  fcirons  ^ — 1=  a;,  d'où  ^=x-f-;i;, 
et  par  conséquent  1  (  i  -f-  ju  )  =t=  ^,  a:  H-  -r^a  ^*  "+"  -^5  ^'  -^"  etc. 

Si  nous  supposons  comme  à  l'ordinaire  que  x  se  change  en  A*-+-Wp 
il  vl  endra  1  (  1  -|-.a'-+-«)  =  A^  (a:-+-«)  +u^.  (x-^uf-^.4.  (a:H-i/)5+  etc.  ; 
mais  en  faisant  1  -H  at  =/;  ,1(1  -^-x-^-u)  devient  1  (/?-+-«) ,  et  i 

cause  de/7  +  «  ==/?  A+f^.  On  al  (i-f^A:+i)  =  l/i-4-^H- 1/?. 


.•r^ 


^ 
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mais  par  l'hypothèse 

1  (i  4-^=^.^  H-  A,  —  ■+-  A,-     ■+-  etc.  donc 
V        //  è  P'  P' 


U       .  .      K*       .         ^      «' 


p  p  p^ 

Comparant  ensemble  les  deux  valeurs  de  1  (  i  +*+«)  qui  doi- 
vent être  identiques  quelque  soit  u  ,  on  trouvera ,  en  se  bornant  de 
prt  et  d'autre-  aux  termes  qui  multiplient  la  première  puissance  de 
cette  quantité  > 

A,  -{'  1  A^x  -^  i  ^jX^-h  etc.  ï=  _i  ; 

P 

remettant  au  lieu  de  p  sa  valeur  (  i  -+-  a:  ) ,  il  viendra 

^{A,  -{-  1  J^x  -+■  i  J,  X*  -h  etc.)  (  i-{-x)  =A 
Si  on  effectue  la  multiplication  indiquée  et  qu'on  détermbe  séparé- 
ment les  coefficiens  de   chaque  puissance  de  * ,  -  oh  aura 


A 


1 


J  X^     .        J  r.  /   d'où  O^   ^î^®    \        À      —  ^' 

j 

4 


4  ^^  -H  5   ^3  s=  o     1  Ë    j^ 


etc.  etc. 

résultats  bien  conformés  à  ceux  qu*on  a  déjà  trouvés  ;  et  dans 
lesquels  il  faut  remarqua  que  le  premier  coefficient  A^  reste  indé- 
terminé, parce  qu'il  tient  la  place  du  module. 

Il  reste  à  prouver  que  toutes  les  équations  qu*on  tireroit  de  la 
comparaison  des  termes  affectés  de  «*  et  des  puissances  supérieures , 
sont  identiques.  Pour  cela  je  reprends  l'équation 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  coefficient  de  «"  dans  le  développement 
du  second  membre  de  cette  équation  sera 

Itiai^ 
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mais  d'après  la  loi  croHvée  précédemment ,  on  a 

etc. 


^4.a 


72    y/. 


-^1^-5 


d*où  il  suit  \  /2  -H  i 

etc. 
Substituant  ces  valeurs,  il  vient, 

A^  <   i  —  nx  ^     ^  ^  a:*  —  -  >  .   — îl-i — 2 — i  x^ -H etc. y 

l  t  i     •     3  -* 

série  qui  n*est  autre  chose  que  le  développement  de  ji^  (i -H-a^)"""» 
Mais  le  coefficient  de  k"  dans  l'équation 

1  (i  +  ?^  F-^feiP^.  îî  -^  -^.  î?  +  --.-H  ^«  ?;   etc. 
V  />/  F  P  P 

est  —S  =3  * =s  ^,  (i-f-^)"*i  résultat   identique    avec    le 

précédent; 

}i.  Nous  pouvons  maintenant  prouver,  comme  nous  lavons  an- 
noncé (n^  i^.)  que  qu€nd  même  t exposant  n  ^eroit  irrationnel  ou 
imaginaire  y  les  deux  premiers  termes  de  (i-4-x)**  nen  ser oient  pas 
moins   i  •+  n  x. 

En  effet  supposons  (i-|-jc)*  développé  dans  la  perle  i-H^  x-+-jff  a:*  etc.  ; 

et  faisant   pour  abréger  A  x  --4-  jB  jc*  -4-  etc.  =  /?  jc ,  nous  aurons 

1  (i-H:)*  ==  1  (i-h/^  x)  ;  mais  1  (i-f-jt:)*  s»  ;2 1  (iH-Jif)  :  on  aura  donc 

I  (i-+7^  a)  «a;ï  1  (i-4-.a:)  ,  ou  en  développant 

P^  x^     ,     P^  x^          ^                    n  x^         n  x^ 
p  x  — C +  L -— etc.  =  »A:  — -H  —  etc. 

et  comme  cette  équation  doit   avoir  lieu  indépendamment   de   xi' 
on  aura  ,  en  mettant  pour  p  sa  valeur ,  et  en  se  bornant  aux  termes 
affectés  de  la  première  puissance  de  ^^^:=zn. 

U  est  facile  de  voir  que  cette  démonstration  est  tout-à-faît  indé- 
pendante de  la  nature  du  nombre  »,  et  qu*elle  ne  renferme  point 

G 
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de  cercle  vicieux  ^  en  se  rappellanc  que  nous  n^avons  renconcré  ^an» 
la  recherche  de  1  (i-+-:r)  que  des  puissances  entières  du  binôme. 

52.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer  avec  quelle  facilité  la  con- 
sidération Aes  limites  conduit  à  l'expression  en  série  des  logarithmes  > 
et  c'est  ce  que  nous  allons  faire. 

La  manière  la  plus  simple  de  concevoir  les  logarithmes  >  est  d'i«» 
maginer  deux  progressions  correspondantes  ,  l'une  géométrique  com- 
mençant par  Tunité ,  l'autre  arithmétique  commençant  par  zéro.  Mais 
pour  approcher  le  plus  qu'il  est  possible  de  comprendre  tous  les 
nombres  dans  la  première  9  il  faut  faire  ensorte  que  chacun 
de  sts  termes  puisse  ne  différer  de  celui  qui  le  précède  et  de  .celui 
qui  le  suit  ^  que  d'une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra  ;  or  c'est 
à  quoi  on  parviendra  dans  quelque  progression  géométrique  que  ce 
soit ,  en  insérant  un  très-grand  nombre  de  moyens  entre  les  termes 
dont  elle  est  composée.  Ayant  inséré  un  pareil  nombre  de  moyens 
entre  ceux  de  la  progression  arithmétique  ,  chacun  de  ces  moyens 
sera  le  logatithme  de  son  correspondant  d^lqitflb progression  géomé-- 
trique.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  dans  une  progression  géométrique 
croissante  )  dont  les  termes  approchent  beaucoup  de  l'égalité  »  la  raison 
peut  être  exprimée  par  i  ^ky  k  étant  une  quantité  fort  petite.  Le 
choix  des  deux  progressions  étant  arbitraire  ,  la  raison  de  l'une  et 
celle  de  l'autre  sont  deux  grandeurs  indépendantes ,  mais  demeurant 
les  mêmes  tant  qu'on  considère  les  mêmes  progressions  ^  et  ayant  par* 
conséquent  enrr'ellcs  un  rapport  constant. 

Soit  donc  ^ ,  la  raison  de  la  progression  arithmétique  ;  comme 
cette  quantité  a  une  valeur  d'autant  moindre  qu'on  a  inséré  un  plus 
grand  nombre  de  moyens,  il  sera  plus  commode  de  la  comparer 
avec  une  autre  qui  puisse,  comme  elle,  devenir  aussi  petite  qu'on 
voudra.  On  ^mployera  donc ,  au  lieu  de  la  raison  de  la  progression 

géométrique,  son   excès  sur  l'unité,  et  on   supposera  -   =   il/,  Af 

étant  un  nombre  constant. 

Cela  posé  ,  soit  a  un  t)|iie  quelconque  de  la  progression  géomé- 
trique ,  A  son  correspondant  dans  la  progression  arithmérique ,  et  n 
le  nombre  de  termes  qui  les  précèdent  l'un  et  l'autre  j  on  aura  par 


y 
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la  nature  de  la  première  progression  ij  =  (  i  -4-  i  )* ,  et  par  celle  de 
la  secohde   A  =idnr=L  Mk  n.  / 

A  1  aide  de  ces  équations  on  trouvera  Tune  quelconque  des  quan- 

I 

tités  A  et  dy  lorsque  l'autre  sera  connue.La  première  donne  kz=za!'  —  i  , 

et  la  seconde  k  = %  on  aura  donc  A=:^  Mn  (a""  —  i);  mais  si 

Mn 


on  fait  tf  =  I  -4-  » ,  on  pourra  développer  (  i  -+-  :^)«  au  moyen    du 

I 
binôme,  et  il  en  résultera:  (i-4-«)«    —  i  = 


H' 


1:^ iu^^\r      ^^" :  «ï-4-lf 1-^: ^^"      ^  «^-hctc. 


1  1     .     i 

d'où 


M  (u  —  «.-h—  —  —  -4-  ete.  ) 
i  3  4 

dont  il  approche  d  autant  plus  que  la  fraction  L  est  plus  petite  »  ou  que 
le  nombre  n  est  plus  grand* 

Mais  dans  cette  hypothèse  les  progressions  proposées  en  acquérant 
plus  de  termes  dans  un  intervalle  donné ,  approchent  d'autant  plus 
de  comprendre  tous  les  nombres  et  leurs  logarithmes;  on  voit  donc  > 
qu'à  la  limite ,  on  peut  les  regarder  comme  formant  un  système  de 
logarithmes ,  et  que  parconséquent  on  peut  écrire  1  (  i  H- 1/  )  au  lieu 
de  ^^ce  qui  donne 

1  (  I  -h«)  s»Af(«—  —  +  —  —  —  +  etc.  ): 


i  3  4 

résultat  conforme  i  celui  que  nous  avons  trouvé  par  une  voie  bien 

différente. 

On  résoudra  ainsi  qu'il  suit   le  problème   inverse,  celui  dans  le- 
quel le  logarithme  est  donné,  et  le  nombre  auquel  il  appartient  esc 

A 
inconnu.  Uéquation  AsstMkn  donne'/:  es ,  et  en  substituant 

dans  tf  ~t(i  -t-yt)",  il  viendra  at=s  (  i  -^  —-^  •*^'*  dévelop- 

\  M  n  J 

G* 


} 


I.  1  X  .        l  4.}.      4  3 

or  le  second  membre  de  cette  équation  a  pour  limite  la  série 


5^  IlfTltODVCTIOS, 

pant  la  puissance  indiquée,  on  trouve, 

«—  i-t-  «_^  4-  "•("-')  ^     +  "C^~0("-0    ^     etcî 

prenant  la  limite  relative  à  l'accroissement  de  n,  c'est-à-dire  sup- 
posant que  les  produits  n  (« — i)  (a — i) ,  etc.  ss  réduisent  chacun  à  leur 
premier  terme  n*,  n'  etc.  on  auça, 

^  —  ,  _._  ^    .        ^*        .         -^  .^  ^«  .      . 


Mais  on  a,  par  ce  qui  précède ,  -rf=  1  (  i  -4-1/)  =  1  ^ j si  on  substitue 
cette  valeur  on  trouvera  pour  résultat  la  série  du  n*  25.  Soit  Af=  i,  1  k 
se  changera  en  !•  tf ,  et  en  désignant  par  t  te  nombre  dont  le  loga- 
rithme népérien  est  i ,  à  cause  de  -^  ==r  4,  il  viendra  ^1-^  =  1'^, 
ou  V  e'^zirsV  a'y  et  en  passant  aux  nombres ,  e"^  t=s  a^  d'où  il  suit 

«"•rsTri-h—  -+-_    +  — — .  H +  etc. 


1  1.1  1.1.5  1.1.5.4 

comme  dans  le  n®   22. 

Il  sera  bon  de  remarquer  comment  nous  sommes  parvenus  de  l'é*^ 
quation  u4  5=2  T  ^ ,  a  l'équation  e'^  sss  tf ,  parce  que  cette  transfor- 
mation çst  d'un  usage  fréquent.  .    ^ 

Développement       33.  La  trigonométrie  a  fait  connoître  un  genre  de  fonctions  non 
des  fonctions        moins  utiles  que  celles  dont  nous  venons  de  nous  occuper;  ce  sont 

cranscendantes.  ^  ^         ^  *•      . 

les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  de    cercle.  Je   vais    montrer  qu'on 
Fonctions   cir-  ,  1        i  /     1 

cttlaircs.  peut  non,  seulement   les  développer  en  série,  mais  encore    trouver 

leurs  propriétés  les  plus  remarquables ,  en  partant  des  formules  don- 
nées dans  presque  tows  les  livres  élémentaires,  pour  calculer  les  sinus 
et  cosinus  de  la  somme  et  de  la  différence  de  deux  arcs. 

Je  commence  par  la  recherche  de  cos  Xy  et  je  suppose  que  x 
se  change  en  ;»;-+- /►et  en  x — u;  les  formule?  citées  donnent  dan^ 
ces  deux  cas  ,  ' 

cos  (x-^ii)  e=:  cos  a:  cos  //  —  sin  a:  sin  u  {*) 
cos  (x  —  u)  t—  cos  x  cos  u  -h  sin  x  sin  u* 


(*)  Dans  tout  ce  qui  va  suivre  je  suppose  le  rayon  cgal  à  Tunite  5  si  on  voulok 
lui  donner  une  autre  valeur,  il  suffiroit  d'introduire  la  Jetrrc  qui  le  représente, 
de  manière  à  rendre  homogènes  les  formules  trouvées  dans  la  première  hypothèse» 
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si  on  ajoute  cts  deux  équations  on  aura  : 

COS   (aT-Hk)   -+•  COS   (jlf tt)  s-   z   cos   X   cos   j/. 

Soit  maintenant  cos  x  tss  J^-^  ji,  x •+-  A^ x^  +  -^3 ^'  +  Aj^ x^ -+- etc. 

on    aura    -?    cos(x-H-tt)=î-rfo+^i(^H-«)+^a(**+^)*H^-^3(^'+«)'^-^4(^^ 

^    COS  (x— tt)  =  A^'ArAXx—u)'+'A^{x—uy'\-A^[x — uy-\-/î^[x — tt)^+etc. 
En  substituant  ces  séries  dans  Péquation 

COS    (x  +  tf)    -H    COS    [x u)    SS    1    COS   X    COS    J/, 

«u  ■• 

tous  les  termes  affectés  des   puissances  impaires  de    u  disparoîtront 

dans  le  développement  du  premier  membre  ;  il  est  donc  inutile  de 
les  faire  entrer  dans  le  second,  et  parconséquent  on  peut,  sans  di- 
minuer la  généralité  des  suppositions  ,  faioe'  A,^  A^y  A^^  etc.  égaux 
k  zéro,  ce  qui  réduira  l'expression  de  cos  x  à  ne  contenir  que  des 
puissances  paires  de  x.  Il  suit  delà  que  cos  x  ne  change  point  lorsqu'on 
écrit  —  X  au  lieu  de  ji;  j  or  c'est  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  voir  à  priori  y 
1^  par  les  équations  d'où  nous  sommes  partis,  datis  lesquelles  cos  u 
reste  le  même, quoique  l'arc  u  soit  positif  dans  la  première  et  né- 
gatif dans  la  seconde  j  1®  en  observant  '  que  le  cosinus  d'un  arc  ne 
change  point,  soit  qu'on  prenne  cet  arc  au-dessus  ou  au-dessous  du 
diamètre. 

Nous     C^^^  ^        ^^  '^o+^a  x^      -+'A^  x^       -^As  x^       etc. 
aurons     )  ^^^  "        —  ^-f-^^  '^'       -^A,  u^       ^A^  u^        etc. 
donc      /  ^^^  (^^""^  =  A,'^Alx^uY-^Alx'\'U)^-\-A^{x-\-uf  etc. 
cos  [x—u]  ae-  A^'-\-Alx—uY'^Alx—uY'-^AJ^x—u)^tiQ. 


et  l'équation  cos  (  a:  -h  «  )  -H  cos  {x  —  u)  =i|cos  x  cos  u  donnera  , 
en  divisant  %ii%  deux  membres  par  1 , 
A^  -^A^x^  -^  A^  x^     -h         As  x^      -I-....+  ^^  x'  etc. 


nU'x"'^  etc. 

2 


+  A^u^       -h  15   As  u^x^   -t-.  • etc. 

^6  «^       -+- etc. 


^/  H-^o^.^'  tI-^o  ^^4  a'^  +  A^  As  x^       -h- +  A,  A,  x« 


etc. 


4-^,  -^,^^^+.^,  .^a  tt'A:^-h  ^,  ^4  ^*  a:+     + -h  ^,  .>/„,,  /z*  a:»-^  etc. 

•^A^  A^  u^-^-  A^A^u"^  x"    4- etc. 

A^  A^  u^       -f- etc. 


4 
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£n  comparant  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  x  et  de 
// ,  on  aura  d'abord  A^  ==  A^  ou  y^^  ==  i ,  valeur  qui  rend  la  première 
ligne  du  premier  membre  identique  avec  celle  du  second;  passant 
ensuite  aux  secondes  lignes,,  on  trouve 

j4^        =         A^ 


'A,  =  ^, 


•"  1  ■"» 


6  J. 


A^A^z=  15  Ai 


d'où  il  suit<  ^6 


J-4. 

3.4.5.(1. 


Il  R 


■^  m 


A.  ^._.. = ^lÇ^ZiO  ^^ 

2  /  \  3*4*5***^ 

Tous  les  coefficiens  sont  déterminés  i  l'exception  de  ^^  et  les 
équations  qui  résulteroient  .de  la  comparaison  des  autres  lignes 
sont  satisfaites  par  les  valeurs  précédentes.  En  effet ,  on  peut  donner 
à     l'expression    di;    coefficient    ^.  »    la     forme    suivante 


^. 


n         n 

t'A! 


-f 


x»3**«*/x 


en  multipliant  son  numérateur  et  son  dénominateur  par 


jR^-R        m^n 


^mJ^H 


1,  et  il  sera  facile  d'en  déduire 


^nA 


'«•4** 


Mais  le  produit  &"  jK  faisant  partie  «  dans  le  premier   membre ,  du 
développement  de  (jc -+-«)"•+■>  a  pour  coefficient 

(m  +  ig)  (/»  +  7X  «^  !,).>..>(/»  +  i) 

I       •       1  •  7^ 

ou  bien  en  mettant  pour  J^^^  sa  valeur  et  en  effiiçant  les  facteurs 
communs  au  numérateur  et  au  dénomitiateut  5  • 

i.i* 3.  ••••/^  X  i«i«3***^ 
or  ce  résultat  est  précisément  la  valeur  que  nous  avons  trouvée  plus 
haut  pour  À„  A^  coefficient  de  «"  jc*  dans  le  second  mexibre: 
Il  est  donc  rigoureusement  prouvé  que 
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cos  r  ==  I  + 1 —  +      ■■   *         +  1 f-  etc. 

;4.  Nous  trouverons  d'une  manière  semblable  l'expression  du  s'mus  ; 
car  en  retranchant  l'une  de  l'autre:,  les  équations 

fcos.  (jc  -H  tt)  =  cos  X  cos  u  —  sin  *•  sin  u 

Icos  {x  —  «)  =  cos  X  cos  1/  +  sin  jc  sin  i/ 

nous  aurons  cos  (xH-a)  —  cos  (jf— «)  =  —  i  sin  ji:  sin  «• 

Si  on  met  au  lieu'  de  cos  (jc+w)  et  de  cos  (;c — «)  les  valeurs  de* 
duites  de  l'article  précédent ,  on  verra  que  tous  \^s  termes  affectés  àt$ 
puissances  paires  de  u  se  détruisent  mutuellenient.  11  suit  delà  qu'elles 
ne  doivent  pas  entrer  dans  l'expression  du  sinus,  et  on  le  voit  bien 
d'ailleurs  puisqu'il  change  de  signe  sans  changer  de  valeur  lorsqu'on 
prend  le  même  arc  négativement,  c'est-à-dire  d'un  autre  côté  du 
diamètre ,  propriété  qui  ne  sauroit  convenir  qu'aux  puissances  impaires. 

On  supposera  donc  sin  a;  =s=  5,  a:  -H  B^  x^  H-  jff ,  jc'  -h  B^  x^  -h  etc. 

sin  u  =  B,U'i-  BjU^  H-  -B,  w'  +  fl^  «^  -h  etc. 
à  Taide  de  ces  valeurs  et  des  réductions  qui  s'offriront  naturellement , 
l'équation  cos  (x-|-«)  —  cos  (x — «)  =  —  i  sin  jc  sin  «  deviendra 

é 

t  jé^ux  ^  ^  jé^u  x^  -^  6  ji^ux^  -K -h    n  A^  u   x""'  etc. 

'\'  ^  A^v?  X  '\'^o  Af,u> x^  ^ etc. 

-h  tf  ^5  «'  X  -h .  . etc. 

B,  B,  u  a:-+-  B,  B,  «  ^^  -t-  B,  B^  u  X'  -K 4-B.  B^,  u  jtr-'    etc. 

B^  B,û}  X  -+-  i?j  5,  «*  jt'  + +^3  5^,  u>  X»-'  etc. 

-H  B^  B,  a»  X   -+- -J- etc. 

La  première  ligne  du  premier-  membre  comparée  terme  à  terme 
avec  celle  du  second,  donne 

B.  Br==  —  i  J^       l  I  ^.  —  —  -g— 

5.  5,  =  _  4  ^        i  tB,^-^X^ 

I  f  -6, 

B,  B^  =:  —  6  A^       >  et  par  conséquent  /  «    6  A^ 

B,  JSf,..  =  —  ,  .<       I  f  5    =  —  "  ^- 


5^  ÏNTtLOVUCTÏON. 

Les  autres  lignes  ne  fournissent  plus  que  des  équations  identiques  ; 
car  le  produit  a"  x"  aura  pour   coefficient  dans  le  premier  membre , 

d'après  l'article  précédent,  ^  ■     >  et  il  sera  multiplié  dans 

le  second  membre  par  —  jff^  5.  =5  ~  (/yz+i)  (/z-f-i)  ^„  +  ,  ^«+»>^n 

mettant  pour  -4«+i>  -^«+1  et  -^i  1^*^^  valeur,  et  en   effaçant  les  fac- 
teurs communs  au  numérateur  et  au  dénominateur,  on  trouve  encore 

comme  plus  haut 1 : 

VT                    j                              X  A^x         jl  A,x^         ^  Af,x^ 
jNous  aurons  donc  sin  a:  s«  —  .,  —  Z — 1 —  —  1.^  •^•etc; 

B.  B,  £, 

le  coefficient  jff,  étant  déterminé  par  Téquation  B^  B^  +  1  v/.  =t  o 

Si  on  met  au  lieu  de  A^y  A^^  Ai  etc.  leurs  valeurs  en  A^^  tirées 

de  l'article  précédent ,  on  trouvera 

1  A^x         i*  A^^  x^            1'  y^,'  jc^                 1^  AJ^  x' 
fimA:--s«-^ i—  ^—  ■   ...  — 1 — --  —  * —  etc; 

jB,  1.1.3.  jffj  1.1.3,4.5.  ^t  1.1.3.4. 5. (>.7.^, 

et  en substîtuantpoururf^sa valeur — iSjL  il  viendra  après  les  réductions^ 

„             B\  x^  _^      B,'x'     '  BJ  x^ 

siïi  X  mi  Bt  X  ^^  — +  . î — . —  —  ■    ■■  etc. 

1.1.3.         1.1.3.4.5.  i.i.3.4.5«6.7« 

3  5*  Nous  voici  fdonc  arrêtés  «  comme  dans  le  cas  des  fonctions 
exponentielles ,  par  la  détermination  du  premier  coefficient  ;  car  B^ 
étant  connu  »  il  donnera  la  valeur  de  A^  et  réciproquement.  De  plus , 
si  on  examine  la  série  trouvée  pour  cos  x ,  on  verra  qu'elle  surpasse 
le  rayon 9  ce  qui  ne  sauroit  avoir  lieu  dans  le  cercle;  on  est  donc 
porté  à  croire  que  A^  doit  être  une  quantité  négative ,  et  cela  avec 
d  autant  plus  de  raison  que  la  valeur  de  B^  tirée  de  Péquation 
^,*  -H  1  ^a  =  o  >  sera  imaginaire  tant  que  A^  sera  positif.  Ces  dif- 
ficultés vont  ècre  éclaîrcies  par  la  détermination  de  S, ,  et  nous  aurons 
occasion  de  montrer  dans  la  suite  qu  elles  tiennetit  à  ce  que  les  équa- 
tions dont  nous  avons  fait  usage  pour  déduire  les  développemens  de 
cos  X  et  sla  a:  ,  expriment  des  propriétés  communes  au  cercle  et  i 
ri^ypt^rbole. 

ArchimèdQ 


iKTROnUCTION.  Ï7 

Archimède  à  démontre  le  premier  que  la  circonfirence  d'un  cercle 

est  plus  petite  que  le  contour  du  polygone  circonscrit  et  plus  grande 

que  celui  du  polygone  inscrit  d'un  pareil  nombre  de  côrés;  il  suit  delà 

qu'un  arc  de  cercle  est  toujours  plus  petit  que  sa   tangente   trigono^ 

métrique  j  et  plus  grand  que  son  sinus  i  mais  on  sait  que 

sin  X  sîn  x 

tan  X  = 


cos  X         V  1  —  sin  x^ 


on  aura  donc  -<    V  i  —  sin  a;* 

sin  X  ^x 

Les  formules  du  genre  des  précédentes,  par  lesquelles  on  établie 
une  comparaison  A^inigaliti  entre  deux  grandeurs ,  peuvent  être  traitées 
de  même  que  les  équations  \  car  toutes  les  opérations  qu'on  peut  faire 
sans  troubler  l'égalité  des  deux  membres  de  celles-ci ,  ne  détruisent 
pas  non  plus  Tinégalité  des  deux  membres  des  autres  :  il  est  vrai  que 
cette  inégalité  change  de  valeur,  mais  elle  reste  toujours  dans  le  même 
sens ,  ce  qui  est  la  seule  chose  qu'on  considère. 

Pour  dégager  sin  x  dans  la  première  des  inégalités  posées  ci-dessus , 

on    multipliera    les   deux    membres   par  Vi— suïjc*  ,  il     viendra 


%yn  x^  X  \/  I  — sin  x^  et  en  élevant  au  quarré,sin  x^  >►  a*  (i — sin  x^)\ 
ajoutant  de  part  et  d'autre  x^  sin  jc%  on  aura  (  i  -f-x*)  sin  ;t*>  a;^  j 
divisant  par  i  -|-x*  et  extrayant  la  racuie  quarrée  de  chaque  membre. 


il  en  résultera  sin  x 


X 


x^ 


Si  on  développe  ^ par  le  moyen  de  la  formule  du  binôme  ; 


x^ 


on  aura  x  fi  ^  l  x*  ^^  ±±  x^  —  ^' ^' ^'  x^  +  etc.Y il fau- 

\  a  2.  4.  1. 4. 6.  ^ 

dra  donc,  d'après  ce  qui  précède,    qu'en  retranchant  cette  série  de 

la  valeur  de  sin  x ,  le  résultat 

*- >-  i.i.j,  1.1.5,4.5.  J     \  X  a.  4.  y3 

soit  une  quantité  positive.  Mais  il  suitaussi  de  ce  qu*on  a  sin  ;r-  <;  x,  que 

la  difFcreiice  x  îi  -/b.  -  £lL£  -*-  _?llfl  -  etc.^    \     doit 

H 
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t:ie  positive;  or  cqs  deux  conditions  ne  sauroient  être  remplies  dans 
tous  les  c?.Sy  à  moins  qu'on  n'ait\ff,  î=ï  i.  En  effet,  on  peut  toujouis 
donner  à  x   une   valeur  assez  petite  pour  que  le  premier   terme  de 

chacune  des  séries     i   —  _  jc*  '  -4-  illl  x^  —  etc. 

1  1.4. 

B,  —  -J —  -h  ' —  etc. 


i.i.^  1.1*3.4  5. 
sijrpasse  la  somme  de  tous  les  autres  ,  et  que  cette  somme  de- 
vienne moindre  qu'aucune  quantité  donnée  (  n^  8 ,  9  ).  On  pourra 
donc  représenter  la  première  série  par  i  —  ^  et  la  seconde,  par 
^,  ">^<^%  ^  et  Jv*' étant  des  quantités  aussi  petites  qu'on  voudra  »  et  en 
vertu  des  condîtiojis  ennoncées  ci-dessus  »  il  faudra  que   les  valeurs 

de     '  >•  soient  toutes  deux  positives.    Maintenant 

supposons  qu'on  ait  B^  s-s  i  +  ^,  les  expressions  précédentes  de- 
viendront      "*"   ^  (  .  ^aais  <^  et  ^'  peuvent  toujours  être  moin-i 

dres  que  J ,  c'est  donc  alors  du  signe  de  cette  quantité  que  dépend 
celui  des  différences  que  nous  considérons,  et  par  conséquent  la  pre- 
mière étant  positive ,  la  seconde  sera  négative ,  ce  qui  ne  s'accorde  paA 
avec  l'état  de  la  question. 

B,  ne  sauroit  non  plus  être  au-dessous  de  l'unité;  car  si  on  avoit 
^,  ï=  I  —  dy  d  deviendroit  négatif  dans  la  première  formule,  po« 
sitif  dans  la  seconde,  et  en  raisonnant  sur  l'hypothèse  actuelle  comme 
sur  la  précédente,  on  trouveroit  encore  deux  résultats  de  signes  di& 
ii^rens  ;  or  comme  cette  circonstance  ne  peut  pas  avoir  lieu ,  il  £iuc 
en  conclure  que  B^  ne  peut  être  ni  plus  grand  ni  mointlre  que  i  >  et 
que  nécessairement  on  a  -fl,  =  i. 

Afin  d'écaner  tous  les  doutes  qui  pourroient  affbiblir  les  raisonne^ 
mens  précédens,  je  ferai  remarquer  que  les  séries 

i  ^  L  X*  -h  L±  x^^  1±1:  x^  etc. 
i  a.  4.  1.4.^. 


n        ^?  **     .       B,'  x^  B?  x^ 


etc; 


i.i.}.  i.i.3«4.5.        i.z.3.4«5.<>â7* 

ne  sont  pas  dans  le   cas   de   l'exception  indiquée   n^   9  ,   et  que  le 
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rapport  géométrique    de  deux  termes  consécutifs  pris  dans  Tune  ou 
dans  Pautre ,  n*est  pas  susceptible  de  croître  indéfiniment. 

En  efTetydanrla  première,  deux  termes  consécutifs  sont  représentés 

en  général  pat  ''^'^ (^"  — 0  ^^-^  ^-i'^ (^«-KQ  ^..+,  ^^ 

1.4.6 in  1.4.6 (in +  2.) 


leur  rapport  est  exprimé  par 3_  x*;  or  quelque  soit  »,la  firac- 

tion      ^*^  ^  est  toujours  au*dessous  de   Tunlté,   le  rapport  précé* 
1  /ï  -4-  1 


dent  sera  donc  toujours  moindre  que  x^.  II  suit  delà  qu'on  peut  ren- 
dre  ce  rapport  aussi  petit  qu'on  voudra  ^  en  donnant  à  x  une  valeur 
convenable. 

m 

Dans  la  seconde   série  les  expressions  de  deux  termes  consécutifs 
sont  î ;  .      i ! ^ ,  et  celle    de  leur 


rapport  est  '  ■  :  quantité  qui  décroît  à  mesure  qu'on. 

(i«-t-i)(i;2-+- j) 


s^éloigne  davantage  du  premier  terme.  On  voit  donc  qu'il  est  tou* 
jours  possible  de  donner  à  x  une  valeur  telle  que  les  termes  de  l'ime 
et  de  l'autre  série  décroissent  aussi  rapidement  qu'on  le  voudra.  *   • 

Puisqu'on  a  ^,  ==:  i  on  trouvera,  en  vertu  de  l'équation 
J?,  -fl,  -H  1  ^4  =  o ,  ^^  =  —  - ,  et  par  conséquent  on  aura 

X*                  x^  x^ 

cos  *:  c=;  I   —  -4-     — -—       ■  -4-  etc. 


1.1.  i.i.}.4.  i»i.j.4.5.6« 


sin  X  =^x  —  —  -+-     ■  —  ■ — . H-  etc. 


i.i.j.         i.i.3«4.5.         X. 1.3. 4.5. ^.7. 

telles  sont  les  expressions  du  sinus  et, du  cesinus  développées  suivant 
les  puissances  de  Parc  j  je  montrerai  plus  loin  comment  on  en  peut 
tirer  la  valeur  de  l'arc  lui  même. 

3^.  Les  considérations  qui  nous  ont  setvi  i  déterminer  B^  ne 
sont  pas  particulières  aux  expressions  dont .  nous  nous  sommes  occu- 
pés dans  l'article  précédent  ;  on   en  peut  tirer  un  principe  général , 

Hz 


y 
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d'a'Knnt  plus,  remarquable,  que  nous  en  ferons  laiasc  dès  appUcatîcms 
du  calcul  différentiel  à  la  théorie  des  courbes. 
Voici  l'énojicé  de  ce  principe  : 

Sount  trois  expressions  A     -4-  B    x  -+-  C     x*  *H-  D    x'  -|-etCr 

A'  H-  B'  X  -f-  C  X*  +  D'  x'  -h  etc. 
A"  +  B''x  4-  Cx^  -t-  D'^x'  +  etc- 
telles  que  tes  valeurs  de  la  seconde  se  trouvent  toujours  comprises  entre 
celles  de  la  première  et  delà  troisième  :  si  ces- deux  dernïires  exprès^ 
sîons  ont  le  même  premier  terme  y  il  sera  nécessairement  égal  à  celui 
de  la  seconde  ;  cest-  â  -  dire  qu  ayant  A  =  A"  ,  ort  en  pourra  con- 
clure A  =  A'. 

Pour  le  prouver ,  supposons  qu'on  ait  donné  i  x  une  valeur  assez 
petite  pour  rendre  moindre  qu'aucune  quantité  donnée  la  somme  de 
tous  les  termes  qui  suivent  le  premier  de  chacune  ^^%  séries  proposées , 

et  que  dans  cet  état  on  les  représente  par  A'  -h  ^'  >  ;  si  on  retranche  la 

A"^^'S 
première  de  la  seconde ,  et  celle-  cl  de  la  troisième ,  on  aura 

A'  —  A  -f-^'— ^    ^  -         ,.         ,         , 

./* .,      ^"—^*   r»  résultats  qui,  en  vertu  de    Ténoncé   delà 

proposition ,  doivent   être   positifs  l'un  et   l'autre.   Mais  si  on  pose 


A  ,  ^=z  A  ti  qu'on  fasse  successivement      ,  S, on  prouvera» 

A'  =^A  "^  dy 

comme  précédemment,  que  tant  que  d  ne  sera  pas  nul,  les  valeurs 
,des  formules  ci-dessus  seront  de  signe  différent  ,  il  faudra  donc 
qu'on  ait  A'  =  A. 

Les  notions  que  nous  avons  données  des  limites  (n®'  1 1  et  1 1)  rendent 
encore  cette  proposition  bien  évidente  et  abrègent  un  peu  la  démons- 
tration y  car  si  on  prend  le  rapport  entre  -la  première  série  et  la   troî- 

sième,  on  trouvera  ^    ^  B    x  ^  C    x^  ^  D    x^ -^etc.ç^^^^^^ 

A"  ^B"  x->r  C  x^  +  D'"  x'  -h  etc. 

dorit  la  limite  est  -_  et  devient    i  ,  si   ^^    ==  A'\    Mais  puisque 

a'' 

la  seconde  série  est  toujours   comprise  entre    celles-ci    qui    tendent 
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sans  cesse  vers  légalité,  lorsque  ^=:  A"\  e:  que  x  va  en  décrois- 
sanc  ,el!e  doit  pouvoir  s*appr6çher  indéfinhnent  de  Tune  et  de  l'autre, 
ainsi  que  de  leur  limite  commune.  Il  suit  delà  que  les  rapports  de  ces 
trois  séries,  comparées  deux  à  deux,  doivent  tendre  sans  cesse  vers 
l'unité.  En  divisant  la  seconde  par  la  première ,  on  a 

,  dont  la  limite  esc 


A'  -\-B'  x-^C  x''  -\'ïf'  x^  -f-  etc. 


^-f--flA;-+-Cx*-hZ)  AT^H-etc, 


— :  donc  ;=  i  on  ji'  =z  A* 

^  A 

Si  on  formoit  quelques  doutes  sur  la  possibilité  de  rendre  dans  la 

série  A  ^Bx-^Cx^-^^Dx^-^   etc.  la  somme  des   termes 

B  ;c  -h  C  A*  -4-  Z>  jc*  H-  etc.  aussi  petite  qu'on  voudra  par  rapport 

au  premier  A ,  il  suffiroic ,  pour  les  dissiper .,  d'observer  que  le  procédé 

indiqué  n*^  9 ,  pour  faire  en  sorte  que  chaque  terme  de  cette  série  soit 

plus  petit  que  la  moitié  de  celui  qui  le  précède,  peut  conduire  â  un 

décroissement  aussi  rapide  qu*on  voudra»  II  n'y  a  qu'a  faire  x  <; , 

alors  chaque  terme  sera  moindre  que  la  «*•*  partie  de   celui  qui  le 
le  précède.  Mais  si  on  conçoit  au  lieu  de  J5  ;c  -i-  C  a:*  -t-  /?  ;çî  -f-  etc. 

'      k         k  k 

la  progression  -  -f.  —  -4-  —  -4-  etc.  dont  chaque  terme  çsz  contenu , 

un  nombre  n  de  fois  d^ns  celui  qui  le  précède ,  et  à  laquelle  on  peut 
donner  la  forme  suivante  -  (  r  -H  --  -^  -L  -4-etc.\  j  la  somme  ou 

plutôt  la  limite  de  cette  progression  sera  -  ( . -^  ,  résultat  qu'on 

obtient  en  faisant  a  =  1  et  jr  =  -  dans  la  Formule  du    n*^  3  ;  or 

n 

la  quantité-  f ^  = peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on 

B  Vi  —  iy         n — I 

n 

voudra^ en  prenant  pour  n  un  nombre  convenable, tant  que  k  ne  sera 
pas  infini  ;  il  ejï  sera  donc  de  même  à  plus  forte  raison  de  la  série- 
Jî  :v  4.  C  A*  -h  if?  ar'  -h  etc. 

37.  Il  existe  entre  les  loqarithmes  et  les  arcs  de  cercle  une  anaFo- 
gic   rcmjiq.i^ible.  En  eirct,  si  oa  rapproche   les  séries  qui  e::pJincnt 
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e' ,  sln  X  et  cos  x:  >  on  aura 


e'  =  I  -t-  _  + -H  — i -4-  -f-  -f-  —————   etc. 

I  x.x«  i.i.j.  1.1.3.4.  i,i.5.4.5.  i«i.5.4.5.â. 


cosji: 


srnx 


a:*  x^ 


etc. 


i.x.  .       1. 1.  3.4.  i.i. 3.4.5. (>. 

^  etc. 


X  x^  ,  x^ 


1  1.2.3.  1.1.3.4.5. 

et  on  verra  que  tous  les  termes  compris  dans  les  deux  dernières  réu- 
nies, sont  les  mêmes,  aux  lignes  près,  que  ceux  qui  leur  correspon- 
dent dans  la  premièce  j  mais  si  on  substitue  dans  celle-ci  x  V^— —  i  au* 

lieu  de  x  on  aura,  a  causa  de         ^(x  y— 0*  =  +  «* 

etc. 


^V^.  _.  I  ^  ^V— ^  .i_  _  ^'  y  ~*  H-       ■"         +  il-I 1  ect. 

I  i.\.  I.2.J*  I-1.3.4-  1.1.3.4.5. 

mettant  aussi  dans  la  même  série  —  x  \A— ï  P^^r  x^  il  viendra 

^,/..  . ^\^-y  _  ^  +  Wzii  +      ^'       ~  fLViZi  etc. 

1  1.1.  1.1.3.  1.1.3.4.         i»i.J*4-5\ 

en  ajoutant  ct^  deux  résultats^  on  trouvera 

l  !.!•  1.1.3.4.  i)     ' 


1  COS  jc ,  d'où  cos  X 


1 


si  au  contraire  on  retranche  le  second  du  premier  ,  il  viendra 

t         I  1.1.3.  1.245.4,5.        ^ 

ou  =  <X i  -+-   '  C^^'   ç 

1  y  —  I  l  1.1.3.         I.2..3H-5»  -^ 

et  par  conséquent  sm  x  = 

1  \/— I 

Il  seroit  facile  de  trouver  les  expressions  analogues  des  autres  lignes 

trigonométriques.  On  auroit  celle  de  tan  ;r,  par  exemple,  en  substi- 
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tuant  au  llcu  de  sin  *■  et  cos  .v  leur  valeur  dans  1  équation  rnn  x  = 


sin  X 

' • 

cos  a; 


il  viendroit  alors  tan  x  ^=^  — l f  f! L_LJL-J1  ,  ou  bien  en 

multipliant  le   numérateur  et  le   dénominateur  du  second    membre 
par  e^^-\  tan  x  =  ——  (t lY 

58.  Ces  deux  équations  cos  a;  =  — 


sm  jt* 


vont  ftoui  conduire  à  des  résultats  d'un  grand  usage  dans  l'analyse. 
Nous  en    tirerons  d'abord,    en  les  ajoutant,  après  avoir  multiplié' 
la  seconde   par  y — i  ,  cos  x  -l-  y — i    sin  x  =  ^'V<-« .  ^^  ^^  j^^ 
retranchant,  cos  *  — y— i  sin  jicr  =  ^— v<.i^  g^  prenant  les  loga- 
lithmes  de  chaque  membre  des  dernières  équations ,  on  trouvera 
xV—\  =  1  (cos  X  -4-  vC^i  sin  x)  \ 
.—  xyT—i  ;sâ:  1  (cos  X  —  v^~i  sin  a)  3  * 
si  on  retranche  la  seconde  équation  de  la  première,  on  .aura 
i  ^-V^— I  =  1  (cos  X  -4-V^— 1  sin  at)  —  1  (cos a;  — Vl-i  sin  x)  =3 


1  "f   cos  X  -4-  V^^i  sin  x   \  ^ 
i   cos  a;  —  V—i  Sin  X  J  ' 


divisant  le   numérateur  et    le  dénominateur  de   cette   fraction  par 

sin   X 
cos  AT ,  et  mettant  gour ,  sa  valeur  tan  jc ,  il  viendra 

cos  X       '  , 

'X  xyT^i  =  1/    I  4-  V^r  can  x  X 

t    I   —  V- — I   tan  a:   i 
Faisons  maintenant  v' — i  tan  a;  =  ^,  nous  aurons;  eti  vertu  de  la 
'  série  trouvée  pour  1  (i±-?)  (n**  il.)   ^ 

*  ^  ^—i  =  1  I  «+fl^£^  etc.   l , 
ou  en  remettant  pour  u  sa  valeur  , 


^4  Il^TROVVCTION. 

En  supprimant  le-  facteur  commun   i.  v^-^i  ,  on  obtient  ; 

tan  jL*'     .     tan  a* 

X  ==  tan  X  —   -4-  etc. 


3  5 

série  très  remarquable ,  tant  par  la  simplicité  de  sa  loi  ,  que  par  la 

nature  de  la  relation  qu'elle  renferme ,  puisqu'elle  qsx.  le  développe* 
ment  d'un  arc  de  cercle  ,   au  moyen   de  sa    tangente.    Représentons 

tan  X  par  r,  et   nous   aurons  x  =  r —  -  -\t  ^  —  -^  etc.    Si    on 

3  5  7 

prend  pour  x  l'arc  de  4  5®,  sa  tangente  étant  égale  au  rayon  ouàl'u- 

lute,  on  trouvera  arc  de  45*^  ==  i   —    _ -H  ^  -^  -  etc. 

J  S  7 

Cette  série  n'est  pas  tfès  convergente  ,  mais  on  peut  en  déduire 
d'autres  qui  le  soient  davantage,  par  des  artifices  analytiques  que 
nous  allons  exposer. 

Il  est  facile  de  voir  que  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal'  à 

I 

l'unité,  le  sinus  de  l'arc  de  }o^=:^,le  cosinus = ^  \/ î , et  parconséquent 
la  tangente  ==  _•  Substituant  cette  valeur  au  lieu  de  t  on  trouvera 

arc  de  50^=-!-^  i  —  J^  -f.  — L-  —  -j- _etc.  S- 

Vi^  3»}  5-3'         7-î'         9-î'  -> 

résultat  plus  convergent  que  le  précédent.   Connoissant  la    longueur 

de  Tare  de  jo®,  on  aura  celle  de  la  circonférence  en  multipliant 
la  première  par  1 2.  C'est  par  la  série  précédente  que  Lagny  a  calculé 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  avec  117  décimales,  et  il  a 
trouvé  que  le  diamètre  étant  =  i  ,  la  circonférence  étoit  exprimée 
par  3,14159  ^^5îS  8979Î  i}84<J  2^4îJ  83179  50288  4^97^ 
^9399  375^0  58209  74944,  59250  781(^4  0^28^  20899  86280 
34825    34211   70(j7  9   82148   o8<Î5i    32723   o66^j  0^84  4<>. 

Voici  un  moyen  qui  conduit  à   une  approximation    encore    plus 

rapide:   puisqu'on  a  f!!Ll    =  tan  a  et  Î!^l^t\  =  tan  {a+b  ) 

WS  a  cos  [a-^b) 

en  développant  sm  (^H-^)   et  cos  {a-^b)^  on   trouvera 

sin  a  cos  b  +  sin  b  cos  a  ,  .  t  n  nyr  •  «.;  ^n  A\»\cc.  U 
Zl^ =  tan  (tf-+-i).  Mais    si  on  divise  le 

Q^%  a  cos  b  —  sin  a  sin  b 

numérateur  et^le  dénominateur  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion 


\ 
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sin  a    .    sin  i 


cos  a         cos  i  . 

non  par  cos  i<  cos  ^  «  on  trouvera  : : — r  *  ce  qui  se  réduit 

*  '  sin  tf     sin  3  '      ^ 

COS a     cos^ 

facilement  à  "^  =  tan  (tf  +  ^). 

I— cantf.tan^  \ 

Prenons  Parc  ^ -4-^  =«45^,  on  aura  alors  tan  (tf-f-^)  =  i ,  et 

par  conséquent  i  —  tan  ^  tan  ^ = tan  a  +  tan  i ,  d  où  tan  ^  *=   '      * T 

i-Htan  tf. 

Si  maintenant  on  fait  tan  ^  ae=  j ,  il  en  résultera  tan  ^  =  j.  Les  arcs  a 

et  i  seront  donnés  par  deux  séries  plus  convergentes  que  celles  que 

nous  avons  trouvées  plus  haut  »  et  on  aura 

.  I       .       I  I  I 


etc- 

3.Z5  5.1'  7.1^    '^    Q.Z^ 

I       .       I       _      I       .       I 


etc; 
3-J^         5-J^         7.3'         9  5' 


);•  Reprenons  les  deux  équations  cos  x 


— ^~~i 


sin  X  =;  .  1  '^ 


si  l'on  y^  met  n  x  au  lieu  de  x  on   aura 

cos  __^ 

*  1  f  ^  . 

ce  qui  conduit  aux  valeurs  des 


V 

sin  w  r  î=«"  — .^- \ 


sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples. 

En  général ,  ces  formules  donnent  le  moyen  d'appliquer  le  calcul 
algébrique  aux  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus,  et  avec  leur  secours 
on  parvient  aux  mêmes  résultats  que  ceux  qu'on  obtiendroit  par  les 
voies  trigonométriques. 

Comme  cette  matière  n'est  pas  entièrement  de  notre  sujet ,  on  n'en 
trouvera  ici  que  quelques  exemples ,  mais  ils  suffiront  pour  montrer 
Fusage  qu'on  peut  feîre  de  ces  formules.   ^' 

Supposons  qu'on  demande  ce  que  signifie  le  produit  sin  x  cos  x^^ 

I 


>  -•■» 


\ 
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on  trouvera  »  en  reffeccuanc ,  «in  x  cos  ;^  =  î f i 

ou  2  sin  X  cos  ;ir  =  ;  mais  il  est  aisé  de  voir 

1^/ — I 

que  le  second  membre  n*est  autre  chose  que^Ia  valeur  de  sin  x  x^ 

puisqu'on  y  parviendrait  en  mettant  x  x  aii  lieu  de  x^dans  Teipres- 

sion  de  sin  x  ;  on  aura  donc  sin  x  cos  ;c  =s  ^  sin  z  ar.  Si  on  s*étoic 

proposé  sin  x  cos  { )  on  auroit  eu 

sm  jc  cos  £  —  '  ^     '  ^^ 


V 

d  ou  sin  jc  cos  ^  —  "  ^^  ^ 

2.    2\/ 1 

mais  il  est  evrdent  que  «..-------_—-__  s=  sm 

par  conséquent  sîn  rt  cos  {  =  ^  { sin  ( Jr-h^)  4-  sin  {x — j) } . 

Cette  formule  se  tire   très  simplement ,  A  la   vérité  »   des  valeurs. 
connues  de  sin  (ji^-+-{)  =  sin  x  cos  ^  -+-  sin  £  cos  jc  7  • 

sin  (r — ^f)  =  sin  X  cos  £  —  sin  j  cos  x   3 
ajoutant  ensemble  ,  mais  le  moyen  que  nous  venons  d'eoiployer  con* 
duit  plus   aisément   aux   formules    générales,  ainsi   qu'on  le    verra 
bientôt. 


40.  Puisqu'on  a  e  '^-^  :=  cos  4r  +  \/ —  i  sîn  x   T 

er'y^^  =  cos  X  Jg^  \^""  ^  sin'x   J/ 

on  en  tirera  e  "  '/"'  =  (  cos  :i:  -f-  \^ —  i  sin  x  )• 

^««v^li  s:-  (cos  X  —  \/—  1  sin  Af)* 

j,  >    .               e"*v^' — ^-^'V^i        /  cos  jir-4.\/— I  sin  a:)* —  (cos  x — \/ — I  sîn  xY 
dott  sinn^=«— *- =  v  ^       ,  ^ ^ ^  ^ 

2V— I  ly— 1 

* 

.  Nous  voilà  donc  parvenus  a  l'expression  du  sinus  d*un  arc  mul- 
tiple d'une  manière  fort  simple  ,  et  il  faut  bien  faire  attention  que 
quoiqu'elle  soit  affectée  de  signes  imaginaires ,  elle  n*en  est  pas  moins. 
réelle  ;  car  ces  signes  disparoissent  tous  dans  le  développement  des 
puissances  indiquées*  En  eâèt  on  a 
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(cos  x-h^—  1  sin  *)•  SB  cos  *•'-+■  n  V'— 1  cos  a.-—'  sin  x — '!iîlli2  cos  x*-*  sîu  *»  —  etc. 

(cos  jc— \/ — I  sin  xY  =s  cos  at" —  n^ — i  cos  x^'  «in  x—  "^"~^^  cos  A:^-*  sin  **  -+-  etc. 

en  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première ,  et  divisant  par 

2  \/ — I  ,  on  trouvera  : 

sin  s  x=n  cos  jt"-'  sin  x —  '  «^'^  ^'-^  cos  *"-'  sin  «'  4-  r^*-^'*"-*^  ^-^*^*^  cos  **-'  sm  x«  ctc5 

Il  n  est  pas  besoin  d'avertir  que  cette  série  sera  terminée  toutes  les 
fois  que  n  exprimera  un  nombre  entier  positif  j  elle  suit  à  cet  égard 
les  mêmes  loix  que  la  formule  du  binôme  dont  elle  est  tirée.^ 
■En  mettant  pour  <»«v-i  ^^  ^-««v-»  leur  valeur  dans  l'équation 

COS  n  X  =ss  "^  on  trouvera , 


cosnx  =  {  {cos  x^^ — I  sin  Jc}"-f-i  {cos  x — y' — i  sîn*}% 
et  en  développant  il  viendra,  après  avoir  effacé  les  termes  qui  se 
détruisent  et  qui  sont  alors  ceux  affectés  d'imaginaires, 

cQ^n^^rnc  ^^^  («— 0  f^^ r""n  t'  +  "*  ^''~^^  ^''^^^  ^""^^^  cosjt-^sîii  x^  etc. 

4ï.  On  peut,  sans  le  secours  des  séries,  arriver  aux  résultats  pré^ 
cédens  en   faisant  usage  des  équations 

sin  (x  i  i^  =  sin  x  cos  {   ±    cos  x  sin  ( 
cos  (j:  ±  {)  s=  cos  «  cos  £  5;    sin  x  sin  { 

I  =  sin  :«;^  -H-  cos  Jt* 
qui  renferment  toute  la  théorie  des  sinus,  et  voici  comment:  à  cause 
de  la  dernière  on  a  1=5  (cos  a:-4-\/-— i  sin;r)  (cos*?— \/— i  sin  x)  ; 
mais  en  développant  le  produit  (cos  ^-^y^ —  i  sin  x)  (cos  i"h\/ — i  sin  {), 
on  trouve  cos  x  cos  ^ —  sin  x  sin  {  -+-  {  cos  jir  sin  :;;  -f-  sin  x  cos^]  \/— 1 1 , 
résultat  qui  donne,  en  vertu  dos  deux  premières  équations, 
(cosjv-f.y'.^  I  sin  x)  (cos{+y/ —  1  sin  {)=cos(;c-4-{)H-V' — i  sin(4r-+-j); 
On  obtiendra  de  même  , 

(cos  *— \/ — t  sin  x)  (cos  { — \/ — 1  sin  ()  =*cos  (A:-t-{) — v' — ^  ^^"  (^"l"?) 
(cos  ^-t-V' — ï  sin  at)  (cos  ^— y'— i  sin  ()  =  cos  (at— {;)+\/ — i   sin  (x — ^) 
(cos  X — \/ — I  sin  Aï)  (cos  ^-4-^-— i   sin  ^  =  cos  (*— î)— V^— ^  ""  (^— {) 
en  peut  comprendre  cçs  quatre  formules  dans  les  deux  suivantes , 
(cos  X  Ji  \/— I  sin  a:)  (cos  i  +,  y'— i  sin  ^  =s  cos  (a:4-{)  jL  \/— ï  sin  (rH-^) 
(cos  a:  il  y^_i  5in  a:)  (cos  ç  —  \/— i  sin  ç)  «  cos  {x—i)  Jl  V—i  sin  (x— {) 

I  z 
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Si  dans  la  première  de  celles-ci,  on  fait  successivement  {;=sxl 
.  X  x  y  i  Xy  {u"-^  i)  X  ,  il  en  résultera  : 

(cosa:Ji\/-    I  sîn  ;»:)*  =  cos  1  a:  i.  V"*"^   sin  i^  ;c 

(cos  X  +.  y/— I  sin  x)  (cos  i  at  jL  V'—- 1  sin  i  x)  ==  cos  3  jtr  i.  \/ — i  sin  j  jc^ 

(cosa:jL\/— *i  sin;i;)  (cos  3  a;  jL  \/ — i  sin  3  ;i;)  =  cos  4  a:  jL  V — 1  sin  4  x 


(cos  .v  JL  \/ — X  sin  x)  (cos  {n — i)  x  jl  \/ — i  sîn  (zj — i)x)  =cosn  x  ^  \/ — i  sin  n x: 

mais  on  voit  que  le  second  membre  de  chacune  de  ces  équations  ^ 
esc  précisément  le  second  facteur  du  premier  membre  de  l  equatioa 
suivante ,  et  en  mettant  au  lieu  de  ce  facteur  >  la  quantité  qui  lui 
est  égale  >  on  trouvera 

(cos  x  JL  V— — I   sin  jtr)*  =  cos  z  x  Jl  \/ — i   sîn  z  x 
(cos  jc  JL  V— I  sin  je)'  =  cos  3  x  jja,  y/— 1  sin  3  x 


(cos  ;c  jL  V^— -I  sm  xy  =:  cos  /z  x  JL  y^-— x  sin  n  jr; 
on  aura  donc 


{! 


(cos  X  -h  \/— — I  sin  jc)*  ==  cos  n  x  -^  \/-i^i  sin  /x  x 
(cos  AT  —  y^— I   sin  Jc)"  =  cos  n  x  —  y/— i   sin  n  x. 

En  ajoutant  ces  deux  dernières  équations,  et  en  les  retranchant  Tune 

de  Tautre,  on  trouvera  comme  ci-dessus 

cos  »  x:=i      i  {cos  x-}-\/ — I  sin  x}"+       ^  {cosat — y'— isînA:}" 


sin  n  ;c  =  -   '  S  cos  a;-+-\/ — i  sin  *>  —  ■■  ^cosx — \/ -r-i  sïn  x\ 

z\/— I    C  :  3  t\/ — I    t  i 

Si  dans  ces  équations  on  fait  jk:  =  -  et  qu'on  les  développe^  elles 
deviendront 


smvi 


<-D>;)-==s^eD>D'-^=^?^=?^'(-D'C4)''^^ 


Les  séries  qui  forment  leurs  seconds  membres  sont  susceptibles 
de  limites  relativement  à  Taccroissement  de  /z,  car  lorsque  ce  nom- 
bre augmente,  lare  -  diminue  et  se  rapproche  de  plus   en  plus  de 

son  sinus  ^  tandis  que  son  cosinus  converge  vers  le  rayon  ou  l'unité  ;  en 
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écrivant  donc  I  au  lieu  de  sin  1 ,  i  au  Tieu  de  cos  l  ,  et  en  réduisant 
les  produits  «,  n  (n— 1),72  (/z—i  (« — 2), etc.  à  leur  premier  terme, 
on  aura  poi:r  la  limice  . 

5111  y  =  «  —  —  —  -4-  ■   »  —  —  etc....=5  V  —  -+-  '■■  ^^^* 

n         1 .  }     72'  i.j,4.5     72^  .^•3  ^•3'4'S 

C0$  V  =  I —  +  — ^ -     —  etc.-..=:  I  '  -+-   •    ctc» 

in"         2  .  3  .  4     72^  2  ^«  5  «4 

Nous  voiU  donc  retombés  sur  les  séries  du  n®  3  5  ,  et  on  voit  par-la 
comment  se  vérifient  Tune  par  l'autre ,  les  différentes  marches  que 
nous  avons  suivies  pour  y  arriver. 

42.  Dans  les  articles  précédens  on  a  développé  les  sinus  et  cosinus 
d'arcs  multiples ,  suivant  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de 
Tare  simple  ;  voici  comment  on  peut  résoudre  la  quesiion  inverse , 
c'est-à-dire  celle  où  il  s'agît  d'exprimer  les  puissances  du  sinus  et 
du  cosinus  de  l'arc  simple ,  par  les  sinus  et  cosinus  de  ses  multiples. 

q  .     f  cos  X  -H  \/— I   sin  X  =z  u 
I  cos  jt  —  \/— -I  sin  *  =  V 

on  aura  cos  x  =  7  («-+-v),sinAr  ssa  m  («— v),et  delà  on 

tirera  d'abord  cos  x*=  .^---  (a+v)».  En  développant  la  puissance 
indiquée  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  il  viendra 

*"  <•  *  i   •    î  .        > 

mais  dans  l'expression  (  «  H-  r  )*  on  peut  changer  y  et  w ,  et  récipro-^ 
quemcnt ,  ce  qui  donnera 

'^    ^-j»    i        •-.1        I   ^{^ — 0   ji-2    »    ,   72(«-— Of/2 — 2)    .^,    ,  ") 

-  ^  v"  +  72  y*-*  u  +  «i L  V»-*  a»  4-  Jl L! :  v*-'  u}  -+-  etc.  >  z. 

i"   <•  ^  i     •      3  S 

en  ajoutant  ces  deux  résultats ,  on  aura 

2*    t  2 

72(72 1)(72 2)  /    ^,    ,    ,      ^,    ,. 

^        -i-i L  («"-"5v3-hy'^î«î)etc. 


cos  jk" 


cos  :t" 


2  cos  :c" 


2     .  ^ 
On  peut  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante , 

.     72f/2 1)  (72 — 2)  ,      ,  ,   __>.  ^v 

-t-  J 1.1 L  u^v^  (tt"^-H  v"*^)  etc. 
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maïs  en  vôrtu  du  n^  40 ,  on  a 

cos  «  a:=  ^  (cos  AT-f-y" — I  sin  Ar)"-h  r  (cos  ;r — y" — i  sîn  a:)*==  \  «"-+.  i  v%' 
et  cela  quelque  soit  n.  On  en  pourra  conclure  que  i/"-4-v"=:2cos/ijr, 
et  en  général  «"-"•  H-  v"-^  =s  2  cos  (« — /w)  x  ;  de  plus  il  est  aisé  de 
voir  que  «  v  =  i  ,  par  conséquent  on  aura , 

i^-'cOS x"  {  X  cos 72  AT-t-l  72  COs(;2 z)  AT-}-  '^  "  ^"^'^  COS(72 4):t-f-  ^  «  ("-'  >  <>^^>  cOS(72 ^)  XttC.  }' 

ou  bien  en  divisant  tout  par  z 
i"  cos  A;"  =  îcos72Ar+Icos(7î — 2) :g H- * ^'~'^  cos(72 — 4)jcH-ii:riL2r!^cosr72 — (j^Jtetc.l 

En  continuant  cette  formule  comme  celle  du  binôme  de  Newton  ," 
on  arrivera  à  des  cosinus  d  arcs  négatifs  ;  mais"  ils  sont  précisément 
les  mème^  que  ceux  des  arcs  positifs  qui  leur  correspondent,  ainsi 
qu'on   peut    s'en    assurer    en    faisant   x^    négatif   dans    l'équation 

cos  X  =  "^  ,  dont  le  second  membre  ne  change  pas 

par  cette  substitution  :    on   écrira  donc  cos  (772 — 72)  x  au.  lieu  dç 
cos  {^n-^m  )  x,  \ 

La  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  cos  jt"  n*est  pas  res-^ 
traînte  au  seul  cas  où  72  est  un  nombre  entier ,  elle  conviendroit  éga- 
lement à  cGux  où  72  seroit  fractionnaire  ou  négatif.  Cependant  dans 
le  premier  elle  est  susceptible  d'une  simplification  que  nous  allons 
faire  connoître. 
,  Dans  le  développement  de  (i/-+-v)"  >  lorsque  72  est  un  nombre  entier 
les  termes  placés  à  égale  distance  des  extrêmes  ont  le  même  coefficient  j 
pareille  chose  aura  lieu  dans  l'expression 

c^snx-\-l  cos(72— 2>+'?  ^^~'^cos  (72—4)  ^  -t- "^  ^"""^'^  ^"""^^  cos  {n^6)  X.....  etc. 

I  1.  i*  I.    2,    3. 

et  nous  allons  montrer  de  plus  que  les  cosinus  placés  à  égale  dis- 
tance des  extrêmes  de  cette  formule  appartiennent  à  des  arcs  égaux. 
En  effet,  le  terme  placé  à  une  distance  772  du  premier  est  affecté  de 
cos  (72 — 2  ni)  Xy  et  le  dernier  l'est  lui-même  de  cos  (72 — 2  72)  jc,  ou 
cos  —  72  x'y  tn  remontant  vers  le  premier  d'un  nombre  de  rangs 
marqué  par  772 ,  on  trouvera  nécessairement  cos  (  —  72-1-2/72)  *•,  ou 
cos — (72 — 2  772)  X.  Mais  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  cos  (72 — 2772)  x 
et  cos — (72 — 2  772)  X  reviennent  au  même  ;  il  suit  donc  delà  qu'il  est 
inutile  de  chercher  les  termes  multipliés  par  des  cosmus  d'arcs  néga-f 
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tîf$;  et  qu*ll  suflSt  pour  en  tenir  compte   de  prendre  le  double  de 
chacun  de  ceux  qui  en  contiennent  de  positifs. 

On  pourra  donc,  en  s*arrêtant  au  terme  où  les  arcs  deviennent 
négatifs ,  écrire  2"  cos  ;c*  = 

<  1  cos  n  jc  -4- cos  (/z— 1)  X  -+* \         '  cos  \n — 4)  x  -|-....  etc.  > 

i  I  1*2.  y 

Il  faut  néanmoins  observer  que  dans  le  cas  oùze  est  un  nombre  pair, 
la  formule  a  un  terme  moyen  également  éloigné  de  l'un  et  de  l'autre 

extrême ,  et  Représenté  par ^ ^     ' ^ ^      a "t"  /  ^qj  ^ ^  —  ^  ^  ^.^ 


\ 


I.  % 


à  cause  de  cos  o  a:  s=  i ,  il  se  réduit  â  ^LjIL 2lllll!^lIII-J  ;  et  parce 


I.  1 • 

2 


qu^il  est   unique  ^   il  ne   doit  pas  être  multiplié  par  2  comnie  les 
autres. 

On  aura  donc  pour  dernier  résultat  2"""'  cos  jc*  = 

I  cos  «  jc  +  2  cos  (12—2)  ;t  +  iC^Zli)  cos  (;x— 4)  ;c  -H  ^  ^'^'^^^"^^cos  (a— ^):c  etc.  Y 
l  I  1.  .   2.  !•   .  2.   .    J,  3i 

en  observant  de  s*arrëter  dans    cette    formule    lorsqu'on  rencontrera 

un  arc  négatif,  et  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  coefficient  du  co-» 

sinus  de  l'arc  nul  qu'on  trouvera  ^  i\  n  est  pair.  Avec  cette  attention 

il  sera  facile  de  former  les  valeurs  de  la  table  ci-jointe  : 

cos   X     s=:   cos   X 

'  2   cos  x^  =  cos   2    :c  -+•  I 
4  cos  jc'  =  cos   3    :c  -H  }   cos  x 
8  cos  jc*  =  côs  4  jc  H-  4  cos  2  X  +  j 
\6  cos  x^  s=  cos  5^+5   cos  j  jtr  +  10  cos  x 
32  cos  a:*   =  cos   6  X  -^^  6  cos  4  5:  -+-  15   cos  2  a;  -+-  to 
^4  cos  AT^  =  cos  7^+7  cos  5a;-+-2I   cos3A;-f-J5  cos  x 
etc. 
4}.  Pour  développer  sin  :r'  on  fera  usage  de  l'équation 

»in  X  =  — ; (u — rj,  et  on  trouvera  sui  x'  =: («^yV 

(iV— i)'t  1,^  I.  a.  1.     a.    3^  J 

i^.soit  n  un  nombre  pair;  dans  ce  cas  («  —  v)*  =i(v— «)"  et  p^ 
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conséquent  on  aura  encore  sin  x^  =         ^        (v — « V.En dé vcloppant 

le  second  membre  de  cette  équation  qu'on  ajoutera  à  la  première ,  îl 
viendra 


4smA:'=: : ^/^--uv"  — '-(«""' t/H-v-'"^-^'^^''~'^ 


Ix\/—iY\  i^ 


I  •      A  •  V 

72(12 l)  C/2 1^  /    .^,      ,  .si 

I-     i.     3-  '       -/. 


3 
ou  bien 

^  . J^ Li f  tt'  iiî  (tt"-^  -f.  y"-*)    etc 

I.     a.     3 

résultat  qui  est  le  même ,  aux  signes  près ,  que  celui  du  n^  précédent»^ 

nous  pouvons  donc  écrire  tout  de  suite  (ly^— ,1^  sin  ;c'  = 

jcQS  /2  ;c  -  ?  co$(«~2)  x+'îkiZll  cos  (/2-4)  X  —  ^(^-0(^—0  cos  (/z—O^etc.  l 

V  I  1.    l.  I.        2.        3.  > 

rimaginaîre  disparoît.  parce  que  n   est    un  nombre  pair  ,    et  on  a 
(2Y/~i)"  =  i  2",  le  signe  supérieur  ayant  lieu ,  si  n  est  doublement 
*  pair,  c'est-à-dire  multiple  de  4 >  et  le  signe  inférieur,  s'il  est  sim- 
plement divisible  par   2. 

On  fera  sur  le  second  membre  de  cette  équation  les  mêmes  raison- 
nemens  que  dans  larticle  précédent,et  parce  que  m  ^st  un  nombre  entier, 
on  en  conclura  qu'on  peut  se  borner  aux  termes  qui  ne  renferment 
que  des  arcs  positifs ,  pourvu  qu'on  prenne  le  double  de  chacun 
d'eux.  De  plus  ,  comme  n  est  pair,  il  y  aura  un  terme  dégagé  de 
cosinus  qu'il  ne  faudra  pas  doubler ,  et  en  divisant  tout  par  2  ,  on 
aura  +  2"-*  sin  V  = 


jcos  ;2  :i:  —  ^  cos  («—2)  x^'lk^ZlÛ  cos  [n^4,)  j^—^fc^li^I^)  cos{ji^6)  x  etc.l 
C  I  I.    2.  V*«^i^3*  ^ 

en  observant   de  s'arrêter  lorsqu'on    trouvera  un  arc  nul^    et  de  ne 
prendre  que  la  moitié  du  coefficient  de  ce  terme, 

z°.  Si  n  est  un  nombre  impair,  il  vient  alors  (y — uY^=^'^  («— v)"  • 

par  conséquent  sin  ;ir»  =  —         '     .    (>'—«)%  ^^  ^*^  développant , 


sui 
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En  ajoutant,  cette  valeur  de  sin  x*  i  celle  de  la  page  71  ,et  faisant 
Us  réductions  nécessaires ,  on  trouvera 

^  n{n^^i){n — i)  ^3  ^,  (a-«  —  y^)   etc 
1.     a.     j.  , 
fnaîs  par  le  n^  40  i 

$innx=s— J ÏÇcosx-^-y—i  sinjc)* — (cos^p — ^ — i  sinAr)">=^ 

(««•^v»^  j  quel  que  soit  ni  quant  au  produit  »  v,  il 


2|/— I 

est  toujours  égal  à  Tunité ,  ainsi  on  aura  en  général 
»■"•  — v^*  =:  1  y'*— I  sin  («—m)  jr  j  par  conséquent 

sin *•=    V"^'    Isin/xjg-gsin («— a) x+ffcL^sin («— 4)^ 

•  _  P>TOC^"^^)sin(^^^);.etc.(' 

L'imaginaire  n'aflecte  pas  plus  cette  formule  que  les  précédentes  ;  car 

n  étant  un  nombre  impair,  (xy--0*  =i  ^'  V~i  >  '^  %^^  supé- 
rieur ayant  lieu  s\n  est  de  la  forme  4^-4-1,  c'est-à-dire,  un  multi- 
ple de  4  augmenté  de  l'unité ,  et  le  signe  inférieur  si  on  a  simplement 

On  p«ut  encore  ici  se  borner  aux  termes  affectés  de  sinus  d'arcs 
positifs  en  prenant  le  double  de  chacun  d'eux.  Car  il  est  dabord 
évident  par  les  mêmes  raisons  que  précédemment ,  que  les  termes 
placés  à  égale  distance  des  extrêmes,  ont  le  même  coefficient,  et  que 
Tun  est  affecté  d'un  arc  positif,  et  l'autre  d'un  arc  négatif  :  à  la  vérité 
comme  le  nombre  des  termes  de  la  formule  est  pair,  et  qu'ils  sont 
alcernativement  positifs  et  négatifs ,  les  termes  correspondans  seront 
de  signp  contraire-,  mais  aussi  le  sinus  de  l'arc  négatif  est  lui-même 
négatif,    comme  on  peut  s'en  assurer   en  substituant  —  x  k  ^  x 

slans  sin  x  = \  par  conséquent  cette  différence  de 

2V/  — I 

K 
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signe  se  trouve  corrigée ,  et  les  termes  dont  il  s'agît  se  réunissent 
dans  un  seul. 

D'après  cQs  considérations ,  et  en  divisant  par  i  >  il  viendra 

2*  '  siii  a"  =  <  sin  /2  :v  —  -  sin  (/z — i)  x -+-  J^ i sm  (« — 4)  x —  J Li L  sm  («-— (î)  ;r  etc.  > 

il  i.'it.  I.  1.  3.         ^         V         > 

on  déduira  aisément  des  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver^ 
les  valeurs  contenues  dans  la  table  suivante  % 

sin  X   =        sin  x 
'X  sin  X*  =  —  cos  1  jir  +  I 
4  sin  x^  =—  sin   }   AT  -H  }   sin  AT 
8  sin  ji;+=        cos  ^  x  —  4CosiJir-+-.} 
i(j  sin  «^  =        sin   5  X  —  5   sin  5  jt  +  10  sin  x 
ji^sîn  A^  = —  cos  6  X  -^  6  cos  ^  x  —  15   cos  x  ;r-4-  10 
6^  sin  x^  ^=s  —  sin  7  ;c  -4-  7  sin  5  jp  —  x  i  sin  ^x  -+-35  sin  x 
^      etc. 

Vojlà  pour  les  cas  où  n  seroît  un  nombre  entier  j  s*il  étoît  frac* 
tionnaire ,  il  faudroit  avoir  recours  i  la  première  formule  du  n^  pré- 
cédent.  On  y  feroit  x  c=  90**  —  {»  ce  qui  donheroic  cos  a:  =  sin  ^  ; 
et  par  conséquent  l'expression  de  cos  ;r'par  les  cosinus  des  multiples 
'^  de  X  ^  seroit  celle  de  sin  ^  par  les  cosinus  des  multiples  de  50** — |;  , 

ou  du  complément   de  l'arc  ^. 

44.  Le  développement  de  1  »,  trouvé  n*  29,  nous  conduira  i 
celui  d'un  arc  de  cercle,  ordonné  par  rapport  aux  sinus  de  ses  molr 
tiples.  En  ef&t,  si  dans 

on  fait  u  ==  e^^~',  ou  aura 

1  «l ^ -'=elV -•— <t-tV ->  _/f *  )~^(  J 


mais  1  «'V-i  __.^  ^ — j  ^  pj^j  conséquent 


etc* 
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divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  1 ,  on  trouvera 

^1  fi___f )eï<^* 

4  V       aV-^*        ^ 


sm 


sm  a 


et  i  cause  que  \  ^^^_2lZlJl!_ 

a\/ — I 

etc. 
Il  en  résultera:        '  '     , 

iç  =  sîn  £  —  j  sin  1  {  -+-  j  sin  }  {  —  J  sîa  4  ç etc; 

cette  expression  remarquable  du  développement  d'un  arc  par  lej  sinus 

de  ses  multiples  est  due  â  Euler ,  ainsi  que  tout  ce  qui  précède. 

Si  Ton  fait  ^;=3  90^9  alors  sin  i  {[^^sin  4  {,  et  en  général  tous 

les  sinus  des  multiples  pairs ,  sont  égaux  à  zéro  >  il  ne  reste  que  ceux 

qui  sont  impairs  \  mais  il  faut  observer  à  leur  égard  qu'ils  sont  alter^ 

Hâtivement  positifs  et  négatifs  :  ainsi  sin  90*^  étant  positif,  sin  3.  90®  est 

négatif,  sin'*  5.   90°  est   positif,  sin   7;  90®  est  négatif  et  ainsi  de 

suite.  En  vertu  de  ces  considérations  on  trouvera  que  Tare  de 

45^saB  I    —  i.-!-^— *   1-1-  ttc.^  résultat  conforme  â  celui  du 

45*  Lorsqu'on  a  obtenu  l'expression  d'une  quantité  par  une  suite 
ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  autre  quantité,  on  peut  ren- 
verser la  question  en  regardant  la  seconde  comifle  une  fonction  de 
h,  première ,  et  chercher  son  développement.  C'est  ainsi  qu'après  avoir 
trouvé  la  valeur  du  cosinus  et  du  sinus  au  moyen  des  puissances  de 
Tare,  on  peut  demander  celle  de  l'arc  lui-même.  Les  problêmes  de 
ce  genre  sont  l'objet  du  retour  des  suites.  Je  vais  exposer  le  procédé 
,que  Newton ,  qui  les  résolut  le  premier ,  nous  a  transmis  dans  une 
de  SQs  lettres  à  Oldembourg,  parce  qu'il  me  paroît  le  plus  élégant 
et  le  plus  naturel. 

Soit  X  un  arc  de  cercle,  et^  son  sinus,  on  aura  (n^  35) 

x^    ,     x^            jc'       ,      ^ 
y  z=i  X  -^ h  — h  etc. 

6         110  5040 

Si  on  pouvoir  éliminer  ^toutes  les  puissances  de  xy  excepté  la  première, 

K  a 
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on  auroic  la  valeur  de  x  en  y;  or  c*est  à  quoi  on  parviendra  facile^ 

mène  de  la  moiilère  suivante  : 

On  calculera  d'abord  la    j™*  puissance  de  y,    soit  directement; 
soit  à  Taide  des  formules  du  n**  20,  et  on  trouvera  après  les    réduc* 

tions  y '  =  a:'  —  ?    -H  -IL  x^  —  etc.  ;  éliminant  entre  cette  équation 


X  120 


et  la  proposée  x'  comme  une  inconnue  particulière ,  il  viendra 

6  Vil        izo/  \720  5040/ 

qui  donne  en  réduisant ,  y  -f-  2L  =  at  —  Li,  -j-  î-.  Formant  en* 

6  40  5(> 

suite  la  cinquième  puissance  de  y  ,  on  aura  y^  =  a:^  —  ^ —  -h  ^^^*  î 

et  chassant  a:^  du  dernier  résultat,  on  trouvera 

y^yl^UL^^x-.  (l.-2.\  x^^  etc. 
6  40  \x(î  5iî/ 

ouy  -f-Z I-  UL  =  X  —  1-^  -f-  etc.  Mais  on  ay^  =  jr^  —  etc#i 

^40  IIX 

par  conséquent  y  +  -L  -+-  1-21  -+-  i-^  =  ;r  +  etc. 

(>  40  112 

Nous  voilà  donc   parvenus  au  développement  de  ^  en  y,  poussé 

jusqua  la  7"*  puissance  de  y,  et  la  marche  que  nous  avons  suivie  pour 

y  arriver  est  assez    claire  pour  qu'on  puisse  la    continuer  aussi  loin 

qu'on  voudra.  En  calculant  encore  deux  termes  de  plus,  on  aura 


^  ^i-i-    ?    .,r  _.-    5     ^7    .      JS     ^9  ^   ^i 


+  1  y'H-.  Z.  y  -^-1-  y^  +-ii-  y^  -+— ^y" 


etc. 


6  40  112  ^^$^  281e' 

Quoiqu'on  ne  voye  pas  tout  de  suite  la  loi  des  difFérens  termes 
de  la  série  précédente ,  on  la  découvrira  en  décomposant  les  coeflBciens 
et  les  diviseurs  numériques  dans  leurs  facteurs ,  et  on  aura 

2.3        2.4,5        i-4.^.7        2.4.<>.8.9        2.4.^.8.10,11 
telle  est  l'expression  de  l'arc  x  développé  suivant  les  puissances  de  son 
sintTs  y. 

Cet  exemple  sufEroit,  en  quelque  sorte,  pour  faire  connoitre  1  es- 
prit de  la  méthode.  Nous  remarquerons  cependant  que  si  on  avoir 
y=tf  +  iAr-t-cJt*-hi*5  4-etCt,il   faudroit ,  pour  plus 
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de  commodité  ,  passer  la  quantité  déterminée  a  dans  Tautte  membre, 
et  faire  a  — y  =  ç ,  ce  qui  donneroit  :j;  =  ^  x-^;-  c  x^  ^d  x^  ^  etc. , 
et  le  résultat  procéderoit  alors  suivant  les  puissances  de  ^  :  sans  cette 
précaution ,  chique  puissance  de  y  produiroit  de  nouveaux  termes  in- 
dépendans  de  x,  et  il  naîtroit  delà  une  suite  indéfinie  pour  le  pre* 
miec  terme  du  développement  cherché^ 

Si  la  série  proposée  ne  renfermoit  pas  la  première  puissance  de  x  i 
on  nauroit  que  la  valeur  de  la  puissance  la  moins  élevée^  et  par 
conséquent  il  faudroit  tirer  du  résultat  une  racine  du  degré  marqué 
par  l'exposant  de  cette  puissance;  ce  qui  seroit  facile  au  moyen  des 
formules  du  n®  xo. 

Un  des  avantages  les  plus  remarquables  du  procédé  qui  nous  oc- 
cupe j  c'est  de  conduire  directement  à  la  forme  de  la  série  cherchée. 
Soit  pour  exemple  [:=.  a  x^  ^  b  x^  -H  c  *'^  -H  etc.  :  il  faut  éli- 
miner d'abord  x^  ;  or  pour  cela  on  doit  élever  ^  à  une  puissance 
telle  que  le  premier  terme  soit  affecté  de  x^  Supposons  que  cette 
condition  soit  remplie  par  le  développement  de  ^  j  on  aura  nécessai- 
rement ^'^  =  a"*  jir*  "•  Hr  etc.  ,  il  faudra  par  conséquent  que 
t  m  :=  3  ou  que  /71  =  |.  On  élèvera  donc  la  série  qui  expri- 
me {  à  la  puissance  j  ^  ce  qu'on  pourra  faire  commodément  en  lui 
donnant  la  forme  suivante  :  i  =:  x^  [a  -j-'  i  x  -^  c  x^  etc.  } ,  et  on 

trouvera  ^*  =5:  a"  x^  H-  |  «*  ^^  +  etc.  On  chassera  x^  par  cette 
équation  ,  il  ne  restera  plus  que  jc*  ,  ji:^  ,  et  des  puissances  supérieures. 
En  élevant  ^au  quarré ,  on  aura,  un  résultat  qui  servira  à  Télimination 
de  X*.  Cette  opération  peut  être  continuée  actuellement  sans  difficul- 
té ,  quand  même  il  seroit  encore  nécessaire  d'élever  la  valeur  de  ç  i 
des  puissances  fractionnaires. 

La  quantité  représentée  par  j  pourroit  être  elle-même  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  àe  y,  sans  que  ' pour  cela  le  procédé 
changeât  i  il  seroit  seulement  nécessaire  d'ordonner  les  développemens 
des  différentes  puissances  de  i  par  rapport  à  y,  en  repassant  de  la 
première  de  ces  quantités  à  la  seconde. 

£niin  si  on  avoit  deux  séries  telles  que 

=  a    X  ^  i    jt*  H-  c    ;i''  -h  etc. 


Il 


a    X  ^  y  x""  -+-  c    x^  -t-  ctc» 


\ 
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on  pourroît ,  par  la  même  méthode ,  trouver  le  développement  de  { 
en  c  et  réciproquement.  ^ 

Pour  avoir  {  par  exemple ,  on  prendra  la  valeur  de-  x  tn  t  dans  la 
seconde  série ,  et  on  la  substituera  dans  la  première.  Le  résultat  de 
cette  opération  ne  contiendra  plus  que  le  quarré  et  les  puissance$ 
supérieures  de  x.  On  élèvera  ensuite  la  seconde  série  au  quarré  >  et 
on  en  tirera  une  valeur  de  **  en  ^*>  x' ,  x^,  etc. ,  qui  donnera  le  moyen 
de  chasser  x'^  du  résultat  précédent  ;  en  continuant  de  la  même  ma- 
nière on  se  débarrassera  successivement  des  diverses  puissances  de  x. 
Le  procédé  que  je  viens  d'indiquer  revie*nr  ^  côlnî  qu*on  cuit  otdl- 
nairement  pour  l'élimination ,  mais  avec  cette  difFérence  qu'au  lieu 
de  commencer  par  chasser  les  termes  dont  l'exposant  est  le  plus 
haut,  on  opère  d'abord  sur  ceux  où  il  est  le  plus  petit. 

Voici  maintenant  une  formule  générale  qui  renferrpe  tous  les  cas 
ou  les  puissances  de  x  croissent  en  progression  arithmétique.  Soit 
y  — ^  k-\^  ax-^-b  x"^  -^-^  cx^  -^-dx^  -^c  x^  etc.  En  transposant  k , 
et  faisant ,  pour  abréger  y  —  *  fis  ^ ,  on  aura 

l^^  d x '\-  b  X*  +  c x^  +  d x!^ -^  e x^ -^ etc...:..  ^i ) 

Calculant  les  valeurs  de  {*%  ^S  {^^etc.  on  pourra  éliminer  succes- 
sivement ;ic* ,  x^9  x^,  etc.  comme  nous  Tav^ns  pratiqué  dans  les 
exemples  précédens ,  et  on  trouvera 

f  14  h^—  ii^ah^c-^6  àbd-\-  ?  <^  ^ -^  ^^  ^  "^  ^v _|^  ^^. 

On  peut  encore  arriver  au  même  résultat  par  U  méthode  à,^  coefr 
ficiens   indéterminés ,  en  supposant 

AT  ti2  ^f  4-  5  {*  H-C(;'  H- /?  ^  -4-£{^  -f-  etc.  ; 
et  en  formant  les  valeurs  de  x^  yX^  ,  ^c^^ ,  3t' ,  etc.  pour  les  substituer 
dans  réquation  (i).  Ces  opérations  étant  exécutées  on  transposera  le 
premier  membre  dans  le  second ,  et  on  égalera  i  zéro  tous  les  termes 
affectés  d'une  même  puissance  de  {,  ce ^  qui  fournira  \^^  équations 
nécessaires  pour  déterminer  les  coefficiens  A^^B ^C ^  &i<^*  Nous  n'en- 
trerons pas  dans  les  détails  de  ces  calculs  j  dont  on  a  déjà  vu  un  assez 
grand  nombre  d'exemples. 

4^.  Nous  terminerons  cette  Introduction  par  une  expression  de 


I 
a 
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Parc  de  cercle  d'une  forme  dlffëreiite  de  celles  que  nous  avons  fait 
connoîrre  jusqu'à  présent ,  et  dont  Euler  a  encore  enrichi  l'Analyse, 

Puisqu'on  a  sin  (A:-h{;)  =  sin  x  cos^H-cos  a;18SII*;[,  on  trouvera 
en  faisant  ^— —  :tr ,  sin  i  :c  s=s  i  sîn  x  cos  .v.  Substituant  ^  a:  à  jt,  il  vien- 
dra sin  :!c  =  1  sin  {  x  cos  ^  x.  Faisant  de  nouveau  la  même  substitu- 
tion ,  on  obtiendra  sin  \  xts=z  lûn  ]^xcos\x\  mettant  cette  valeur 
de  sin  ^  JT  dans  celle  de  sin  jtr  ^  il  en  résultera  sin  x  s=s!  4  sin  ^  :;c  cos  ^  x  cos  ~  a:  ; 
mais  on  aura,  en  opérant  comme  tout  à  l'heure,  sin  \xiT^z{injx  cos  ^  a:, 
par  conséquent  sin  x  =  8  sin  j  x  cos\x  cos  ^  x  cos  |-  x*  On  pourra 
chasser  sin  -j  a:  au  moyen  de  Téquation  sinjXTstis\n-^x  cos  77  *> 
par  conséquent  il  viendra    sin  at csr  i  <î  sin  7^  jc  cos  ^  jc  cos  ^  a;  cos  j- x  cos -^x* 

On  voit  qu*en  continuant  de  la  même  manière^  on  introduira 
chaque  fois  un  nouveau  cosinus,  et  qu'on  aura  en  général 

sin  X  -s-  1"  sîn  —  at,  cos  \  x  cos^  x  cos  \  x  cos  ^z  x ....  cos  x. 

Mais  plus  n  sera  grand ,  plus  Parc  —  x  sera  petit ,   et  par  consé^ 

quent  moins  son  sinus  différera  de  lui,  et  son  cosinus  du  rayon  ou 
de  l'unité.  La  limite  de  l'expression  précédente  sera  donc 

sin  x:=six  cos^  X  cos\x  cos  j  X  etc. 

sin  X 


et  on  tirera  delà,*- 


cos  ^  AT  cos  j  AT  cos  j    CtC. 


mais  on  sçaitque .-  =sec{;donc  a;  =  sin  a;  sec  ^a?  sec  ^a?  sec  j  a;  etc. 

cos  ^  \       ^ 

Ce  produit  converge  toujours  vers 'une  valeur  finie;  car  à  mesure  que 
l'arc  devient  moindre  ,  la  sécante  approche  du  rayon  ou  de  l'unité  , 
ainsi  les  facteurs  vont  toujours  en  diminuant. 

En  prenant  les  logarithmes  on  ramèneroit  ce  résultat  à  la  forme 
d'une  suite  ordinaire ,  car  on  trouveroit 

1  a;  =  1  sin  a:  -h  1  sec  ^  AT  -h  1  sec  ^  AT  + 1  sec  I  x  etc. 


Dans  le  chapitre  de  cet  Ouvrage  où  nous  traiterons  du  développe- 
ment des  fonctidïis  en  séries ,  nous  compléterons  les  recherches  pré- 
cédentes par  des  méthodes  plus  simples  et  plus  fécondes.  Notre  but 
dans    cette  Introduction ,  étoit   seulement  de    familiariser  le  lecteur 
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«vec  la  considération  des  séries,  «  de  le  préparer,  par-Ii ,  au  cïiaJ 
pitre  suivant,  où  U  théorie  du  calcul  différentiel  sera  déduite  du 
développement  dff-fonciions  en  séries,  marche  qui  est  en  même-temps 
la  plus  lumineuse  et  la  plus  directe ,  ec  que  le  C."  Lagrange  a 
&it  connoitre.pour  la  première  (oiStd^nsUs  Mémoires  de  C académie 
Je  Berlin  t  année  1771. 
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DU   CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 

CHAPITRE     PREMIER. 

Exposition  analytique  des  principes  du  Calcul  différentiel. 

JL  seroit  fort  difficile  d'expliquer  cUîremenc  la  nature  du  Calcul 
différentiel  à  ceux  qui  n'en  ont  pas  les  premières  notions.  Ce  n'est 
pas  qu'on  ne  puisse  détîuir  rigoureusement  ce  calcul  j  mats  on  ne 
sauroit  le  faire  sans  emprunter  des  idées  qui  ne  se  rencontrent  point 
dans  les  circonstances  ordinaires  de  la  vie  >  ni  dans  les  parties  des 
.  Calcul  difftrentiel.  L 
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Mathématiques  qui  sont  1  objet  des  études  précédentes.  Heureusement 
lien  n  oblige  à  commencer  un  traité  par  des  définitions  qui,  comme 
le  disoit  Pascal  ,  ne  consistent  que  dans  l'imposition  d'un  nom  aux 
choses  qu'on  a  clairement  désignées  en  termes  parfaitement  connus. 
Nous  exposerons  donc  d'abord  le«  idées  préliminaires  qui  donnent 
naissance  au  Calcul  différentiel,  et  par-ld  nous  ferons  voir  sa  liaison 
avec  le  développement  des  fonctions  dont  nous  nous  sommes  occupés 
dans  rintroduction. 


Des    chanse- 


mens  qu'éprouve  ^  '  L'Algèbre  proprement  dite ,  a  pour  sujet  la  quantité  considérée 
■ne foncciqg^de x  ^^  elle-même, et  rapportée  à  un  état  de  grandeur  fixe  et  dçtcffniné; 
^+T*  *  ^5  relations  que  des   quantités   assujetties  à  des  conditions  données 

doivent  avoir  entr'elles  ,  sont  l'objet  des  questions  qu'on  y  traite. 

Dans  la  partie  de  J'Analyse  qui  va  nous  occuper ,  on  suppose ,  au  con- 
traire, que  la  quantité  passe  par  différens  états  de  grandeur,  et  on 
considère  les  cliaiigemens  qui  en  résultent  dans  ses. fonctions. 

Les  quantités  envisagées  comme  changeant  de  grandeur,  ou  pou» 
vant  en  xhanger ,  sont  appellées  variai/es ,  et  on  donne  le  nooi  de 
constantes  à  celles  qui  conservent  toujours  la  même  valeur  dans  le 
cours  du  calcul.  On  voit  d'après  cela  que  c*est  la  nature  de  la  ques* 
tion  proposée  qui  détermine  quelles  sont  les  quantités  qu'on  doit 
regarder^  comme  variables  ou  comme  constantes.  « 

Si  une  quantité  variable  x  reçoit  un  accroissement  représenté  par 
k  ,  pour  trouver  ce  que  deviennent  alors  les  fonctions  de  cette  quan- 
tité ,  il  faut  écrire  x  -f-  Jl  au  lieu  de  x  dans  leur  expression  :  prenant 

pour  exemple  x*,x-'  et     *^  ^     ,  il  viendra 

a'-^x^ 

Xx  -^ky  =z  X*  -^  X  X  k  -^  k^ 

Çx-^-ky  ==  a;'  -H  j   ;c*Â:  -h  j  x  k* -h  k^ 

tf   (.V  -+-  A)    a  X  -^  a  k 

Dans  le  cas  où  a:  auroit  éprouvé  une  diminutitMi  au  lieu  d*un  accrois- 
sement,  il  faudrolt  substituer  x  —  â:  au  lieu  de  ;^;,  ou  donner  i  k 
le  signe  — . 

2.  La  recherche  prérédençe  n'aura,  comme  on  voit,  aucune  dif- 
ficulté ,  toutes  les  fois  qu'il  s'agira  d'une  fonction  dont  la  composition 
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sera  connue,  c'est-à-dire  d'une  fonction  explicite  ;  elle  ne  paroit  pas 
même  au  premier  coup-d'œil  devoir  conduire  4  des  résultats  bien 
inrérèssans  :  mais  cependant  si  en  développe  dans  une  série,  ordonnée 
suivant  Içs  puissances  de  A,  rexpression  de  la  nouvelle  valeur  de  la 
fonction  proposée,  elle  se  présente  alors  sous  une  forme  qui  mérite 
une  attention  particulière.  On  pourroit  établir  cette  forme  sur  des 
considérations  générales ,  mais  dans  un  Ouvrage  de  la  nature  de 
celui-ci ,  il  paroit  plus  convenable  de  la  déduire  de  l'examen  des 
cas  particuliers  j  c'est  pourquoi  nous  traiterons  successivement ,  comme 
îl  vient  d'être  dit,  les  difFérens  genres  de  fonctions  dont  nous  nous 
sommes  occupés  dans  l'Introduction. 

1°.  Si  dans  la  fonction  x^  on  met  (  jcH-â:)  au  lieu  de  jc,il  viendra 

Il  faut  remarquer  que  ce  développement  a  pour  premier  terme  la 
fonction  proposée  jc"  et  qu'il  donne  naissance  à  une  suite  de  fonc- 
tions n  a:-*'  ,  ^ifZli)  ;^-.^  n{n-i){fi—^)  ^y ^  ^^^^       j  multiplient 

les  différentes  puissances  de  A.  Ces  fonctions  doivent  être  regardées 
comme  dérivée^  de  la  fonction  proposée  par  la  transformation  qu'on 
lui  a  fait  subir,  et  leur  considération  t^x,  absolument  indépendante 
de  la  valeur  de  k. 

Toute  fonction  rationnelle  et  entière  de  ^^^qui  ne  peut  être  que 

4e  cette  forme  ^Ax*^  H-  B  *:<*-+-  C  xv  H-. . . . .  conduit  à  un  résuitac 
semblable  \  car  en  substituant  jc  -+-  X:  à  a:  on  trouve 


A  (^-4-*)*  -\^B  (j^-f-*)^  H-  C7(ArH-A)^H-....  et  en  développant. 


^B  xn'\'t^B  x^-^\k^^l!Z:lBx^-'' 


etc. 


-t-c^vi+yc^y-^l    ^^ll-^cxy--^ 


I 


; 


La  partie,  indépendante  de  k  dans  cette  expression  est  encore  la  fonr^ 
tion  proposée  ;  si  on  la  représente  pr  u  et  qu'on  désigne  far  p^q^ty^c. 

L  X 
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les  coeiliciens  des  pubsancef  successives  de  k  ^  il  viendra 
u-^pk-^fk^-^rk^-^-  etc. 

On  ramènera  facilement   à  cette  forme  le  résultat  que  donne  la 

puissance  n   du   polynôme  /^  a:*  H-  5  ;c^  -f-  C  jc^  -f- ,  lorsque  x 

se   change  enx^k.  En  effet ,  ce  polynôme  étant  représenté  par  u  y 
il  devient  lui-même,  d'après  ce  qui  précède, 
u^pk-j-fk^-^rk^-^    etc. ; 
on  a  par  conséquenr  à  développer  {^w{-p  k-^q  k""  -^  r  k^  ^  etc.  )*, 
sufvant  les  puissances  de  A:^   mais  quelque  soit  n^  les  formules  du 
n^  10 ,  conduiront  a  une  expression  de  la  forme 

a"  H-  />  >t  -4-  Q  it"  -f-  /î  itî  -h  etc. 
PfQiRy  etc.  étant  des  fonctions  de  x  indépendantes  de  *. 

La  fonction  fractionnaire  ^^ ^^  peut 

être  écrite  comme  il  suit  : 

(^x*+5'A;^'-hrAy' +......)  (^x*^B  x^'\-CxY^....y\ 

Mais  en  substituant  x  ^k  i  x ,  le  second  facteur  devient 

(tt  -j^  ^  /c  +  ^*  ^  r  k^  -h  etc. )"' 
et  son  développement  prend  la  forme 

ur'  ^  P  k  -h  Q  k^  -^  R  k'  -h  etc.  j 
quant  au  premier,  on- le  représentera  dans  son  nouvel  état>  par 

u  -hp'  k-hq^  k'-h  T  10  -f-  etc. ,  ♦%  p\  q\  r  ,  etc. 
étant  des  fonctions  analogues  à  celles  que  désignent  les  lettres/?,^,  r,  etc.: 
la  fonction  proposée  deviendra  donc 

Si  on  fait  la  multiplication  indiquée ,  on  trouvera  : 


u    ur'  H-      u      P  -^k-^  u      Q  "^  /[^-Hetc. 


/  3     +/     P- 

-t-  ^~'    q' 


mais  1/'  x^'*  est  la  même  chose  que  —  ou  la  fonction  proposée,  par 

u 

conséquent   le  résultat  qu'on   vient  d'obtenir  rentre  dans  la  forme 

du  précédent. 

z^.   Les   fonctions   exponentielles  y  logarithmiques   et   circulaires 


DU   Calcul  différent r e l,  Tj 

conduisent  aussi  à  des  développemens  semblables,  lorsqu'on  y  change 

X  en  x-i-'k. 

4*  devient  dans  ce  ca§  ^+*  =  a'  Xa^i  or  d'après  la  formule  du 


etc. 

I  I.  2.  I*2*5 

on  a  donc  ^+*  =  ^  +  a-  (l'a)  k  H-  ££fl'  ^t*  +  îlilifl'  it^  +  etc.' 

2  1.3 

r(;r)-se  change  en  r  (a: -f-Â:)  =  rjc+r  (i  ^-i^,  et  en  vertu  du 
n®  16  (//!/.)  r(i  H-^)  ==  «I  — h —  etc. ,  par  conséquent 


etc. 


^  ix^  }  JC^ 


En  mettant  x^k  pour  *  dans  sin  Xy  on  trouve  par  IcSs  formules 
connues  ,  sin  {x^k)  s=:sin  jir  cos  A:  +  cos  x  sîn  k  ; 

cos  A:  =3  I   —  -f-       ■  —  etc. 


I  •  1  1.2.3.4 

mais  .  .  .  -^ 

sin  A:  =  A:  — h  ■•  —  etc, 


1.2.3         1.2.3.4.5 

il  suie  delà  que 

•    /     .   f\        •         .   cosjc,        sin  x  ,.        cosx  ,t    . 
sm  (x^k)  =  sm  X  -f- k  — k*  — k^  +  etc. 

I  X.2  1.2.3 

Enfin  cos  {x^k)  devient  cos  ji;  cos  A  —  sin  :c  sin  A:  f- et  en  metwnt 

pour  cos  A:  et  sin  A:  leur  valeur  en  série  ,  on  aura 

/      1    M          ^  «              sin  a:  ,          cos  jc    .^    ,     sîn  :i;  ,,    . 
cos  (x^k)  =  cos  X  — k  — k^  -4- A:^  -f-  etc. 

I  1.2  1.1.3 

L'analogie  doit  nous  porter  à  conclure  de  ce  qui  précède  ,  que  si 
u  représente  une  fonction  quelconque  de  ;»;,  et  qu'on  écrive  dans 
cette  fonction  at+A:  au  lieu  de  :r,son  développement  doit  prendre 
la  forme  w-f-/^  A:-f-Q  A:*  -f;/î  A:'  -f-  etc.  On  verra  dans  la  suite  que 
cette  proposition  est  effectivement  générale.  Nous  laisserons  donc  de 
côté  tout  ce  qui  regardé  la  valeur  absolue  du  changement  qu'éprouve 
la  fonctiou  primitive  u ,  en  vertu  de  l'accroissement  de  la  variable  x 
dont  elle  dépend,  pour  ne  nous  occuper  que  des  fonctions  F, Ç//?, 
etc. ,  qu'elle  engendre  lorsqu'on  la  développe  dans  son  nouvel  état« 

3.  Nous  allons  d'abord  chercher  à  déterminer  les  relations  que 


1 
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les  foncnons  l\Qy  R ,^^rc*  ont  avec  la  proposée ,  et  pour  y  parvenir 
plus  facilement,  nous  commencerons  par  considérer  un  cas  particuf 
lier  ,  celui  de  la  fonction  x*  qui ,  lorsque  k  devient  x^  k^  donne 

(jc-f-A:)"  =  i^"  + a:  -4-  — i /  t*  -j- Li 1 A'  etc. 

I  1.2  1        .        } 

Si  on  examine  avec  attention  les  coefficiens  des  différentes  puis* 
sances  de  A ,  en  faisant  abstraction  de  leur  dénominateur,  on  verra 
bientôt  qui!  est  facile  de  les  déduire  tous  de  ;c"  par  une  suite  d'o- 
pérations semblables.  En. effet,  le  coefficient  de  k  dans  le  dévelop- 
pemcht  de  (  :r-|-Jt)"^  étant  n  jc"-'  le  même  coefficient  dans  celui  de 

n(x^  k)"'"'  "^     sera     Ç  n  (n —  i  );i:""* 

etc.  1  f  etc. 

11  suit  donc  deli  qu*on  trouvera  chacune  des  fonctions 

x" ,  n  i"-' ,  n  (n — i)  Jr"-* ,  n  («-^0  (« — ^)  ^"^  >  ©^c* 
(  excepté  la  première   qui  est   la  fonction   proposée  )  en  substituant 
jr-4-Â:  à  a:  dans  celle  qui    la  précède,  et  en   prenant  le  coefficient 
qui  multiplie  la  première  puissance  de  k  dans  le  développement  qui 
naîtra  de  cette  substitution. 

La  fonction  ^  x*  +  5  *^  -+-  C*^  -+- devenant 

A  (x^Jky  +  B  (x  +  k)^  ^  C  (a;H-A7  -h 

on  pourra  appliquer  au  développement  èit%  difFérens  termes  qui  la 
composent,  la  remarque  qui  vient  d'être  faite  sur  celui  de(x-f-Â:)", 
et  par  conséquent  chacune  des  fonctions 

sft  tirera  de  celle  qui  lap^écède^  en" y  changeant  x  en  x  +  A  ,  et 
en  prenant  le  coefficient  de  la  première  puissance^  de  k  dans  le  dé- 
veloppement du  résultat;  mais  en  les  divisant  respectivement  par 
1  ,  1.1,  1.1.5  >  €fc-  ^  partir  de  la  seconde,  on  a  les  coefficiens  des 
.puissances  de  X:  dans  j4  (**+*)*  -+-  B  (jc^ky  -4-  C  (a; -h  A/  -+-.. .  ; 
ces  coefficiens  dériveront  doqc  encore  les  uns  des  autres,  de  la 
même  manière  dans  le  cas  actuel  que  dans  le'  cas  précédent. 
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Ik  est  ftisé  de  voir  que  la  même  chose  doit  avoir  lieu  pour  routés 
les  fonctions  que  nous  avons  considérées  dans  Tlntroduccion,  puisque 

chacune  d'elles  peut  être  mise  sous  la  forme  Ax^--\'B  x^^  Cx^  -t-etc, 
en  la  développant  en  série.  Mais  comme  il  en  résulte  de  nouvelles  séries 
pour  les  coefficiens  des  puissances  de  A  ,  lors  même  qu'ils  peuvent  être 
exprimés  par  un  nombre  limité  de  termes  ,  nous  ne  nous  arrêterons  point 
à  cette  démonstration  j  et  persuadés  qu'il  sera  facile  maintenant  de  suivre 
les  considérations  précédentes  dans  leur  plus  grande  généralité ,  nous 
ne  pousserons  pas  plus  loin  l'examen  des  cas  particuliers. 

4.  Pour  représenter  une  fonction  sans  indiquer,  en  aucune  maniè- 
re comment  elle  peut  être  composée,  je  me  servirai  de  la  caracté- 
ristique f ;  et  il  faudra  entendre,  par  l'expression  f  (a:)  ,  une  fonction 
quelconque  de  ;ir,  en  comprenant  sous  cette  dénomination  tout  ce 
que  comporte  la  définition  du  mot  fonction  (  Intu  n**  i  )  :  on 
doit  donc  bien  se  garder  de  prendre  la  lettre  f  pour  un  coefficient 
de  X.  J'indiquerai  la  substitution  de  :r  +  i  aulieu  de  x  dans  f  {x)  , 
en  écrivant  f  (a:  H-  /{•) ,  et  cela  voudra  dire  que  le  résultat  est  com* 
posé  en  x-hA,  comme  la  fonction  primitive  Pest  en  x*  Supposons 
maintenant  que  i  [x^^^K)  étant  développée  par  rapport  aux  puissances 
de  A,  donne  i  (^X'^-)C)=i  X^^X,k'\-X^}C  -^X^k^  '\'X^k^  kic.y 
'  X^jX^y  X^  etc.  ,  désignant  des  fonctions  de  x  indépendantes  de  /tj 
si  on  fait  A  =  o,  cette  équation  se  réduit  à  f  (  jc  )  =  JT^i  ce  qui 
montre.,  ainsi  qu'on  devoir  s'y  attendre,  que  le  premier  terme  du 
développement  est  toujours  la  fonction  proposée  ,  et  qu'on  aura  en 
général     f  (:c+A)  =  f  (:r)  -t-  -ST.  )t  +  -ST,  /t*  4-  X,  k'  +  X,  Â^  +  etc* 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  ne  pourroit  pas  supposer  que  le  dévelop- 
pement de  f  (or-f-it)  renfermât  des  puissances  négatives  de  k  ;  car  s'il 

X 

contenoit  des  termes  de  la  forme  — îî  »  il  deviendroit  infini  en   sup* 

posant  A:  =  o,  et  par  conséquent  il  ne  sauroît  coïncider  dans  ce  cas 
avec  la  fonction  primitive,  comme  l'exige  la  nature  même  de  la  subs- 
titution qui  le  produit. 

j^  Cela  posé,  je  vais  démontrer  que  les  fonctions. 'K.^ y  X^-,  Xj  etc.  se 
déduisent  les  unes  des  autres ,  et  de  la  fonction  primitive  ,par  un  procédé 
uniforme  y  en  sorte  ^ue  lorsqu'on   saura  déterminer  ^^  en  partant  ,de 


1* 
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f  (x),  on  pourra  trouver  y  par  une    suite   £opiraàons  simblahlesp 

Pour  cela  je  supposerai  que  dans  f  (jr-+-A:)  la  variable  x  prenne  un 
nouvel  accrdissenàent  représenté  par  k^ ,  et  par  conséquent  j'écrirai 
jrH-A:'  aulieu  de  x  dans  f  [x-^-k)  et  dans  son  développement.  Mais 
pour  faire  cette  substitution  dans  les  fonctions  f  (a:),  -ST,  ,  -X»,  -Ïj,  etc. 
j'observe  d'abord  que  f  [x)  devient 

f  ix-^-k')  =  f  {xy-\-  X,  k'  -h  -X;  k'^  H-  -XT,  >t''  +  etc. , 
puisque  c'est  la  même  fonction  que  f  (jr-H-A)  et  qu'on  n'a  fait  que 
changer  k  tn  k'  i  quant  aux  coefficiens  -ST, ,  X^y  X^  etc. ,  comme 
fonctions  de  x^  ils  doivent,  lorsqu'on  y  substitue  :r-+-yl:'  aulieu  de  Xy 
prendre  une  forme  analogue  à  celle  qu'on  a  supposée  pour  f  (at+Z:'), 
on  écrira  donc 
au  lieu  de  X^  \les  séries  X,  -H  X/  k'  -+-  -ST/'  ^'* 

^a     F  .Aj    "T~    i^a      ^     *T^  -^a       * 

jT,  \  Xj  -f.  X3'  r  +  x;'  k'' 

xA  X,  +  x/  r  -t-  X4"  it'" 

etc.   )  etc. 

quelles -ST/,  -ST/'  etc.  ^  représentent  de   nou- T^T,  comme  ces  der- 
JT/,  -STa"  etc.  >  velles    fonctions  de  jc  < -Y^ 
Jt,',  X/'  etc. y  dérivées  de  (^X^ 

nières  le  sont  de  la  fonction  proposée  f  {x)* 

En  mettant  à  k-  place  de  f  Çx) ,  -ST, ,  -X^ ,  JST,  etc.  les  expressions 
qu'on  vient  de  former ,  et  en  ordonnant  le  résultat  de  manière  que 
tous  les  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  A'  soient  rangés  dans 
une  tnème  colonne  verticale,  on  aura 


f(x)    - 

\  +  ^. 

X,  k    i 

l-^x: 

k 

X,  k-  y 

\-\-x: 

A» 

X,h^    i 

^  +  x; 

*' 

X,k^  \ 

i  +  x; 

k' 

etc. 

}         etc. 

X. 


k'  -*-  X. 


tf 


x^ 

X, 


i* 


/t'*  -+-  etc 


etc. 

Mais  en  écrivant  x-4- A'  au  lieu  de  x  dans  f  (  jc  -f-  *),  il  en  résulte 
i  {x-^k-^-k'^  :  or  on  peut  trouver  un  développement  de  cette  fonction 
autre  que  le  précédent,  en  remarquant  que  si  dansf  (j:+^)  on  supr 
pose  que  ce  soit  l'accroissement  k  iui-m4nie  qui  ait  augmenté  de  la 

quantité 
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quantité  k\  on  retombera  encore  sur  f  (jif-l-A -♦- *')*  Pour  tenir 
compte  de  ce  changement,  il  suflSra  de  mettre  k-^k^  ï  la  place  de 
k  dans  la  série     (  {x)^X^  *  -h  -ST»  **  4-  -ST,  *'  -f*  etc. 
qui  deviendra  alors 

En  développant  les  puissances  indiquées  du  binôme  (&+^^  »  et  en 
ordonnant  comme  ci-dessus ,  on  trouvera 


k'^ 


eta 


î  X,k 

10  -sr,  h 

etc. 

Comparant  ce  résultat  avec  le  précédent ,  on  verra  que  la  première 
colonne  de  Tun  est  identique  avec  celle  de  Tanue;  passant  ensuite 
i  la  seconde  colonne ,  on  en  déduira 


Xi 

x:. 


X  X. 


x:  =«  j  X, 

x;  ^^x. 


•   •   •   •   •    *   • 


^^  r    I  ^*~*   ^    ^Si 


etc. 


d*où  il  suie 


x,= 

=  ^. 

x,= 

--y.' 

Z 

jr,= 

^x^ 

3 

y  - 

^x; 

-X'^. 


^V' 


xt 


etc. 


Nous  n'irons  pas  au  dèU,  parce  que  ces  équations  suâEsent  pour 
déterminer  JT,,  X^^  -XI- etc.  ainsi  qu'on  va  le  voir,  

En  eflfet ,  d'après'  les  conventîonji  : 

JT,  est  le  coefficient  de  k  dans  le  développement  de  f  (i+it)  ; 
JT/  est  dérivé  de  J?, ,  comme  AT,  Test  de  f  (jt): 

Donc  en  représentant  ATi  gar  f '  (;r),  JT/seta  le  coefficient  de  k 
dans  r  (x-f-i^).    Nommant  £"(;!:)  ce  dernier  coefficient  ^  on  aura 
Cakul  dipnntUL  '  '  M 
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JT/  =  f"  (x)  ;  et  en  subscîcaant  dans  réqaation  X^  —     ' 

vera  -ST.  =;:  Cif^. 

X/  est  dérivé  de  X^  comme  X,  Test  de  f  (x)  : 
donc  X/  sera  le  coeflScIeiit  de  k  dans        ^  "^  j. 


^  on  trou; 


Nommant  P''  (^x)le  coefficient  de  k  dans  (^^  (jtr 
^/  es    .     ^      (*^);  subscîtuant  cette  valeur  dans  X^ 


k)^  on  aura 
X/ 


on 


trouvera  JT. 


r-  (x) 


^•3 


donc  X,  ^  sera  le  coefficient 


J^j'  est  dérivé  de  wT^. ,  comme  X,  l'est  de  f.(j»r)  : 

de  A  dans  ^ — ^^      .^ 

Nommant  P''  (x)  le  coefficient  de  /c  dans  £'"  (;r-+-A),,  on  aura 

jr'  = 


— Li  j  substituant  cette  valeur  dans  J^  «ss  «JL ,   on    trou-i 


1. 3 


vera  J^^ 


1.3.4. 


On  pounoit  continuer  cette  marche  indéfiniment  ;  mais,  en  rap^ 
prochant  les  résultats  déjà  trourés  ,  afin  d*en  sairîr  la  loi^  nous, 
verrons  qu'ayant  désigné  le  coefficient  de  k 
dans  le  développement  de  f  (x-H^)  *^  par 

■         f"(x^k) 


•f  '  (x) 
P(x) 


fr-0  (^4.;^) 


•    •    •    •    » 

etc. 


■^■M^Ma 


(^)  Je  n'ai  pas  cru  devoir  allonger  la  démpnstration  ea.  prouvait  que  le  coefi-' 
cient  it  k  ^^P^^  1^  développement .  .^f  .  seroit  — ^»  Cependant  si  on  avoir  quel* 
<jues  doutes  à  cet  ^gard  »  on  verrait  ais^nje^t  que,  f .(  x  X  derenanc  , 

f  (x4A)  s*»  f  C*)  4.  f  jC«>,  A:4-  ctc^,  ^r-l-ii  !p  ckangeroit  ea  «*   f  f^» +-— *etc 

lien  seroit  de  même 'de  fX*),  f  (at)  etc.-      -  -         .   ^ 


on  apar  l'hypotése  X,  =£M.d'où  on  tire  J'/  ==  LL^et  Jr.==__J!}. 


1.1. 


en  suite  de   JT.     c=  -OiLl^ontice  X:    «  Of^^^  ^»  ==  ^^ 

*  1.1.5.    \  I.Z.5.  \  i.i-3-4 


:       fC-O(^)  [  y/     _  f^-^  W  I         r    —  ^'^  W 

Aa^t    S=  ■     ■ I  «A  ^,    — . I  -A»    —  .--- - 


etc.  /^  etc.  /      etc. 

Substituons-  maintenant  au  lieu  de  X, ,  X^ ,.  -X,-  etc.  leur  valeur  dans^ 
le  développemMt  de  f  (jc-h*)  (n®  précéd.)  et  nous  aurons 

'  I  1.2.  1.1.3.  1.1-J.4- 

Telle  est  l'expression  générale  du  développement  Hie  la  valeur  que 
prend  une  fonction  quelconque  de  x  lorsque  cette  quantité  a  reçu 
un  accroissement  A  j  et  on  voit  que  pour  l'appliquer  aux  dîffërens  cas 
particuHdTs  qxït  peuvent  se  présenter,  il  ne  s'agit  plus  que  d'être  en 
état  de  déduire  les  fonaions  P  (x)^  f"  {x)y  F"  [x)  etc.  de  la  fonc-^ 
tipa  proposée. 

6.  Supposons  y  pour  donner  am  exemple ,  qu'on  ait  f  (  a:  )  =s  jr* 

Il  Viendra,  d'aptes  le  n*  }.    ^  f'''(^)  =  «  ('»— 0  C'^— ^)  *"""' 

.etc. 
d  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  f  {x^k)  on  ^ura 

(*H-A)-  =  *•  -H  î^  AH-llfZllIfi::  A«  +  iÇfUil Ç^Z^lfT'A»  +  etc. 

La  formule  de  Nevton  se  trouve  donc  énrore  démontrée  d*une 
manière  indépendante  de  la  nature  de  l'exposant  n;  car  nous  n'avons 
fait  usage,  dans  les  recherches  précédentes,  que  des  deux  premiers 
termes  de  cette  formule  qu'on  peut  toujours  trouver  a  priori  y  comme 
on  Ta  vu  dans  rintroduction  ,  (n°  i(î!) 

7.  Nous  sommes  maintenant  eh  état  de  prouver  que  l'identité  .des 
deux  développemens  de  f  (a:-+.  Jfc-f-*')  fotmésn^  f  >  est   copaplete, 

M  1 
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quoiqu*elIe  n*aît  été  vérifiée  que  sur  les  termes  affectés  de  la  première 
puissance  de  k'.  En  effet,  si  on  met  x--\-k'  au  lieu  de  x  dans'f  (x-hA) 
et  dans  son  développement,  il  viendra 

I  1.    2.  l.X n 

et  on  aura  d'abord 

•  •  • 

» 

Maïs  le  développement  de  f  ^"^  (^-t-^')  se  déduira  de  celui  de  f  (x-+-À') 

en  remplaçant  T  (^)>  f"  (*)>  f '(  ^  )  ^'^^^  P^  ^^^  fonctions 
If  [«+!]  ^;j.).,  f c«+^  (jç)  ^  f[«+î3  (;».)  etc.  qui  dérivent  de  f  W  [x)  ^omme  les 

premières  de  f  {x) ,  on  aura  donc 

f«(xH-*->=S-'(x)  +  fïiiM  *'+  £^î^  *-+.■....+  ""*•' M *- -H etc. 

I  I.     z«  i.z m 

Or  A*  étant  multiplié  par        ^         ->  il  en  résulte    que  le  produit 

1.2 ..n 

k"  *'"  aura  pour  coefficient  dans  le  développement  final, i — * — : 

Mais  la  substitution  de  A-t-A'  i  la  place  de  *  donnera 
{(^x-H-i-k')=((x)  +  ^.^  (k-hk')-^-  tlM  (A4nl7-f- CW  (A-4^')i  ^.etc. 

et  le  produit  A"  A'"  faisant  partie  du  développement  de  {k  -+•  A')***, 
aura  pour  coeîBScîent  dans  ce  développement  v^'t-^m^'t'/»       )•»••[ ;. 


i.2«  ••.»••••••.•  •••  m 


£[«4^3   /^\  /N-x« 

de  plus  il  sera  multiptiépar —      A  ^  ,  coefficient  propre  de  (A-J-A  j"*"; 
on  trouvera  donc  i-J — Ll — t i ^    ^.■■/    x r^ — ^oii 

1,2 m  X,2..«,Q/2-H'lJ 

en  réduisant ,        LfJ ,  c'est-à-dire  la  même  chose  que  cî- 

dessus. 

Nous  conclurons  donc  de  ce  qui  précède  qu'on  pourra  toujours  ré- 
duire ({x-^k)  en  série  de  la  forme  JTo -h -Y.  *-+- -STa  ** -H  ^^c. ,  si  on 


j;*)  II  ne  faut  pas  perdre  de  vuc^uc  les  expowns  de  la  lettre  f  marquent  le  nombrt 
des  acccns  que  doit  porter  cette  lettre ,  et ,  pour  les  distinguer  des  cxposans  de 
puissance ,  on  les  a  renfermés  dans  uae  parcntiièse. 
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saie  trouver  le  codficlenc  de  la  première  puissajice  de  k ,   quelque 
sole  la  fonction  f. 

8.  Cette  tiianière  de  trouver  les  coefiiciens  àt^  puissances  de  A ,  en 
les  dérivant  successivement  les  uns  des  autres,  est  plus  simple  en 
elle  même  qu'elle  ne  le  paroît  d'abord  j  car  si  d'un  côté  elle  exige 
qu'on  sache  développer  une  suise  de  fonctions  diverse^ ,  de  l'autre  elle 
restraint  cette  opération  à  la  recherche  du  second  terme  de  chacune  : 
elle  conduit  d'ailleurs  à  un  calcul  qui  sert  à  résoudre  des  questions 
auxquelles  l'algèbre  ordinaire  ne  sauroit  atteindre.  Quoique  nous  ne 
puissions  indiquer  pour  le  moment  la  nature  de  ces  questions  >  il  est 
cependant  facile  de  voir  que  le  calcul  donc  nous  parlons  doit  être 
propre  à  exprimer  des  relations  d*un  genre  nouveau  entre  les  fonctions 
et  les  quantités  donc  elles  dépendent  ;  car^  pour  peu-  qu'on  ait  réfléchi 
sur  les  procédés  analytiques ,  on  a  du  remarquer  que  chaque  opéra- 
tion introduite  dans  le  calcul ,  fait  naître  des  relations  qui  lui  sont 
propres  :  ainsi  l'addition  donne  lieu  aux  sommes  et  aux  différences  ; 
la  multiplication  ,  aux  produits  et  aux  quotiens  ^  aux  puissances  et  aux 
racines  ;  enfin  la  considération  de  la  dépendance  qui  régne  entre  les 
puissances  d'une  même  quantité  et  leurs  exposans ,  mène  aux  logar 
richmes  (*). 


(^)  Ces  rapprdchemens  sont  développés  dans  un  chapitre  de  Talgibre  d'EuIer , 
donc  voici  Texcrait  pour  ceux  qui  ne  le  connoicroienc  pas. 

En  exprimant  ^  par  une  équation ,  la  relation  qui  existe  entre  les  difFérens  termes 
d'une  opération  3  on  voit  naître  successivemeat  les  unes  des  autres  toutes  celles 
de  l'algèbre  ordinaire. 

Soient  a  txk  deux  quantités  qu'on  se  propose  d'ajouter  ensemble ,  tt  c  leur 
somme  ,ona4f*f^«MC^  si  on  veut  tirer  de  cette  équation  la  Taleur  de  a  ou  celle 

de  ^ ,  on  trouve    tfs=s#  —  ti    c  i*        j  •'  l  t 

V.  01  lune  des  quantités  a  ou  ^  surpasse  c,  le 

résultat  devient  alors  une  quantité  négative.  L'addition  répétée    d'une   quantité  à 
elle-même  engendre  la  multiplication  :  a  désignant  le  multiplicateur  ^  A  le  multiplicande 

et  c  le  produit,  on  a  a  ^  s»  ^ ,  d'où  on  tire  ^  s»  ~ 

^  S  delà  naissent  les  fractioasii 

La  multiplication^  répétée  d'une 'quantité  par  elle-^même,  produit  les  puissances  de 
cette  quantité  5  en  exprimant  par  b  le  nombre  de  fois    que  «  est    facteur  dans  I^ 


^' -. 


.^ 
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La  dérivation  successive  des  fonctions  f.  (ar),  f  (jc)  ,  f'  (jt)  etc; 
qui  se  déduisent  de  la  fonction  proposée  f  (  at  )  par  une  suite  d'opé-* 
rations  absolument  différentes  de  celles  dont  on  vient  de  paHer,  doit 
donc  être  regardée  comme  une  nouvelle  branche  de  l'Analyse ,  et  elle 
offre  CCS  deux  questions  générales  : 

1°,  Descendre  de  la  fonction  giniraerice  aux  fonctions  dérivées  y 

1^.  Remonter  de  Tune  quelconque  des  fonctions  dérivées  ^  à  la  fonc-^ 
non  génératrice  y  la  première  est  l'objet  du  Calcul  différentiel ,  et  la 
seconde  appartient  au  Calcul  intégral* 

On  peut,  dès4- présent ,  se  former  de  Vm\  et  de  l'autre  de  ce» 
calculs  une  idée  claire  et  indépendante  des  notions  vagues  et  pant«* 
doxales  de  Tinfini»  Tout  se  réduit  à  concevoir  une  fonction  dévelop* 
pée  en  série  suivant  les  puissances  de  l'accroissement  de  la  variable 
dont  elle  dépend  »  et  à  considérer  les  coefficiehs  de  ces  puissances  quk 
fiont  eux-mêmes  de  nouvelles  fonctions  portant  5  pour  ainsi  dire  p 
l'empreinte  de  la  première.  Telle  est  l'origine  analytique  que  le 
C"*'  Lagrange  donne  au  Calcul  différentiel  :  quoique  nous  n*ayons 
considéré  jusqu'à  présent  que  les  foûbtbnis  d'une  seule  variable^  oa- 
•ent  qu'il  doit  exister  un  ordre  de  choses  analogue  pour  les  fonctions 
qui  dépendent  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  et  nous  l'expose*» 
rons  lorsque  nous  aurons  £ait  connoSue  les  signes  qu'on  employe^dans  le 
calcul  différeht'el  ;  signes  qui  tiennent  au  point  de  vue  sous  lequel 
il  a  été  envisagé  par  ton  Inventeur  »  et  dont  il  tire  sa  dénotniiiatiom 


De  làdiff?rcn-       5.  Si  dé  £  {x-^-k)  en  retranche  f  (^)>  on  aura 

tiation  des  fonc- 


f'(*)*-H£Kf]  *»-^  £1M  *j  4- 


etc. 


«ions  d'une -seule  r/„  ii\        f/^\» 

Or  f  (x-i-k)  —  f  (x)  est  évidemment  la  4îfKrefce  entre  l'état  primi- 
tif de  la  fonction  f  (x)  et  celui  qui  résulte   du  changement  arrivé  à 

fuîssance  qu'on  considère  ,  on  a  o^  «es  c.  Cette  équation  diflf^re  essentieltefiMat  des 
précideuces  en  ce  que  ks  quantités  4  et  iny  entrent  pas  toutes  les  deux  de  U  même 
aanière  j  d^Oii  il  suie  qu'on  ne  peut  pas  renverser  la  question  par  rapport  à  Tune 
comme  par  rapport  à  Tautre.  En  effet,  si  c'est  «  qu'on  cherche,  une  simple  extrac- 
tion de  racjne  suffit  pour  le  trolï^r ,  et  cette  opération  donne  lieu  à  une  nouvelle 
espace  de  fonctions^  savoir  les  irratioanelles s  mais  U  détermination  dt  k  dépend 
•    ici  logarithme,  -    - 
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X  :  le  second  membre  de  1  équation  précédente  est  donc  le  dévelop-* 
pement  de  cette  différence  ordonné  suivant  les  pui2»san.ces  de  ^^  et 
on  remarquera  qu'il  suffit  d'en  connoître  le  premier  terme  pour  trou- 
ver f'.(*).  Ce  premier  terme  n'étant  qu'une  portion  de  la  différence;, 
uows  l'appellerons  différcmUlle  ,  et  nous  le  représenterons  par  d({pc)\ 

nous  aurons  donc  ài{x)  a=:  P  {x)  A:,et  par  conséquent  {'  (a:)  as Szîx 

résultat  qui  offre  une  nouvelle  manière  d'exprimer  f  (jt) ,  en  dîviçarit 
k  diâerei>tielle  de  la  fonction  proposée ,  ou  ce  qui  revient  au  même 
le  premier  terme  de  ta  différence  entre  les  deux  valeurs  consécutives 
de.  cette  fonctîoii ,  par  l'accroissement. 

Il  est  aisé  de  voir  que  par  cette  division  k  dispatok  de  la  valeur 
de  F  {x)  dans  l;iquçlle  il  ne  doit  point  entrer ,  en  sorte  qu'on  peut 
représenter  cet  accroissement   comme   on    voudra.  Pour;  mettre   de 

Tuniformité  danls  les  signes  et  faire  de  Texpression  -: — iîi  an  type  gé- 

néral  qui  puisse  s'employer  quelle  que  wit  la  lettre  par,  laquelle  on 
représente  la  variable  d'où  dépend  la  fonction  proposée  >  on  écrira  dx 
au  lieu  de  k\  c'est-à-dire  qu'on  supposera  que  x  se  change  en  x^-^^Xy 

et  il  résultera  delà  F  [x)  ss        \J.  £n  appliquant  la  caractéristique 

i  X 

à  à  la  variable  x  on  indique  son  accroissement  par  un  signe  qui  en 
Elit  appercevoir  Forigine>  et  qui  par  conséquent  est  moins  arbitraire 

que  A*  ^i  on  avoit  WL  ,  on  reconnoitroit  tout  de  suite  que  cette 

expression  est  par  rapport  à  la  fonction  JF*(^)^  la  même  chose  que 
«..Jif2  par  rapport  i£  {x)^  ec  que  dy  e%i  l'accroissement  hypotheti* 

d  X 

que  de  y.  '  ,       , 

Il  sjaît  de  ces  conventipns  que  pour  trouver  la  diffénntitlU  d/*(x);. 
il  faut  écrire  x  -j-d  x  au  lieu  de  x  dans  f  (x) ,  développer  /(  x-h1  x  )  , 
en  se  homant  aux  urmes  affectés  de  la  premâre.  puissance  de  6.  x  et 
retrancher  f  (x)  du  résultat* 

On  remarquera  que  d  x  n'est  >  à-  proprement  parler ,  qu'un  signe 
destiné  à  retracer  la  marche  qu'on  a  suivie  pour  arriver  à  Texpressioi^ 
de  F  (ar)  »  et  à  rappell^r  qu'on  &'a  considéré  que  te  premier  terpie 
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du  développement  de  la  difFérence  indiquée  ;    car   d'ailleurs  on  fait 
toujours  abstraction  de  la  valeur  de  laccroissement  qu'il  représente. 

Cela  posé,  différentier  une  quantité,  c'est  chercher  sa  diffèrentielle 
et  l'opération  par  laquelle  on  la  trouve,  s'appelle  diffcHntiatiùn. 

10.  La  notation  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour  représenter 
jT  (a:)  ,  peut  être  appliqiiée  d'une  «lanière  analogue  aux  fonctions 
f'  [x] ,  f  "  [x)y  f"  {x)  etc.  En  effet ,  il  suit  de  la  génération  de  ces 
fonctions  (n^  5)  que 

r   (x4-A)=:f'    (A:)  +  f"  (x)it-Hetc.)d'oùfr    (:c+*)— r    (jr)  =  r  (Ar)*  +  etc. 

r'(i;-hA)=:f'  (.v)-f-f'"W/t-Hetc.V  on^f    {x^k)—i"  (x)==f "  (ji:)/t^-etc* 

en  substituant  dx  à  ibs  il  vient 
r\x^dx)  —     r  (;r)  =  r  (x)  dx  -H  etc.   J 
f  '  (x+i  jr)  —     f  '  (â?)  =  f  "(a:)  ^jc  -f.  etc.    \  ;  or  diaprés  k 
f 'Xj^-hiAT)  —     f  "(Jt)  =  f'^  (a;)  Jat  H-  etc.  > 

définition  que  nous,  avons  donnée  ci-dessus  de  la.  difiËrentielle    d^uns 

fonction, 'on  verra  aisément  que 

m  \ 

f  "(*)  dx  «=  dr{x)(  ^     j  e"(x)  «  JOl) 

^  '  >  on  aura  donc  <  </  « 

f'(r)  dx^d  £'"(*)  I  I  £-{x)  ^  i£M 

1  r'    '  d  X    ' 

etc.  y  ^  V  etc. 

d'où  il  suit  qu'on  peutdéduire  chacunedes  fonctions  f'(Ar),f'(jc)3^r"(«)  etc. 
de  la  difiercntielle  der  celle  qui  la  précède. 

Si  on  substitue  aa  lieu  de  f  (a?)  ssr  valeur  _iîi>  dans  celle  de  f"  (x) 
on  trouvera  f  '  (  a:  )  =  • .  En  continuant  ainsi  de  proche  en 

d  X 

proche  on  rapporteroit  immédiatement  à  la  fonction  primitive,  toutes 
les  fonctions  dérivées;  maïs  on  voit  combien  la  notation  devient 
compliquée  quoique  nous  ne  soyons  encore  qu'à  la  seconde  de  ce$ 
ibnctions. 

Pour  la  simplifier  nous  observerons  que  l'accroissement  d  \x  étant 

^  regarde 
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regardé  comme  invariable,  f  {x)  d  x  se  change  en  f  {x-\-dx)dx , 
lorsque  ji;  devient  x-^dxy  et  qu'on*  a 

i\x-^x)dx^P{x)dx={  f>-h«/*)— f  (;e) }  dxz=^i"[x)dx^^ttc.  (») 
ou  trouvera  aussi  que  dans  les  mêmes  circonstances 


("  {x)dx*-^  .  C\î'  (*-+i x)— f  •  (x)\dx^  —  i" \x)  dx-i -H ^tc. 
î'"  {x)  d  *:'  îdonne  J  j  r"(x-+-i  x)—i"\x) }  </  a.»  =  P"  (x)  i je*  -h  «c. 
etc.  3  %  etc.  ■ 

;i  résulte  de  li  que    f  '  {x)  dx\=  d  £  (x)  ix 

i''lx)dx^  =^  df"lx)dx^ 
£''lx)dx*  =^  d£"\x)dxi 

etc etc. 

mais  si  on  met  dans  la  première  de  ces  équations  pour  î\x)  d  x  sa 
valeur  </ f  (  x ) ,  on  trouvera  i"  (x)  dx^  =.  dd  i (x) ,  ou  pour 
abréger  >  =  <^  ^  (<^)  >  et  par  là  les  suivantes  deviendront    . 

l"'{x)  dxi  =  ddd  f  (x)  =  ^  f  (x) 
P  (x)  </*♦  =</iJ Jf (x)  =rf«f  (*) 
etc.  etc.  etc. 

Ces  demi&res  donnent  des  expressions  fon  simples  pour  les  fonctions 

dérivées  ;  car  on  en  tire    f "  (x)  =      ^'y 

'  d  m" 


r{x) 


d}  f  (x) 


d   X 


i 


".u 


■r  ■  *  » 


P^x) 


^f(x) 


etc.  etc. 


En  rapprochant  l'expression  actuelle  de  f  {x)  de  celle  qu'on  a  trouvée 

précédemment  ;  on  voit  que  les  formules         ^      ec  ^   doivent 

d  X  d  x*" 


(*)  Lorsqu'on  rencontrera  les  expressions  dx^  ^  dx^,  dx^  etc.  il  faudra  se  rap- 
pellei  qu'elles  indiquent  le  quarré^^  le  cube^  et  en  général  les  puissances  de  Tac^ 
crolsseneot  d  x, 

Ca/cul  diffirenàeU  N 


/ 
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être  regardées  comme  équivalentes;  il  en  seroît  de  même  de 


4^] 


et  de \fl ,  et  en  général  de 


\tAfîï\ 


et 


d  x'^  dxT^ 

1 1  «Voici  maintenant  les  dénominations  qui  résultent  de  ce  qui  précède: 
d  f  [x)  est  la  diffèrentielle  première  >  ou  simplement  la  diffèrentielle 
dt{{x);         .  ^ 

d^  F  {x)  qui  est  la  différentielle  de  cette  différentielle^  s*a{)pelle  la 
différentielle  seconde  ; 

d^  f  (x)  la  différentielle  troisième  ; 
d^  ((x)  la  différentielle  quatrième  ; 
etc. 

Les  fonctions  F  (x)  j  ou  les  expressions  équivalentes   Lîi 

d  X 

r(x)\  tIM 

^  ^^  d  x"^ 

r'Cx^x  ^£(f)i 

^  ^*  d  x' 

etc.  /  etc.^ 

seront  désignées  gous  le    nom  de  coefficiens  différentiels,  et  on  les 
distinguera  entr'eux  par  le  nombre  de  diflerentiations  qu'ils  supposent  : 

^^'  ,  par  exemple ,  provenant  de  la  différentielle  troisième  ,  sera 
d  x^ 

le  coefficient  différentiel  du  troisième  ordre. 

II.  En  substituant  dans  le  développement  de  f  (x-M:)  au  lieu  de 

f  {x)y  f\x)y  f'\x)  etc.  leurs  expressions  par  la  notation  qiie  nous 

venons  d'exposer ,  on  trouvera 

i*dx  i.xdx''  ï.i.^dx'  i.i.3.4ix^ 

Si  pour  abréger, on xaprésenre  laionctiQU  f  {x)  par  la  seule  ieccre  »,  ses 
diâereutielles  successives  seront  alors  exprimées  par  d  u^  ^u^  d>  Uyd^u  etc., 

les  cocfEcîens  différentiels  correspondans  par  — ,  —  ,- ,  _:-  etc; 

^  ^    dx    dx^     dx^     dx^ 


I 
i 
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et  X  devenant  x-^k ,  u  se  changera  en 

''^   kr¥     ^"      -t'-t-  _'?«_  k^  +         ^'  "     -  i^  etc. 


i.dx  i.i.dx^  i.i.^.dxl  i.i.i.^.dx^ 

Cette  formule ,  qui  sert  en  quelque  sorte  de  base  au  Calcul  diCë- 
rentîel  et  sur  laquelle  repose  presqu'emlèrement  la  théorie  des  suites , 
est  connue  en  Analyse  sous  le  nom  do^TAéoréme  de  Taylor^  parce  que 
c'est  à  ce  géomètre  anglais  qu  on  en  doit  la  découverte. 

Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  Taccroissement  k  avec  dx;\t 
premier  exprime  l'augmentation  qu'on  attribue  à  at  et  à  laquelle  on 
suppose  une  valeur  déterminée;  le  second,  nous  le  répétons  encore» 
n'entre  dans  les  expressions  précédentes ,  que  comme  un  des  signes 
indicatifs    de    l'opération     par    laquelle    on    dérive    les    fonctions 

.— . , etc.  de  la  fonction  primitive ,   et   lorsque  cette    opération 

d  X     d  x^  - 

est  effectuée  il  disparoit  entièrement  du  résultat. 

Les  régies  et  les  exemples  de  différentiation  que  nous  allons  donner 
achèveront  d'éclaircir  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  on  verra,  de  la  ma* 
nière  la  plus  évidente ^  que  dans  le  Calcul  différentiel  on  ne  s'occupe 
jamais  des  accroissemens  en  eux-mêmes,  ni^is  seulement  des  fonctions 
engendrées  par  le  développement  de  la  différence  entre  deux  états  suc- 
cessifs de  la  fonction  proposée. 

I  j.  En  écrivant  x-^d  x  au  lieu  de  x  dans  la  fonction  a;',  il  vien- 
dra Jt*  -+-  72  **-'  d  X  -4-ctc.,  d'où  retranchant  x' ,  on  trouvera  n  ;t"-'  d  x 
pour  la  différentielle  de  cette  fonction  ;  on  aura  donc  d.  ji;*=  n  x'*'^'d  x  :  le 
point  qui  sépare  la  caractéristique  d  de  la  fonction  proposée  x",  empê- 
chera qu'ion  ne  confonde  l'exptession  d.  x*  avec  dx"  y  cette  dernière 
marquant  la  /s""'  puissance  de  d  x  ^  conformément  à  la  note  de  la 
page  97. 

'  d    A*" 

Le  coeflScient  différentiel  du.i"  ordre  représenté  par  J. — ,  devîen- 

d  x 

dra  n^x^\ 

Comme  on  a  fréquemment  besoin  de  se  rappellec  le  résultat  prér 
cèdent ,  on  Ta  traduit  dans  la  régie  que  voici  : 

Pour  differcnùcr  une  puissance  quelc0nque  £une  quantid  variable^  il 
faut  la  multiplier  par  son  exposant;  diminuer  ensuite  cet  exposant  dune 
unité  y  et  multiplier  le  résultat  par  la  différentielle  de  la  variatlc* 

N  1 


* 


♦  -.1 
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On  voit  qu'en  omettant  la  dernière  multiplication ,  on  formera  int^ 
médiatement  le  coefficient  différentiel. 
«^  Si  la  fonction  proposée  étoit  *z  :r" ,  on  trouveroit^  en  opérant  comme 

ci-dessus,  d.  ax'' 
d.  tfx" 


dx 

Il  suit  de  U  que  les  facteurs  n  et  dx  étant  regardés  comme  cons- 
tans  dans  la  difiérentielle  première  n  a:"*'  d  x^  il  suffit  pour  obtenir  la 
difFcrentielle  seconde ,  de  diffèrentier  jc"^  et  de  multiplier  le  résultat 
par  nd*  Xy  mais  d.  x'^'  =  ( »  —  i  )  a;"*^  d  Xy  on  atira  donc 
d.^  x'  =  n  (n — i)  x"^  dx\  "  > 

On  trouvera  d'une  manière  semblable 

i.5  ^  —  nÇn—iy{n—t)  x^U  x^ 

etc. 
et  Us  coefficiens  diflërentiels  auront  les  valeurs  suivantes  : 

•  '0«   x^ 


.  dx 

dx' 
d?  »* 

dx^ 


nxr 


«(«— i)  *— » 

»(« — i)  (n— i)  *^* 


'  ..'i 


=  «(n— 1)(«— i)(«-^})*--' 

etc. 

on  auroit  pu  les  déduire  successivement  les  uns  des  autres  par  la 
substitution  répétée  de  x^dxï.  la  place  de  a:,  ainsi  qu'on  Ta  fait 
parcelle  de  jt-hit  (n°  3). 

On  remarquera  sans  peine  que  dans .  le  cas  où  Texposant  n  est  un 
nombre  entier  positif,  la  fonction  :t'  n'a  qu'un  nombre  limité  de 
difFérentiellcs dont  la  plus  élevée  est  d.^  x^=^n  {n — 1)  {n — l).s.^.l.dxZi 
expression  qui  n'est  plus  susceptible  de  différentiation  puisqu'elle  ne 
contient  plus  de  variables  :  on  aura  donc  alors  pour  le  dernier  coefficient 

difFérentieljJ =  n  {h — i)  («—*)..„.- 1,  c'est-à-dire   une  quantité 

constante. 


\ 
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La  diâerentiejle  da  -«rf  *•*  +  5  a:^  +  C  :v^  •+•....  •  se  trouvera  en 
prenant  séparément  celle  de  chacun  des  termes  qui  composent  cette 
fonction  ,  et  on  aura  pour  résultat 

«^jt:*^*  dx^fiBx^'^^  dx-^y  Cx^'^^  rfar  +  etc. 
14*  En  général,  si  on  a  plusieurs  fonctions  de  x  jointes  ensemble 
par  addition  ou  par  soustraction,  comme  les  suivantes  »+v  —  i«^,Ia 
difFérentielle  de  l'expression  totale  sera  du'\^dv'^dw\  c est-à-dire 
qu'on  l'obtiendra  en  prenant  la  différentielle  de  chaque  terme,  avec 
le  signe  dont  ce  terme  est  affecté.  En  effet ,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
jusqu'à  présent,  ta  substitution  de  x  -h  ^jp  au  lieu  de  x  doit 
' changer  u^^wu  -^  p  d  x  '\^  etc. ^   et  par  conséquent 

v\     y  '\^  q  d  X  '\'  etc. 

'^j    w  ^  T  d  X  ^  tic. 
u-^v^^w deviendra    a-f-v  —  w^^p  dx  -^-q  d x^^r  d  x-^  etc.' 
d'oùenxetranchant  la  fonction  proposée,  on  tirera^  dx-^qdx — rdx  ttc» 
Mais/?  dx^  q  dXf  rdx  sont  les  différentielles  propres  de  chacune  des 
fonctions  Uy  v  ti  Wy\ti  règle  ci-dessus  est  donc  démontrée. 

15.  Quoiqu'il  soit  presqu'évident  que  deux  fonctions  égales  doivent 
avoir  des  différentielles  égales ,  je  crois  cependant  à  propos  d'entrer 
dans  quelques  détails  à  cet  égard ,  afin  qu'il  ne  reste  aucun  doute  sur 
un  principe  qui  reviendra  souvent  dans  la  suite. 

Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  entr'elles ,  quelle  que  soit  la  va« 
leur  de  la  variable  dont  elles  dépendent,  il  faut  que  leurs  dévelop- 
pemens,  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  de  cette  variable  ou  de 
son  accroissement,  soient  identiques ,  afin  qu'en  les  égalant  il  n'en  ré- 
sulte aucune  équation  qui  puisse  déterminer  Tune  ou  l'autre  des  quan- 
tirés  dont  on  vient  de  parler;  par  conséquent  si  on  a  u^=iv^  il  faut 
qu'en  substituant  jc  -+-  ^  x  à  at  et  en  développant,  on  ait  u  -h/>  d  x  -hetc. 
=v-t-fi/ AT  etc.  quelque  soit  JA;:donc/7rf*=^iA;,c'est-a  dire  dui=:dr» 

L'inverse  de  cette  proposition  n'est  pas  généralement  vraie ,  et  oa 
auroit  rorr  d*affirmèr  que  deux  difïérehtiéllès  égalés  appartiennent  à 
des  fonctions  égales.  En  effet,  si  on  avoit,^ -+-^  jc,  en  substituant 
x-^-dxy'on  obtiendtoit  a-^  i  x^b  d  x  et  en  retranchant  tf-rH^  ^» 
on  trouyeroit  i  dx;  résultat  dans  lequel  il  ne  reste  aucune  trace  de 
la  constante  a.  La  diâereniielle  i  d  x   appartient  donc  également  à 
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a-^ix  oui  itx^  et  elle  convient  en  général  aux  différens  cas  que 
présente  la  fonction  a^bx  y  lorsqu'on  donne  à  a  toutes  les  valeurs 
possibles.  On  voit  aisément  parla  que  dans  la  difFérentiation  d'une 
fonction  quelconque,  toutes  les  constantes  combinées  seulement  par 
voie  d'addition  ou  de  soustraction  disparoissent  :  à  l'égard  de  celles 
qui  le  sont  par  h.  multiplication  ou  par  la  division ,  elles  restent  tou- 
jours comme  coefficiens  ou  comme  diviseurs. 

1 6.  Passons  maintenant  au  produit  des  deux  fonctions  u  etir:  puis- 
que u  se  change  en  u-^p  d  x  -+  etc.  et^eniz+y  ^.x-h  etc.,  le  produit 
i^  V  deviendra  «  V  H-  u  q  dx  -+- etc.  ^soustrayant  la  fonction  primitive 

-^  V  p  dx  -h  etc.  S 

iz  V  ,  il  reste  pour  la  différentielle  u  q  dx-^  v p  d  x;  mais  q  dx  et  p  dx 
sont  équivalens  d,dvQzè.duy  donc  d.  u  v  =  u  dv  -^v  d  it* 

Je  -n'ai  pris  que  les  deux  premiers  termes  des  développemens  de  u 
et  de  V  9  parce  que  les  suivans  ne  contenant  que  des  puissances  àt  dx 
supérieures  à  la  première,  en  auroient  donné  de  semblables  dans-^ 
le  produit ,  et  qu'on  ne  sauroit  admettre  dans  la  différentielle  d'îaprès  sa 
définition.  U  est  à  propos  de  bien  saisir  cette  remarque;  car  dans 
tout  ce  qui  va  suivre  nous  n'aurons  égard ,  par  la  même  raison  ^  qu'aux 
deux  termes  u-^p  dx. 

La  formule  d»uv=:udv^y  d  Uy  nous  apprend  que  pour  avelr 
/a  différentielle  du  produit  de  deux  fonctions  ^  il  faut  multiplier  chacune 
d*elles  par  la  différentielle  de  t autre ,  et  ajouter  ensemble  les  deux  re^ 
sultats. 

Si  on  divise  les  deux  membres  de  l'équation  d.uv  ss  u  dv\-v  du 

kr       '          ...                                    d,  uv         du     ,     d  V 
fonction  pnmmveityy  on  ttouvera  -. =3  «.  +  * — ;     ce 

*  '    u  V  u  -V 

qui  nous  conduira  facilement  i  l'expression  de  la  différentielle  d'un 

produit  composé  d'autant  de  fijicteurs  qu^on  voudra.  Pour   cela  sup- 

ni       dv         a.  i  s         d  t     ,     d  s 
^  ^      .        __ ,     viendra  —  =  =  —  -+-  . et  par 

V  ts  t  s 

conséquent  jJLLi  s=3  _  4-  £l  -H  £i ,  on  trouvera  de  la  même 

u  ts  u  t  s 

— -.  -A-^      ^  d.  U  t  S  r....  etc.         du     ,    dt     .    d  s  _,    dr 
manière  que  ..     ■  =:  —  -f-  — .  H ^  •+•  —  -h  etc. 

Ut  S  r....  etc.    ,       u  t  s  r 


\ 
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Cette  règle  cTonne  immédiatement  la  dîffërentielle  de  o^"  ;  car  on  a  i 


d.  x^         d^xxxx....  dx  dx  ^*  _•      ^^     I   - 


;«;*  XXX  x....  JC  ^  X  X 

le  nombre  des  facteurs  du  premier  membre  étant  n ,  le  second  sera 
composé  d*un  pareil  nombre  de  termes  tous  égaux ,  et  il  se  réduira 

par  conséquent  a  ,  \  on  aura  donc  i_  ==  .m        ,   et  1  on  en 

*  tirera  facilement,  ^.  a:"  =  /»  x^^  d  x. 

Si  on  fait  évanouir  les  dénominateurs  dans  Téquation 
d.uts        du    .    d  t      '  d  s 


u  t  s  u  t  s 

on  trouvera  d.ut  s -=^1  s  du'\-u  s  d  t-^u  t  d  s  ^  et  on  verra  aisé*, 
ment  que  qwl,  que  Soit  le  nombre  des  facteurs  y  la  diffirentielle  de 
leur  produit  sera  égah  à  la  somme  des  produits  de  la  diffirentielU 
de  chacun  d^eux  >  multipliée  par  tous  tes  autres. 

17.  Soit  la^  fraction  —  ;  en  l'écrivant  ainsi   «r"',  elle  prend  la 


V 


forme  d*un  projduit^  et  on  a  sur  le  champ  d.  u  v"^  t=:ud.  v'-h  v"*'  du* 
On  déduit  ensuite  la  valeur  de  d.  -r"'  du  cas  général  d*  v"=;z  v"""'  d  v, 
qui  donne  alors  d.  v""'  =  —  V"*  dv^  et  en  la  substituant  dans l*expres- 
sion  de  d.  u  v'^^ ,  on  trouve  d.  «  y-'  =  —  u  v**  J  v  H-y~'  d  u^  résultat 
qu*on  peut  écrire  comme  il  suit  » 


t   u  du  ^^^  udy         V  du'^u  dv 


Sa  traduction  nous  apprend  que  pour  trouver  la  différentielle  (tune 
fraction  y  U  faut  multiplier  le  dénominateur  pat  la  différentielle  du 
numérateur  ^  retrancher  de  ce  produit;  celui  du  numérateur  par  la  diffi* 
rentittle  du  dénominateur^  et  diviser  le   tout  par  le  quarré   du  déno^ 


minateur* 


:  On  peut  encore  obtenir  directement  la  dîfïëre»fieliedej!ï.  en  faisant 

..     »  V 

-.  =  r,  car  il  vient  alors  «  =  v  r,  et  d*après  ce  qui  précède  , 

du=iv  d  t-^  t  dvy  prenant  la  valeur  de   ^  /  et  substituant  au  îiçu 
de  / ,  la  fraction  5 ,  on  aiiria  comme  ci-dessus^  t 


du       udv 


y  V         y^ 


*  -K 
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Soit  en  général  une  fraction  ^,   ,  , — ^  dont  le  numérateur  et  Iq 

r  s  $  u  •••• 

dénominateur  renferment  chacun  autant  de  facteurs   qu'on  voudra; 

si  on  la  représente  par  ^,  on  aura    ^    ^  ^.   /"'  c=  f^,  et  en  faisant 

r  s  t  u  •... 

disparoîcre le dénominareur ,  on  trouvera rstu*.*.  -a-  V  r  s'  $î  u\-  i 

mais  en  v.ertu  du  n®  précédent ,  on  a 

J*  r  s  £  u..>.         dr     ^    ds     ,    di     .     du 


•  •  •  • 


r  s  eu....  r  s  t  u 


d*V/s'tu....  dV     ,    dr     ,    ds'      .     dt       \     du 

7-  H 7 r 


r  r  s  t  u  ....  r  r  j  ^  tt 

donc 

dr     ^^ds     x^dt  ^j,du         dV  ^,dr        d  s^       dt        du 

r    .      s  tu  y         r  s*         t  u 

et  par  conséquent 

(.  r  s  tu  r'  j'  /  «'         J* 

U  sera  facile  maintenant  de  tirer  de  ce  résultat  la  différentielle  de 
la  fraction  proposée. 

1 8.  Les  règles  que  nous  venons  de  donner  suffisent  pour  trouver 
-     la  différentielle  d'une  fonction  algébrique  quelconque.  Four  les  retenir 

plus  facilement,  il  est  bon  d'observer  qu  elles  se  réduisent  a  trois  comprises 
daos  les  forn^ules  ci-jointes  d.  x^  ^:^  n  jt:*-'  dx         (n.**  ij) 

rf.(tt-rH'— v)  =  du-^dv  —  dw  (n.**  14) 

d*  u  V  ^=:^  udv  ^  V du  (m®  1(5) 

Comme  il  t^  nécessaire  de  se  familiariser  avec   TappUcation  de 

ce^  règles,  je  vais  placer  ici  quelques  exemples  sur   lesquels  le  lec*. 

ceur  pourra  s'exercer. 

19.  Soit  i.^  «sâsaH-^  v^"**^»  ^^  prenant  séparément  la  dif* 

X 

férentielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction,  le  premier  disparoit 
parce  qu'il  est  constant  j  le  second  jetant  mis  sous  la  forme  b  ^  donne 


par  l'applicaiiou  de  la   i'*  règle  du  n^  précédent»  \  b x^    d  x  on 

bdx^ 

— T"  * 


i 
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2 ^  jle  j"*—  _  est  U  même  chose  que  —  c  x~'  et  par  conséquent  on 

d_x 

.2 


ù  d  X  » 

en  tire  —  c  X  *—  ;t-*""'  ^/'jc  ^o\xc  jc-*  J  jc ,  ou  enfin Réunissant  les 


X' 


résultats  partiels  >  on  trouvera  du  =^  ( -+•  — ^  j  dx  et  le  coef- 


ficient différentiel 


2^  u 


V 
du  b    .    ,     c 

dx         z\/, 

'         —  .i-_  -t-  —  récrivant  cette  fonction  comme 

^X  X  x^x  x^ 


AT* 


i  ..I. 


il  suit  :  i^e  s=:  tf  +/  ^"*  -^  c  x      '  •+•  «  Af*^,  l'application    de  la  pre- 
mière règle  donnera 

du^=i  —  \bx    '     i/A:-t-(l-+-j)cAc:       *  ^  a;  —  Z  ^  jc'"^  1/ AT. 

En  réduisant  les  coefHciens  numériques  et  en  faisant  passer  au  dé- 
nominateur les  termes  affectés  d'exposans  négatifs  >  il  viendra 

du=.^^ii±  -+-  I  iA^  —  Liiî,  et  en  remplaçant  les  ex- 


Xi  Xi  * 


posaiis  fractionnaires  par  des  radicaux  i 

j                   ibdx^Acdx  x.e  d  X 

d  u=  -^ '     ^ 


ix^x^         ^xx^x  x^ 

Ces  exemples  ne  comprenant  que  des  monômes  •  chacun  de  leurs 
termes  pouvoir  recevoir  immédiatement  lapplication  des  règles  éta- 
blies ci  -  dessus  ;  lorsque  cerce  circonstance  n*a  pas  lieu ,  on  trans- 
forme la  foncrion  proposée  de  manière  qu'elle  ne  présente  que  des 
monômes  à  diflferentier. 

3.^  tt  =  (/z4-^  x'y  :  on  fera  ^  -f-  ^  «"  =  ;f,  la  fonction  proposée 
se  changera  en  j",  dont  la  difFcreniielle  est  n  î"""'  d  i  ;  mais  en  dif- 
fércntrant  aussi  ^  H-  ^  a:"  ==  {;,  on   aura    m  b  *"*"*  d  x  =  ^{5  met- 
tant pour  i  Qt  d  i  leur  valeur  en  a:  et  ^at,  il  viendra 
d  u  =^n  m  b  a:'"-'  {a-^b  *")"-'  d  x. 

4.^  //  =  y  tf  -I-  b\x  -+-  c  jc*  :  on  fera  ^  -J-  ^  a:  -f-  c  a;*  =  {  ,  il  en 
résultera  bdx-{-icxdx=idi  et  \/tf-+-^  x^  cx^  -— -y  :j;;mais 

j  %./  ^T       j  ^     j  bdx-^icxdx 

«•  V {=  — —  y  donc  du  =s=  .  . 

'   l'S/l  tya^bx'+cx^ 

Calail  différentiel.  O 


ic^         Ch.  L  Exposition  des  principes 


^.-  u 


K^^yi^'^i^''-^''^'  on  Fera  ^ 


\'{c^^xy 


ce  qui  donnera  pour  la  ftjnction  proposée,  V  (<f  — y-+-{)^  =  {^-ry^^îV  î 
maïs  d.  {a—y-^n^  =  {  (tf— y-h{)  '    {—dy-hd{j^=^  --7 


de  plus      d  y  =s  df j 


4V  tf— y-4-c 


en  substituanç  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  y  et  de  {;  /on  trouve 

î  A  ^jc  4^1:  ^/at 


3 


tf.»  «  =*  (a»-l-a;*)  V  <t*-***  :j?n  appliquant  à  cet  exemple  la 
règle  du  n**  i<î,  on  trouvç 

en  efFëctuant  les  diffërenttarions  indiquées  , 


et  en  réduisant     du  =  - —  i < 


.a  ^a 


7.0  u  =        "^  "^^ :  M  règle  donnée  (  n.^  17  )  P^^r   ^ifië- 

rentier  les  fractions  ,  conduit  sur*le-champ  à 

j     _  {a^  ^d'x^-^  X')  d.  jtî'—x^)  —  ja'  —  x')  d.  {a^-ha*  x^-hx') 

^  ~  {a^^-a^x^-^-x^y 

j,   X           -,            — 1  xdx(i  d^-{- 1  d"  x""  —  x^) 
dou  on  tire  d  u  =i  ^ 1 i. 

.    Dans  les  exemples  rapportés  çi-dessu5 ,    nous  n'avons    cherché  que 
la  difFérenùelle   première  ;  mais  on  voit  qu'en  appliquant  aux    divers 


^         z>v   Calcul  différentxel.         loj 

r&ulrats  les  règles  de  difîërentiation  qui  conviennent  à  leur  forme , 
on  trouveroit  la  différentielle  seconde  et  successivement  toutes  celles 
des  ordres  supérieurs.  On  peut  aussi  conclure  de  ce  qui  précède  que 
toutes  les  différentielles  d'une  fonction  algébrique  sont  elles-mimes 
des  (onctions  algébriques  \  car  pour  y  parvenir  il  ne  faut  exécuter  qu  ckn 
nombre  limité  d'opérations  algébriques. 

20.  Après  les  fonctions  algébriques  viennent  les  fonctions  trans- 
cendances y  nous  ne  nous  occuperons  ici  que  'de  celles  qui  ont  été 
traitées  dans  l'Introduction ,  et  nous  commencerons  par  les  fonctions 
logarithmiques    parce  qu'elles  donnent  des  facilités  pour  différentiec 

les  fonctions  exponentielles. 

« 

Soit  I .®  n  =s  1 X  y  en  substituant  X'+'dx  ï  x  on  trouve 


1  {x^d x)^\x^\  Çi^ il\  =  U -H Af j£f —etc.l{ Int. n^itf) 

on  aura  donc  1  (at-J-J  ;t)  —  1  a;  =  ilf  i  —  —  etc.  > .,  et  par  conséquent 

dAx=: :  c'est  à-dire   que  /a  difirentUlU   du    logaritknu   est 

égale  Ml  produit  du  module  par  la  différentielle  de  la  quantité  ^  divisé 
par  la  quantité  mime* 

Dans  le  cas  des  logarithmes  népériens  dont  le  module  est  i  ,  on  a 

a*  V    X  SB  — ,— « 


X 


Désormais  lorsque  nous  employerons  les  logarithmes,  ce  sera  tou- 
jours cçux  du  système  de  Néper ,  à  moins  que  nous  n'avertissions 
expressément  du  contraire;  c'est  pourquoi  nous  omettrons  laccent  af- 
fecté à  la  caractéristique  1,  et  lorsque  nous  prendrons  la  différentielle  du 
logarithme,  nous  diviserons  simplement  la  diÉEerentielle  de  la  quan- 
ticé  à  laquelle  il  appartient  par  cette  quantité  même.  Il  est  bon  d'être 
prévenu  que  la  différentielle  du  logarithme  d'une  quantité  s'appelle 
aussi  la  différentielle  logarithmique  de  cette  quantité. 

^'**  «  =  1  ( —  )  :  on  fera   ■   „'^   ,-  ==  7  et  on  aura  du  =s ? 

O  1 
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x^dx 


dx^ ^   I    -.4 


X 


9 

mais  d^ 


donc      d  u 


Vtf*-hJt* 


a 


» 


d  X 


a^  d  x 


xia'-hx'). 

3-*  «  =  1  1  (aH-Ar)"  (a' -H  a:)"'  (^''-f-A:)""}  ;  on  aura  par  la  nature 
deslogarithmes,  tt  ===/2  t(tfH-A-)H-/ï' l(tf'-j-A-) -|-/2''l(<3''-f-;r)  et  on 


tirera  de  là  ^//=rJÎ -+- -+-  !L. — fL.  Si  on  réduit  ces  frac- 


lions  an  même  dénominateur,  on  trouvera 


expression  qui  est  de  la  forme  < J -L >  d  x* 


ay  a  et  a'  étant  les  racines  de  Téquation  x'  -i-  ^'  x*  +  5'  x  -f-  C  =  o. 

On  voit  aisément  que  si  on  avoit  pris  un  plus  grand  nombre  de 
facteurs,  on  seroit  encore  tombé  sur  une  expression  analogue  a  la 
précédente,  mais  d'un  degré  plus  élevé;  ensorte'que  toute  fonction 
du  genre  de  -  la  proposée  a  pour  coeflScient  différentiel  une  fraction 
rationnelle.  _  • 

Si  les  quantités  a^  a   et  a'  étoient  égales  entfelles  on  auroît  alors 

•  .  •  • 

u  =  1  (tf +  x)"+'"'+""  et  il  en  résulteroit  du^  {n^n-^n)dx^ 

tf  H-x 

Ces  remarques  serviront ,  dans  la  suite  »  i  éclaircir  un  point  impor- 
tant du  Calcul  intégral. 


4.   tf  =  1  1 _1_ — ! L  :  on  fera 


Vi-f-x  -4-  Vi— xl  ,  „  r...  Vi+x  +  V  I— X  =  y 

-hx  —  V  1 — X  =  { 

ce  qui  donnera  tt=:l  ^2^j  =  ly  —  l7etJ«=  JL  —  — >;  mais  on  a 

V{^  y      i 

r  dx      ,       dx  dx     i %/7Tt: _.   i/THïî y^x 
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d'où  on  tire 

et  en  observant  que    jy*  +  ç*  =-  4   ) 

::  1  AT   5 


i/  « 


on  trouvera 

yi 


^V  i — XX 

Cet  exemple  est  remarquable  par  les  réductions  qu'éprouve  la  dif- 
férentielle et  sa  simplicité  eu  égard  à  la  fonction  dont  elle  dérive  : 
il  sera  facile  mabtenant  d'effectuer  les  calculs  des  suivans  dont  nous 
ne  donnerons  ici  que  les  résultats. 


5.°  tt  =  1  f a:  4-  V,   -h  xx}ydu 


d 


X 


i-+-Jt* 


6.""  u 


7.0  u  =1.  ÇVTTr7+:r\î.  du^  ...— 


dx 


«»• 


X  X 

8.®    Si  on   avoit  il  =(l;t)*,  en  faisant  \x=^i^  on "  trouveroît 
(1  x)"  =  j",et  à  cause  de  d.  ^=a;ïç"-»  ^/^ ,  il  viendroit 

d.  (lx)»  =  «(U)"'-^  If. 

9.^  Soit  enfin  «  =  1.  1a:,  c'est-à-dire  le  logarithme  du  logarithme"^ 
de  X  :  posant    comme    ci-dessus  1a;  =  ^,  on  aura  d'abord  //  =  1^, 

d  z         - 
et  par  conséquent  d  unss  — i-  ;  puis  mettant  au  lieu  de  ^  et  de  d i^ 

l 

d  X 


leur  valeur  en  x  er  d  Xy  on  trouvera  d  u  :=^ 

X    1  X 

Nous  ne  pousserons  pas.  plus  loin   ces   calculs,    et  nous  passerons 
maintenant  aux  fonctions  exponentielles. 

lu  Soit  x.^  /z  ==  tf' :  en  prenant  le  logarithme  de  chaque -membre 

du 
on  aura  l  u  •:=ax\  a^  et  par  conséquent  —  =    d  x  \  a,  d'où    on 

u 

tirera  d  u:=:^u  d  xV  ayOn  en  mettant  au  lieu  de  u  sa  valeur  > 
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d.  a' ^=^  a'  dx\  a\  ce  le  coefficloin  différentiel   JL-^  sera,  a*  1  a. 

dx 

On  peut  arriver  immédiatement  à  ce  résultat  sans  avoir  recours 
aux  logarithmes,  en  faisant  usage  du  développement  de  la  fonction 
a*  donnée  dans  rintroduction(h^  il).  En  effet, on  a^+'''  =  a*,  a'''; 
mais  par  rarcicle  cité  ,  ^^^  =  i  -H  (  1  <z)  ^  ^  -+  etc. ,  donc 
a'  +  ''*  =  iî*H-û'(la)  J^jCe  qui  donne  a"^^' — <i'=a'^xltf-h-etc. 
et  d.  a'  '==-a*  d  x  1  a. 

En  cherchant  les  différentielles  successives ,  on  trouve 

d.   tf *  =  tf*  ^  a:  1  tf 
d.^  oT  =  tf'  iijt*(U)* 
d}  a*  =  a'  ^;v3(U)' 
etc. 
Et  si  on  substitue  au  lieu  de  a  le  nombre  e  ,  dont  le  logarithme 
=   1  ,  ofi  aura       u  =  e' 

â  u  ^ 

d  X 


.« 


e' 


d^  u 
d^  u 


c* 


c' 


dx^ 
etc. 

d*oii  il  suit    que  la  fonction  ^*a   la  propriété   remarquable  de   se 
reproduire  elle-même  dans  chacun  de  tft%  coefEciens  différentiels. 

2.°  i/=i=^y,  ç  et  y  étant  deux  fonctions  quelconques  de  atj  si  on 
prend  le  logarithme  de    chaque  membre,   on  aura   \  u^=^y\  [\  en 

difîërentiant ,  il  viendra  ^  zssl  y  S  -H  iy  I  j ,  ou  bien 

d  ""  ^ 

du^=s  u  (L — i  -4-  d  y  l  {  j  ,  et  en  mettant  pour  u  sa  valeur , 

On  ponrroît  parvenir  à  cette  différentielle  sans  employer  les  log.v- 
rithmcs ,  en  écrivant  u-\-  pdx'\  au  lieu  de  f  « 

y-hgdx^  <y 

l-i-rdxS  il 
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Il  viendroic  alors  u^p  d  x  =r(;[-HrJ;t:)^  +  ^''',en  observant  de 
s'arrêter  dans  le  développement  du  second  membre  aux  termes  afïèc- 
tés  de  la  première  puissance  àt  dx\  mais  on  trouvera  d'abord  par 
la  formule  du  binôme  > 

^-^îi»  ^{^y^qdx)  f +*'*'-' rJ;t- 4- etc.; 
résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

:^  [:^9^»^(^y^qdx)  :^*'-' r  d x '\- ttc] 

or  :j»^'=       I -f- (Iç)  j^jtr-f-etc,   ^ 

Substituant  ces  valeurs  et  rejettant  tous  les  termes  affectés  des  puis- 
sances de  ^  a:  Supérieures  a  la  première ,  comme  ne  devant  pas  entrer 
dans  la  diffêrentielle ,  on  trcAivera 

Si  on  retranche  de  part  et  d'autre  £"  ou  Uy  il  viendra 

p dxTssK:^  (^<fxl^-H:?^  r dx)\  c'est-à-dire , 

î 

dxtrs±:^  i^dy\\^^^  d^) ,  comme  ci-dessus. 

}.^  u  S—  a*  :  on  fera  ^*  ss  y  et  on  aura  u^ssa^y  d  u  m  a?  dyla'y 

* 
mais  dyiistl'^  rf5cl*,-par  coaséquent  du^^J"  h*  d x  \  a  \  i  y    on 


poursuivra  aisément  ce  calcul  pour  les  cas  plus  compliqués, 
4.°  u^=si'  :  on  fera  z'  a=;y ,  il  viendra  a  =  {f  , 

d u=:  :^  ^Z — i  -^  dyli^i  mettant  au  lieu  de  y  et  dy  leur  valeur 

en  /  et  j ,  il  viendra 

du         ''  '^^^    •    '-""^'^ 


/r/f^  +  liiii.  +  i^lrlî) 


à  l'aide  de  ces  formules  on  trouvera  facilement  la  différentielle  d'une 
fonction  exponentielle  quelconque.  Occupons  -  nous  maintenant  des 
fonctions  circulaires. 

IX,  Soit  1.^  tt-srsînx:en  substituant  x-4r^^  à ^jl^fo^^^" on  proposée 
se  chaiigera   en  sîn  (x  -H  ^  x)  cs=  sin  x  cos  d  x  +  cos  x  shii  d  x  y 
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mais  on  a     cos  d  x  =5  i  -^  Gtc.  •) 

sin  dx^=T  a  X — etc,3  ^  ^^  -^ 

donc  s:n  {x -^  d  x)  z=:sin  x-hd  x  cos  x  -f-  etc. ,   et  par  conséquenr 
d.  s\n  X  î=î  d  X  cos  X. 

Il  suit  de  U  que  la  dlJflrôntUlU  du  sinus  est  égale  à  celle  de  tare 
muliiplUe  par  U  cosinus* 

t.^  Il  =  cos  X  :  on  a  cos  (x-+-^  x)  r=  cos  x  cos  dx  —  sîn  x  sin  dxy 
et  en  mettant  pour  cos  dx  et  sin  dx  leur  valeur,  cos(x-+-^x) 
s=  cos  X  —  dx  sin  x  etc.  j  donc  ^,  cos  x  ss=2  — rf  x  sin  x  :  c'est-à-dire 
que  la  différentielle  du  cosinus  est^égale  a  celle  de  Parc  prise  avec  un 
signe  négatif  et  rriultipliée  par  le  sinus. 

Qiunt  au  sinus  verse,  sa  différentielle  est  la  môme,  au  signe  près, 

que  celle  du  cosinus  ^  car  on  a 

s,  V.  xs=s  1  —  cos  x^  donc  d.  s.  v.  x  £=5  d  x  sin  x. 

.        X              J                      sin  X 
3 .®  i/  =  tan  X  :  a  cause  de  tan  x  sss ,  on  aura 

cos  X 

.                  cos  X  d^  sin  X  —  sin  x  d.  cos  x         C^os  x*  H-sin  x^Ydx 
d.  tan  X  =  >     -  ■      ^   c=s  ^  ^ ^ 

cos  X*  cos  X* 

dx 


mais  cos  x*  -H  sin  x'  =S!  i  j  donc  d.  tan  x 


cosx* 


4.®  tt  sas  cbt  X  :  à  cause  de  cot  x  sss , 

tan  X      . 


tan  X  tan  x*  cos  x  sin  x* 

5.**   tt  5=  sec  X  :  à  cause  de  sec  x  ;= j  çn  a 

cos  X 

,                        d.cosx         dxsinx  j  ^_ 

d.  scçx^=^  —  .  s=5  -.sa  d  X  tan  x  sec  x. 

cos  X*  cos  X* 

6»^    u  s=  cosec  X  :  à  cause  de  cos  x  srs  -: ,  on  a 

sm  X 

.                             ^f,  sin  X  d  X  cos  x  j         .       ^ 

i/.  cosec  x=r  — -Ltsa  — -__-!  =  —  ^x  cot  X  cosec  X- 


sni  X  sai  X" 

Avec  CCS  formules  on  peut  trouver  la  diffcrentielle  d'une  expression 
renfermant  d'une  manière  quelconque  des  sinus ,  cosinus ,  tangentes,etc.; 
il  faudra  pour  cela  differentier,  en  regardant  ces  derni^ires  comme 
des  fonctions  particulières,  et  mettre  au  lieu  de  leurs  différentielles 

les 
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les  l)ésuUac9  ci^dossus  :  nous  n'en  donnerons  qu'un  seul  exemple  » 

savoir  utsacos  x  ■*•".  On  fera  ^^^  ^  ^=  C   >  ,  on  aura  »  2=3  ^'  et 

sin  X  ^ss=i  y  J 

du  =s  d.^zsz^fây  1  i^yjlS\==:ix  cos  Jt**"  'Arosxl.  cos* —  ^îllî- Y 

2 } .  Nous  avons  traité  les  sinus ,  cosinus  ecc.  comme  des  fonctions 
de  Tare  j  regardons  à  présent  lare  successivement  conime  une  fonc- 
tion de  son  sinus ,  de  son  cosinus  >  etc.  et  cherchons-en  la  différen- 
tielle sous  ces  divers  points  de  vue.  Pour  cela  supposons  que  x  soit 
la  fonction  proposée ,  et  «  la  variable  dont  cette  fonction  dépend  ; 
I  •*  l'équation  d.smx^ss&dxco^x  donne,  à  cause  de  sin  x  ^sssu  \ 


COS 

dtt=zdx  V  1 — «*  et  par  conséquent  dx  =  ■  ;  tçUe  est  la  valeur 

Vi— «» 

de  la  différentielle  de  Tare  exprimée  par  la  diÔerentielle  du  sinus  et 

par  le  sinus  lui>mème. 

On  peut  parvenir  a  ce  résultat  en  employant  l'expression  de  l'are 

donnée  dans  le  n°  3  8  de  Tlntroductron ,  qui ,  lorsqu'on  y  fait 

8inx=i;retcosocâc=V  i— a%devientAr\/^ir=l(«\/--i-+.V  1  — «*); 

et  d'où  on  tire     jc  =  — î — \(u\/^i^\  i — «').  En  effet  si  on 

V — ^ 

change  x  en  »  et  réciproquement,  dans  le  6^^  exemple  du  n.^  10  >  oa 
vouvera  d.  — l 1  («  y  — ^  -+"  V  i — «*)=  "     . 

Si  on  vouloir  exprimer  la  difËrentielle  de  l'arc  par  son  cosinua»  il 
faudroit  partir  de  l'équation     d.cosx^=^  —  d  x  sin  x  qui  donne ,  en 

faisant  cos  X  =  « ,  du=z  —  dx  V  i— «*  ou  4/  x  = —         ^     • 

Vi—u^ 

Pour  passer  de  11  au  sinus  verse  on  feroît  a  =  i  — y ,  puisque 
sin  ver.  x  =  1  —  cos  x ,  on  auroit  par  conséquent  du-ss^^^dy  et 

Viy-y^ 

a.^Soit  tan  Afs-sir:  l'équation  d.  tan  xa» — fi.  donnée  à  s=: — ^ 

cosx*  cosx* 

tt  dx  ^=id  u  cos  X*.  A  cause  de  fHUi  =s  tan  x  i  on  trouve 

cosx 
Calcul  difinntuU  P 
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siii  x=^cosxt2.n  x,sm  x*sî=:tan x*  cos  jc*'éc Sttbstkaant  »^— cos  je»  â-MH  j^ 

I 

il  YÎCBt  X  aEçseos  jff*  -+-  ta«  X*  cos-x*  =xo5  x^ (i  -+-  c?.a x*^^  oin  a  donc 


COS  X*  5=sî =  ■■  Mettant  cette  valeur  dans  celle  de  Jx 

il  en  r^îsultera     dx=  ,  :  d'où  on  peut  conclure  que  /a diffircn» 

tiilU  de  tare  e^i  igàle  à  celte  de  tu  tangente  divisée  parte  quarri  de  la 

sécante  ;  car  y  i  +  ^^  exprime  la  sécante  lorsque  la  tangente  est  re- 
présentée par  u. 
,  Nous  terminerons ,  cet  article  par  l'exemple  suivant  : 

r 

(  Splt  X  Xixx  arc  ayant  pour  sinus  la  fonction  t  u\/ 1 — u*^ 

^  -  «  ■ — •  d  ^     ^ 

on  fera  x  u  V  i— i**  =3:  {  et  on  aura  dx=^  *\/  '     \ ^ 

mais     </  { =5    >        — L 


De  la  XiSktTk-  •     14.  0cctipons4ious  maintenant   des  fonctions    qui  dépendent  de 

nation  des  fonc-  ^^^^  variables,  çt  prenons  d'abord  un   exemple»  Soit  z^^sx^y*;  le« 

noDS  de  deux  ya-  ,  ^  ^  .  , 

fiables.  quantités  X  et  y  n'étant  assujetties  à   aucune  relation  entr'elles  ,    la 

seconde  peut  resrer  la  même  quoique  la  première  ait  cRangé,  et 
réciproquement^  Il  résulte  de  li  que,  l^aleur  de  la  fonction  proposée 
peut  varier  de  plttsietrrs  manières;  i.^  en  conséquence  d'un  change- 
ment arrivé  i  X  s^ul  ou  à  y  seal;  a.^.  par  le  concours  de  ces  deux 
circonstances. 

En  n'ayant  d'abord  égard  qu'au  changement  de  x  ^  si  on  substitue 
x+  A  au  lieu  de  cette  variable ,  dans  la  fonction  proposée ,  on  trouvera 

1  ï.     1,.        .         .1-,.-  1,.     -*.    • 

si  l'on  eut  fait  varier  y  seul ,  en  écrivant  j^+A  au  lie*  de  y  on  iiu- 
roit  eu 

1  I.    2.  1.         Z.         5. 

Enfin.  SU  on  si^pposé,  que  lôs  deux  chatigcmans  précédeixs  ayçnt  lieu 
à  la  fois,  la  fonctioo  proposer  deviendra  (x+A)"  (^+A)";  et  on  em 


etc. 


•bnetrdroit  le  dë^eloppetnent  en  rniiltipUanc  celui  de  (  x  4*  &  )"*  pat 
cel43i  de  ^'+'Jty*  MaU  on  .peut  arriuer  au  mâme  but  d'une  manière 
plus  simple  »  en  substituant  y^i  pour  y  dans  le  dévelo}5penient  de 
(x-+-A)"'y*tcouvé  ci-dessus,  ou  bien y+A  pourx  dans  celai  de  x"  (  y-+'^)*« 
En  effectuant  la  première  opération  il  viendra     (x-H-A)""  (y -4- A)"  =3 

1  I.  1. 

+  f  ^  X"-'  /-'  A  k  +  !l^^~^)  !!  x"-^'-  A*  Jk  * 

I      I.    1»  i.  !•        1.  1- 

etc.  *  H-  etc. 

Ce  développement  nous  présent)e  la  fonction  |)ritnitîve  x^y"  >plw< 
une  suite  de  fonctions  de  x  et  de  y  qui  multiplient  les  différentes  puis- 
aanoes  .it§  accroîssemons  Atet  A;,  ainsi  que  les  ficoduics  xk  ces  puis^ 
sances.  On  trouverait  des  développemens  analogues  pour  toute  autre 
foMtiofiet  quelque -soie  le  hqmbre  4ê-variable$  qui  ienti^ent.ds^us  s» 
composition.  Nous  allons  faire  voir  en  général  que  ces  développemens 
donnent  lieu  à  de  nouvelles  fonctions  qu'on  peut  dériver  de  la  pro- 
posée par  des  diffôrenti^tioins  successives,  eiunme  celles  qu^oa  obtient 
dans  le  cas  d'une  seule  vatiable. 

25.  Représentons  par  f  (x>  y)  une  fonction  quelconque  dé  x  et  dey; 
supposons  d'abord  que  ia  variable  X  change  seule  et  devienne  x+A  : 
H  Ëittdi^  Mgatder  y  cesuiM  «ne  constante  ^t  traiter  k  fonction  pro- 
posée de  même  qu'une  fonction  de  x  j  on  aura  donc  par  le  théorème 
du  n,®  11  ,  en  faisant  pour  abréger  f  (x  »  y)  =  «,  ^ 

rr^  t  L      \  .    du  h   ^     d'à   h^      ^     d^  u     h}        ,       ^ 

dx  I        dx^  i.x        4/ X*  1.1.3 

Si  oîi  votdoît  trouver  ce  que  deviciit  la-fonction    proposée  lorsque 
y  seul  prend  un  accroissement,  on  regarderoit  x  comme  mye  cons- 
tante et'i'(x^  y)  ou  u  comme  une  fonction  dey  j  par-U  on  a«roit 
*   .  -    •  > 

et  •  IN  ,  du  k     ,    ^u    k^      ,     d^'U     ^1 

Supposons  ^maintenant  que  les  quantités  x  et  y  varient  en  même 
«ems  wd^vïeÂnéftt  x4- A  -  -et?  y^^k^  '^(«biîie  c».  «n^a  aistgné  nattcu|xei 

P  1 


^ 
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forme  particulière  à  la  fonction  ({x^y)^  il  n'est  pas  possible  <I*y  fxit% 
à  la  fois  les  deux  substitutions  indiquées  ;  mais  il  est  aisé  de  sentir 
qu'oa  parviendra  au  même  résultat  en  changeant  d'abord  x  en  X'^k  » 
.et  en  mettant  ensuite  y+A:  pour  y^  dans  le  développement  qu*on  aura 
obtenu  par  la  première  opération. 

nadejat  (;r-f-A,j')==îi-f-„-  -   -|- _  +  _  . etc., 

dx  I  dx^  x.i  dx^   1.1.3 

«représentant  f{xyy).  Pour  développer  les  coefEcîens  des  difïérens 
termes  de  cette  série,  en  ayant  égard  au  changement  arrivé  à  y  >  j'ob- 
serverai d'abord  que  dans  chacun  d'eux  x  doit  être  regardé  comme 
une  quantité  constante ,  et  qu'on  doit  les  traiter  par  conséquent  comme 
des  fonctions  de  la  seule  variable  /.  D'après  cela,  f{x^y)cviu  deviendra 

du  k         d^  u   JC  d'u      k^       , 


dy  1  rfy*  i.i  .       dy^  i.i.j 

Si  dans  ce  développement  on  écrit  ->^  au  lieu  de  ir^  on  aura  pour 

..  dx 

résultat  ce  que  devient  la  fbnctien  —  ,  lorsque  y  se  change  en  y^+À  ; 

dx 

c'est-à-dire , 

^'du\  ^  /du\  3,  /dur 

du 


\dxJ  k     _^       \dxJ   t   -.       \dx/     k' 


etc. 


dx  dy        I  dy*       i.i  dy*        i.i.J 

Mais  il  est  aisé  de  voir  que  l'expression  ,.^ — f^  indique  deux  diffé** 

dy 

rentiations  faites  successivement  sur  la  fonction  proposée,  la  première 
«n  ayant  égard  i  la  variabilité  de*;c  seul  et  la  seconde  en  ne  consi- 
dérant que  celle  dey  ;  nous  la  mettrons  sous  une  formé  plus  simple  en 

l'écrivant  comme  il  suit  :  — JL.  Nous  représenterons  de  même 

dydx 

*  .  par  — :fL  :  en  général,  il  faudra  entendre  pat  -...•:  »   ^ 
dy-       ^     dy^dx         ^  ^      dy'dxr 


^        U  '  9 

coefficient  diffêrentiel  de  l'ordre  n  relatif  à  la  fonction  .— ^  ,  en  n  y 

'  f  d  X  ' 

tuppojant  qu©  j' variable;  tandis  que  cette  fonction  est   elle-mêmt 
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le  coefficient  diflërentiel  de  Tordre  »i  de  la  fonction  proposée ,  en 
v^j  supppsant  que  x  variable. 
Cela  posé  la  substitution  de  y-^k  au  lieu  de  ^changera 

il^niJL   ^.£±-i^  JliL_il  +  Jl!L.  ±^  -h  etc. 

dx      dx  dydxi  dydxi.i  dy^dx   1.2,3 

d'u     d^u     ^        d^u     k  ^      d^u      IC      .      '  d^u        h?        .    ^^^ 
— en + -h  — ^ — —  -H -t^  etc. 

dx^     dx^         dydx^i  dfdx^i.x         dy^  dx*  i.x.} 

d}u     d>u     ^        d^u     k     ,        d>  u       it»      ,         d^v       A'         ,       ^ 
i^;c'     i/«»         dydx^i  dy^d^i.i         dy^dx^  i.l.} 

etc» 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  f  (a:-+4  ,  y)  et 
en  ordonnant  de  manière  que  tous  les  termes  dans  lesquels  les  expo- 
sans  de  A  et  de  A  font  une  même  somme ,  soient  placés  dans  une 
même  colonne  venicale ,  il  viendra 

f(^4^»j'-+-A:)==«-H— ?-+ — -   — .   H-_î_       -f-etç. 

dy  i        dy*    i.x         dy^  i.i.j 


duh    .      ^«     AA    .       d^u     k*    h 


dx  i       dydx  II       dy^dxi    i.x 
d*  u    A*  d^u      k   A* 


dx*   1.1  dydx*  ^kxit 

d}u     A» 
dx'^  i.a.3 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 

X  6.  Nous  avons  obtenu  le  'développement  précédent  en  mettant 
d'abord  ;r+A  au  lieu  de  x  >  et  ensuite  y-k-k  au  lieu  de  y ,  mais  oa 
auroit  pu  procéder  dans  tm  ordre  inverse  et  commencer  par  la  substitu* 
tion  relative  à  y  :  alors  fÇx^y)  seroit  devenue 

f(*>j^-f*)outt4-~  -  -H-r^  —  ^^  ::r-  — ^  ^^^^ 

dy  f        dy^  1.1         d^  u  i.z.j 

La  labstitution  de  x-^h  au  lieu  de  jr>  dans  cette  série  >  auroit  change 

^du  h  ^d^u  h*     ,    d^  u    A'     •       ^, 
dx  i         dx*  i.x        d,9s?  i.a.j 

Ci  ensuite 


ii9 

du 
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n*  n 


d  H     . 
en  —  H- 

dy        d  y  d  X  dy     i 

d^n      h 


d^u 


dxdy""    I 
d^  u      h 


d^  u     d^  u 

dy^  dp 

d?  u     d}  u 
en 

dy"^     dy^ 

etc. 

ou  aiiroit  ett  par  -conséquent 

dx  I 
d  uk 

dy  i 


dx*dy    1.1 
d*ii       A* 
dx*  dy*   ï.i 


H-  - 


é/*« 


h> 


dx^ 

dy 

f.t.) 

«/' 

n   ' 

,A' 

dx^ 

dy 

i.i.j 

d" 

u 

A' 

dxdy^   I  dx^dy^   i.x  dx^dy^   i.i.j 


etc. 


etc. 


etci 


i/jr*    1.2 


dx  dy  i  I 

^«  il 


«fjc^   1.1.5 
d^  u      h'  k 

dx^dy  1.*  t 
d}u    h  iC 

dxdy*  I  i*a 

d^u      k} 

dy^  i.i.j 


«te. 


etd. 


etc. 


etc. 


H- «te. 


Il  est  évident  que  ce  second  développement  doit  être  identique  avecf 
le  ptemier  ;  car  il  -est  4ndiflfereBt-oe  changer  d'abord  -x  en  jr-+- A  et  ensuite 
y  tx\y~\^k^o\i  de  faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre  inverse ^ 


pui»tjue -d Hi»€  mamèïe-oatleratttteon-obcîent  également  ([x-^yy-^). 

Si  on  compare  dans  ces  deux  développemens  les  termes  qui  sont 
ddSectés  des  ntêmes  puissances  de  A  et  de  ^ ,  on  trouvera  eette  suite 


d*équations, 
J 


d*  u 
dy  d^ 

d>u 
d^u 


d}  u 
dxdy 

d}  u 

'd?u 


dy^  dx         dx  d y^J. 


dy\dx' 
etc. 


^4.^ 


dx'^dy 
etc. 


La  première  nous  apprend  que  le  coefficient  di£fêrentiel  du  Second 
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ordre  d'une  fonction  de  deux  variables ,  pris  en  dififërencianc  par  rap- 
port Â  Tune  d'elles  et  ensuite  par  rapport  à  Tautre,  reste  le  même 
quel  que  soit  l'ordre  qu'on  air  suivi  dans  les  difierentiations.  Soit ,  par 
exemple  >  «  os  x*  jr";  si  on  différentie  d  abord  en  regardant  x  comme  ^ 

seule  variable ,  on  a =  m  *"^'  y"  j  diffërentiant  ensuite  ce  ré- 

d  X 

sultat»  en  ne  faisant  varier  que  y  »  on  obtient  .  ^=zmn  s^^  y^  : 

dy  dx 

en  opérant  dans  un  ordre  inverse,  on  trouve  _  s=s  n  0^ y^^  et 

dy 

d^  u 

^  mn  X**" y**' ,  et  on  voit  que  le  dernier  résultat  est  le 


d  X  dy 

même  dans  les  deux  cas. 

2.7.  Les  autres  équations  rapportées  ci-dessus,  ne  sont  que  des 
conséquences  de  la  première  :  en  ef&t ,  d'après  la  notation  adoptée  , 

^      est  la  même  chose  que        ,      ^  ..  ,  et  à'  cause  qu'on  peut 
dydx^  dydx  * 

intervertir  l'ordre  de  ces  <liAérentiations  consécutives ,  la  même  chose 

^  (—^ 

\dxJ                d^u  r\  .      d?u 

encore  que  i—..-.  =:  .....^ •  On  a  aussi 


dxdy  dxdydx  dx^dy 

^ L-,  et  en  changeant  Tordre  des  deux  premières  dif-' 

dx 

Kdydx) 


fiitenciariona  indiqiftées:,  il  vient 


dy  i  x)  d?  u 


dx  dx dy d X 


résultat  conforme 'au  précédent. 
On  trouvera  semblablement 

d>w  \dydxJ  \dxdyj  V« 


dy*dx  dy  dy  ^dydxdy 

i>u  \    dy    J  \    dy    J  d>u, 

dxdy"^  dxdy        .  dydx  dydxdy 


dy  dx 

d*u 
dxdy 
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En  (raitant  ainsi  les  équations  ultérieures ,  on  tomberoit  sur  toutM 
les  expressions  équivalentes  des  coefficiens  diifèrentiels  des  ordres  plur 
élevés  ;  la  table  ci-jointe  ofire  les  diverses  expres$ions  des  coeSiciens 
di^rentiels  des  deuxième  ,  troisième  et  quatrième  ordres  \  celles  qui 
sont  dans  une  même  colonne  verticale  sont  identiques. 


d^u 


dydxdy 

d^u 

dxdy* 


d'  u 


dydx* 

d^  u 
dxdy  dx 

d^u 
dx'dy 


d*u 


dy^  dx 

d*u 

dy  dxdy 

d*u 

dy  dx  dy* 

d*  u 

dxdy^ 


d*u 


dy\dx* 

d*u 
dydxdy  dx 

d*u 


^M» 


dy  d  X*  dy 


dxdy*  dx 
d^u 


d^  u 


dy  dx^ 


d^u 


etc< 


dxdydx* 


d^u 


dx*  dydx 


d^u 


dx^  dy 


dx*df 

En  général  on  peut  déranger  commt  on  voudra  tordre  des  différen'* 
nations  indiquées  ;  pourvu  quelles  restent  Us  menus  es  en  même  nomtre^ 
le  résultat  ne  changera  pas. 

d'-^'u 


Pour  le  prouver  9  soie 


-;  il  esc  £icile  de  voir  d'après  les  con- 


dx^df 
wncions  faites  dans  les  n^'  xo  et  15, qu'on  peut  décomposer  cette  expres- 


sion comme  j1  suit  : 


.,      .  X     dxdy    y. 


d.x^' 


\  mais  -en  mtervertissanc 


lordre  des  deux  diffîrentiations  isolées»  ce  qui  est  permis, on  a 


c 


ydy 


dy  dx 


"  >  et  en  réunissant  sous  un  même  signe  toutes 
les  opérations  îndiquées^il  vient  au  lieu  de  la  formule  proposée  »  Tex- 

pression  équivalente ^r:r^ —    ■  ^.  ^^>  Si  pn  décomposoit  encore 

a 


x'^'d^dxd/^ 


cette 


pu    CàICUI    IXiFFéRMJrTrMJ^.  ixf 

cette  demîftre ,  on  y  pourroit  faire  de  nouvelIe$  permutations  dans  l*ar- 
fangement  des  dy  et  dx;  nous  devons  donc  regarder  la  proposition 
ci-dessus,  commo  démontrée. 

x$»  £n  retranchant  f(*»>)  ou  u  de  f(x-+A»y-+*)  on  trouve 

f(*+*.y-+-A)-ûf(,,:K)«^i-h   pt   il     etc. 


dx   I  d X*      i.i 

du  k     .       J^u      k     h  ^^ 

—    -.  etc. 


dy  %         dydxi     I 

^  u 


A» 


etc. 


*  »     •  ■     ■ 

'..•-..  etc. 

Si  oh  étenâ  aux  fonctrbn^  de  deux  variables  la  définition  que  nous 
iiyons.  ^onqée  (ti^  9)  de  k^diflKreiitklle  d'une  fonction ,  on  verra  que 
celle  de  f  (jt  ,  y)  ou  u  est  comprise  dans  les  deux  termes  qui  for* 
ment  la  première  colonne  du  développement  précédent  y  et  en  chan- 
geant h  en  dx  et  A  en  dy^  nous  aurons^  f  (x,  j^)=aBiiy  ==  —  dx-^  — dy. 

dx  dy 

11  suit  delà  que  la  diffèrentielle  d'une  fonction  de   deux    variables 

renferme  deux  parties,  savoir:  —  dx  ou  la  di£fërentielle  prise    en 

dx 

regardant  x  comme, seule  variable  »  et  ...^dy  ou  la  différentielle  prise 

%n  regardant  y  comme  seule  variable. 

On  peut  donc  âppli<}uer  aux  fonctions  de  deux  variables  ^  les  règle* 
données  (n^  13  et  suiv.)  pour  la  diffèrentiation  de.  ce  lies  qui  dépendent 
d^une  seule ,  ^  et  pour  cela  on  difflrêntitra  la  fohcûen  proposée  i£ abord 
par  rapport  à  tune  des  variables  ^  a  ensuite  par  rapport  à  [autre  :  la 
4omme  des  deux  résultats  sera  la  différentielle  cherchée. 

On  voit  $urle-chan^  d*après cette  rigl e  que  d  {x^y)  sss  dx^dy^ 

.    .    -  d.  X  y    ^Êmtyd'X'+^dy 

M  X  y  dx — xdy 

y  y^ 

^9.  Nous  nç.  croyons  pas  qu*il  soit  nécessaire  de  donner  beaucoup 
d'exemples  relatif  à  la  di^renriation  des  fonctions  de    deux   varia- 
*l?^e$.:,'|nt!sqTi*elfe  rentre  dan^^  rell^  ëeis  fènctrons^  qui  n'en  conriennertt 
Calcul  différemieU  Q 
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qu^une.  Nous  nous  bôriieroi»*  donc  anr  inlyans  \ 

i.?aaa=*»yj  on  a    zii  d  xssmxr-'  y'dx 

dx 

.    ..         dy  ..■■ 


dulsam 


doncdâss^moTr-'  y'dx-\:nx'-'dys=i»r-'  y^'^mydx-^^x^dy), 

*        ,  ■  * 

o    .             ^  y          ^         d  u   j    '            ay  x  dx 
xr  u  *=       .  r    ^   ;  on  a  —  4?  x  t=  —  -£ . 

onctfcgi:;»      "^  M-  —      "^       —  ..    "^        «■■»  ott  en,  ret 

(**-Hj'0*  V*«-+-7'        (x'-^y'^i 

-  *  ■  « 

-  — ayx^x-\-ax^dy 

a.*  «attuj^  ^taagâssfV:  cettié  expression  est  ceiie  d'un  «c  d« 
cercle  donc  le  rayon  est  i ,  et  la  «wigente  -  ;  pour  la  difSrenticr  on 

y 

fera  -  =  t  et  on  cherchera  d  après  le  n^  13  la  difiërentîelle  de  Tare 

y  » 

dont  U  tangétiti  «se  «iptimëe  ^  { }  il  viendra  pour  rémkftt  ■>■   ^  >;  •  on 

tonrà  doj^  dutBSç, ^.1.  .  Mettant  au  lieu  de  r  et  de  i^i{  kUr  valeur  ; 

on  trouvera 


du 


y*     .       .ydx^xdy.' 


*  ■* 


**     .  y'-\-*' 


'       ■     y  .  '       ,  ■     . 

30.  La  manière,  dont  on  écrit  les  difErentielles  des  fonctions  qui 
iépendent  de  plusieurs  variâmes  donné  lietf  â  des  teniafques  itnpor- 

r                                  *             '            J    1        •      J    !•,'.•          Vj^'H'     f        1.     %    i'  .    '  '     ••     'I     '-  i* 

^  ^        ,  1  au    M ^-.  V., -,^*«,«^^i.rir»mifc* 


4H^Q[a^mt, 


1  )  .«^X   i\^,*'C   ^^ 


\ 
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fou  le  (oîixt  ti  u.nt  cenfi^moic  que  la  seule  variable  x.  En  effets 
dans  ce  dernier  czs^Ju  niunt  que  le  premier  terme  du  dévcloppçaieiK 
de  la  différence  encre  h$  d^uz  étzxs  consécutif  4e  b  fo^iccion  pro* 
posée ,  si  on  divise  cette  .quantité  par  raccroissement  djc,  mi  a  If 
co^cîent.diffiimittel;  mai^.lcirMjtte  u  Mnferia&e  deux  vj^i«blf s ,  la 4if* 

férentielle  est  composée  de  deux  termes  et  Kcjtpresision  —  à  dans  ce 

dx 

cas  un  sens  particulier  j  elle  désigne  le  coeflTcient  différentiel  pris 
dans  rhypod^4$e  de  X  seul  variable  >  ou.  le  quotient  4u  premier  terme 
du  développes^ent  de  ila  différence  prise  dâiïs  cette  hypothèse»'  divisé 

pat  raccroissemenc  </  x:  il  en  est  de  même  de  _. 

Les  quantités  Jlt  »  — *  soht  appellées  oYdinaireiïlent  diffcnnusjpar' 

dx     dy 

rîc2/a  du  premier  ordre  de  ia  fonction  »;  et  en  général  ^  repré- 

dx'^dy^ 


sente  une  de  celles  de  Tcirdre  m  +;ei  •..prise*  en  -difféi;Qntianp  m  fois 
par  rapport  à  a:  et   n  fois  par  rapport  à  y. 

Je  crois  devoir  observer  que  la  dénomination  de  ^ffirtnce  parâtllt 
n'estpas  ex^tej  car  les  formules  qu'on  désigne. ainsi  n'expriment  point 
la    diâtérence  entre    deux  quantités.  Les   vraies   diffcnnces  partUlUs 

^ard  qu'au  changement  de  x  et.  la  seconde  en  ne  supposant  que  .celui 

d  u  ,'\  du   j 

X      f  Jx 


«         «4  •- 


de  y.  Les  expressions    .        r  ^^  j  r  ^^^  ^^'^^  ^^  premiers 

.  — ïlit  i         —  dur 

termes  des  déyeloppemens  de  ^ces  diffèr^pces  doivent  être  nommées 

Hffifênnêlles  paruclUs  y  et  £i!  j  resteront  toujours  les  coifficitns  dlf- 

d  x\ 

^fktèumUiàa^  fxu3ûMV  <Ni»'  à^^^î<Mtà^  bat 
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remarquer  qu'une  fonccion  d'une  seule  variable  n  a  <ianf  chaque  ordf • 
qu*un  coefficient  difFérenciel ,  tandis  qu'une  fonction  de  deux  varia* 
blés  a  deux  coefficiens  difIFérentiels  pour  le  premier  Qrdre\  trois  pour 
le  %Qconà  ,  quatre  -  pour  le  troiâème ,  etc. 

31,  Voici  comment  on' peut  trouver  C€S  divers  coefficiens  en. par« 
tant  des  deux  premier$> 

On  a  d'abord     d  u^i!t  dx^ildy 

dx  dy 

prenant  ensuite' la  difiëréntielliet  des  fonctions  ^  et  —  »  qui  Joî« 
vent  être  traitées  comme  des  fonctions  de  deux  variables  »  il  vienf 

•  »  •  »  r  • 

'du\  '         d^u    j       ,       d^u      j 


GD 


dx*  dy  d  X 


j  /d  u\  ^^    j      X       d^u      j 

d  ( — )  =  »»H-     — —     dy 

\dyJ         dxdy  dy* 

<t  parce  quis  la  différentielle  seconde  n*est  autre  chose  que  la  diflë" 

renriclle  de  la  différentielle  première  »  on  aura 

»  > 

d^u^iss  —  Jjc*-H  a  - — ^  dx  dy  -^  r^^dy^ 
dx*  dxdy  .    dy*        ^ 

en  regardant  dx  et  dy  comme  des 'constantes,  et  en  observant  qut 
les  coefficiens  différentiels  dont  les  dénominateurs  ne  présentent  que 
les  diflërens  ;|rrangemen$  d'âii  pxême  produit  en  dx  et'  d  y  'sont 
identiques*  .    «^  * .     • 

Si  on  difiSrentie  les  coefficiens  qui  se  trouvent  dans  le  résultat  pré* 

•édem,  il  viendra    d.    îlil    ssr     fLl   .dx-^  ■■    dy 

■  '  dx*  .75  dydx* 

.  «  «  «  .  ^ 


'  Jt-xdy       UPdy^      dydxdy 

j    'd'u   '     ■     i*u-    .    ■■y.r''d^n     ', 
d,    — .    s=s   .  ,       .dx -J^      ,^-^      dy 

dy\.         dxdy''  .  dy* 

et  pat  conséque^r 

d^ussz^ — ^A;3-f-^j dx*dy^t^ ^dxdy* '+-  - — dy\ 

dx^  dx'^dy  "^        dxdy*  dy^    "^ 

c6n£mnec»'£MÎlcti^9Mcitel&>aDbasi()n  it  )et  on.témarquera  sata&  douif 


Panalogie  qui  règne  entre  les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus 
et  les  développemens  des  puissances  du  binôme*  Pour  s'assurer  qu'elle  Zt 
lieu  à  quelqu  ordre  qu^bn  pousse  la  differentiatioii ,  il  suffit  de  chercher 
la  loi  qui  règne  entre  deux  différentielles  consécutives. 
Supposons  donc  qu'on  ait  -     - 

d^  dx^'dy  d  x-^  dy'  d  x'^^  dy^ 


ji y  B^  Cj  etc.  étant  des  coefiiciens  numériques  indépen^ans  de  a;  et 
de  ^}  si  on  di£ërentie  chacun  des  termes  du  second  membre  de  cette 
équation  par  rapport  à  x  et  par  rapport  i  y  successivement^  qu*oa 
réunisse  ensuite  les  résultats  semblables  >  on  trouvera 

dx^'  ^         ^  dx^dy  ^      ^  ^ dxr-'dy^  -^  , 

-Ir  etc. 
Soit  maintenant 

(y-h^)'  =  *•  -h  A'  x'^^y  H-  B"  jt"-*  >*  +  C  x*^^y^  -h  ctc,  ;  on  aura 
{^^\^y^j=^  {x^yY  (.v-hy) =*'♦'  4-  (^'+0  x^y  +(5'-+-^')  x— j^^-H  (C^B')  *-*j.^-Ktcj 

d*où  on  voit  que  dans  le  passage  n  i  n+ 1  »  les  coefficiens  du  déve* 
loppement  {x^y)'  éprouvent  les  mêmes  changemens  que  ceux  de 
^  tt ,  et  comme  les  premiers  sont  respectivement  égaux  aux  seconde 
lorsque  n  =  i  »  cette  égalité  doit  encore  avoir  lieu  pour  tout^  autre 
valeur  entière  de  n  :  on  peut  donc  écrire  en  général 


d^  u=^  — r  a  aM-  -  ■■"  d x"^*  dy^^  \ d d x^^  rf^  -4- etcw 

dx''  X  dx^'dy  11       dxt-^dy^ 

Il  suit  de  là  ^  qu'on  formera  la  difôrentielle  d*  u  en  développant  It 
bin9me  (</  x  *f-  dyy  et .  en  multipliam  les  difêrens  termes  du  résultat 
par  lés  coefficiens  diffèrentiels  analogues ,  en  sorte  que  celui  qui  esc 

affecté  de  dx''^  dy"  ait  pour  multiplicateur  . 

•^         *^      .         -  dx^dy'- 

32.  Le  développement  de  ((x-^Ây  y^k)  peut  aussi  se  déduire 
de  celui  des  diffèrenies  puissances  du  binôme;  car  en.  réduisant  an 
même ,  dénominateur  les  termes  dans  lesquels  les  expo^ns  de  A  et 
de  A  iont  um  même  somme ,  il  prendra  h  ibrriiç  suivante  ;, 
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I      Kd  X  dy     I 

d*  ù 


1.1     Idx* 


h  k 


dy*  > 
d^u 

d  X  dy* 
d*a 

dxdy 

1.1.5    i^x'  dx'dy  dxdy^  dy^     > 

^- — A^-f-4-- -.  A' A  -f- tf A*<>*  +  4  AA'-f- ^> 

1.1.J.4UA'*  dx^dy  dêc^dy*  dxdy^  dy*      X 

etc.  • 

et  alors  on  voie  évideoiinenp  qu'il  se  déduit  de  la  suite 

»4-i(A4-it)-f.~(A-+.*yH-  .-L.  (AHliV+  — L^(H-*y  et:. 

.   I  ï.i  l.i.j,  ii2.3.4 

cotpme  les  différentielles  du^  d*u,  d}  u  etc.  se  déduisent  despuissanr 

ces  (t/y-f-ij'),  C^J'f-l-^J')*>  ('^J^^-h^^j')'  etc. 

Nous  ne  nous  bornerons  pas  à  Tinduction  qu*on  peut  tirer  de  la 
comparaison  des  premiers  termes  des  formules  précédentes»  et  il 
ne  nous,  sera  pas  difficile  de  prouver  que  Tanalogie  que  nous  avons 
fait  remarquer  a  lieu  daos^  toute  l'étendue  de  c^  formules. 

Considérons  le  terme  général  de  f  (:i:4-A.,  ^-+"^)î  ^^  ^^'  évident 
qu*il  doit  dériver  de  celui  de  i{x^h ,  j')  en  y  substituant  y  «+•  A  au 
\  lieu  de  j^  >  mais  â  cause  de 

dx         dx*   i.i          dx*   l.a.j 
ce  dernier  sera  — .  r— .  ;  faisant  dans  la  fonction le  chan- 

dx^    I.1..W.XI8  ^    dx^ 

gement  indiqué  par  rapport  à  ^  ^  on  aura  pour  résultat  une  ^suite  de 
termes 


■^  Il  ■ .  I 


dxT        dxTdy  X         dxTdy^  i.i  d  jT  dy^  ^•^•^•-Jt 

91  par  conséquent  le  ternie  général  demandé  sera  ezprinlî  par 

dT^  u  1^     k* 

X  ■  Mais  le  produit  i*  jt'  est  homogène 


il'x'^dy"       i.a.«.«xnr  .  i^z^^ 

(à  A^*  et  i  **+•  qui  auront  Tuii  'Ot  Tautre  pour  coefficient,  numé^- 

rique  — . .....^  ;  réduisant  donc  au  même  dénominateur  Iq;  |rac> 
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Î17 


uons 


et 


1  !•!•.•  (/»-+•«) 


^ ,  on  trouvera  pour   U  seconde 


t  et  en  ^prenant 


.  — J -  pour  biQ^ 

leur  commun  de  tous  les  termes  homogènes  à  A*  i" ,  U  restera  pour 
le  coefficient  propre  de  ce  terme  .  J*^-**  C^^H-»;  .   ^*^^  ^  j^ .  ^^re  le 

même  que  celui  dont  il   seroit  a&cté  dans  le  développement  de 

}}•  Si  on  change  h  tn  dx  tt  k^n  dy  dans  le  développement  d^ 
f  (x^^  y  y^^rf^  que  nous  venons  de- considérer  »  on  y  retrouvera  alors^ 
en  faisant  abstraction  du  dénominateur,  les  différentielles  de  tous 
les  ordres  de  la  fonction  u  j  savoir  :  la  difiërenti^e  première  dans 
les  termes  où  les  accroissemens  ne  montent  qu'au  premier  degré  ;  la 
diâ^ntielle  seconde»  dans  ceux  où  ils  ne  montent  qu'au  second ( 
la  différentielle  troisième  dans  ceux  où  ils  ne  montent  qu'au  troisiè^ 
me  >  etc.  j  on  aura  donc  ainsi 

t\x^dx^y^dy\vf^u^^^  +  —  •+•  >  ■.-■  -4- -f-etc: 

I  i.z         1.1.3         1*^*3*4 

en  obtiendra  le  même  résultat  pour  les  fonctions  d  une  seule  vari^ 
ble  eh  substituant  dx  i  k  dans  la  formule  du  n^  ii.  La  série  pré- 
cédente convient  donc  également  aux  fonctions  d'une  et  deux  varia- 
bles ,  pourvu  qu'on  prenne  les  différentielles  d'une  manière  convenable 
dans  chacun  de  ces  cas  :  nous  montrerons  bientôt  quelle  a  lieu  quel 
que  soit  le  nombre  des  variables-  qui  entrent  dans  ia  fbnctk>n  pro- 
posée}  et  elle  réunit  à  cette  généralité j  l'avantage  d'être  facile  à  re* 

tenir. 

• 

34»  IjCû  diâëceatielles  successives  nous,  4>nr  fourni  las  moyens 
d'exprimer  le  développement  d^une  fonmon  par  xappocf  aux  accroît 
semens  des  vt^riaU^s  dpnt^lle  dépend.  On  peur  aussi  déduire  •  de  ce 
développement ,  s'il  est  connu  d'ailleurs  i  les  diffécencielles  elles-mêmes. 
Il  suffit  pour  cela  de  rassembler  tous  les  ternies  faomc^^iês  par  rap- 
port adx accroissemens:  ceux  dupiemiér  degré  donneront  ladiflëcenVielie 
première  divisée  par  i  ;  ceux  du  second  y  la  différenciêliie  seconde  di- 
'visée  par  i^i  j  ceux  du   troisième»  la  dlflëren^ieUe  troisième  divisée 


p»r  Zti.j  et  ainsi  de  suite  :  en  sorte  que  si  on  avoic    . 

A^/x»  ^^  Hdxdy  ^  Tdy 
etc. 


on  en  tireroit  —J    =z  Pdx   -^  Qdy 

Ù!L=:  Rdx'  -^  Sdxdy  -h  Ti/v* 

etc. 
.    On  voit  que  cela  revient  à    comparer  le  développement  donné 

avec  la  série  u  -^  mJL  ^  —^  -4-       ^'  +  etc. »    en  regardant  lei 

termes  du  premier  dans  lesquels  la  somme  des  exposansdes  accrois* 

sremens  dx  tt  dy  est  la  même, comme  homogènes  au  terme  delà 

seconde  dans  lequel   l'exposant  de  la  caractéristique   d    est  égal  i 

cette  somme. 

35.  Pour  ne  pas  tomber  dans   des  calculs  trop  compliqués,  noua» 

n'appliquerons  ce  procédé  qua  la  fonction   u  =  {a^b  X'-{^cx^y. 

ïn  y  substituanr  x^dx  tji  lieu  de  x  ,  elle  deviendra 

{(t'+'i  x-^cx*  ^bdx  -i-  xc  x  dx-^cdx^Y^ 

faisant  pour  abréger  tf+^jr  +  CAr*s=:0l  ,     .      .     .      ..., 

*  .0         •  •  ^  >onauEarzj-ff  ^/jT-H^jr'/i 

b     ~\'lCX=iqJ 

développant  cette  expression  comme  un  binôme  dont  ^-|-^i/;r  for* 
meroit  le  premier  terme  9  on  trouvera       '^ 

(j-^dxy^L^p+qdxy-^cdx^-^lkzÛij 

i  1.1 

^ r(r— 1)  (r— 1)^^^ ^^y^^ ^^  ^^,  ^^^^  r 

t  •  a  •  3  f 

11  ne  s*ftgtt  plus  maintenant  que  de  dévelo|lper  les  diverses  puis- 
sances de  p-^dx.  Mais  pour  obtenir  ladiâërentiellede  Tordre  ii  de 
la  fonction  proposée,  il  suffit  de  rassembler  les  teraies  qui  seroient  af * 
fectés  de  dx*  dans  le  résultat  final,  savoir  : 
1  .^  Celui  qui  est  multiplié  par  ^  *•  dans  le  développement  de(^+f  ^^Y 
1.^  Celui  qui  l'est  par  d  x^*  dans  O^-h/^*)'^' 

-  j.*  Celui  qui  Test  par  dx*^  dans  O^H"?^*)'"^ 

•  4»°^  Celui  qui  Test  par  dx''^  daim  (/»  4*  ^.'*)'*'* 

«te  Zm 


DV     CAtCUk    ni  F  F  ÊRENT  I  KL.  rx^ 

E«  nommant  /i^  B^Cy  D  etc.  les  cocfîiciens  rispeciifs  de  ces  puis- 
sances de  dx^  il  viendra 

On  verra  aisément  que 
rjr—^) (r— fl-H)  ^r-  y.  * 


1.1 «... n 


.1.1 (72 — i)  r(r — ^/z-t-i)  ç* 

C  =  (^— i)  (r^^)„..(r— 72-4-3)  f-«4^    —4  _  ^        n(;z— 1)  («— 1)  (/x— ^)       ^ 

I-  1. ..:..- ('»— 4)  ''('' — ^)iS — n^i){r — /x-+-i)  / 

p_  ff— ?)  (r— 4),.,.(r— Ag+4)  r-.+,    .-é  _  ^         ;;  [n—i)  (/z— 1)  (/2— f)  (;?— 4)  (^—5)       P^ 

■     i.i («— ^)  ^  r{r— i)(r— i)(r— «-4-i)(r— /x+i)(r— rt+J)î* 

etc. 

iubstituant  donc  au  lieu  àt  A^  B  y  Cy  D  etc.  leur  valeur,  on  trou^ 
vera  ,  ^près  les  réductions , 

i*  jr*sir(r— ij....Cr — ^«H-Op    ^a;c"<  i-h ^^ 1 ^ -+-  — i Ll Li L- ^II 

^         '^       ^  '  '  C  i.(r— /z-hO   y*  i.i(r— /2M-i)  ^r— /2+1)   1/^ 

1 . 1. }  (r — /i-h  i  j  (r — «H-i  )  (r — 72-i- j  J  ^* 
Il  ne  reste  plus  maintenant  qua  remettre  à  la  place  de/7  et  de  q 
les  quantités  qu'ils  expriment. 

$6.  La  forme  du  résultat  précédent  n'est  pas  la  plus  simple  sons 
laquelle  puisse  se  présenter  d"  Wy  car  on  peut  obtenir  pour  cette  dif- 
férentielle, une  expression  qui  ne  contîendroit /i  que  comme  un  fac- 
teur  commun  à  tous  ses  termes.    • 


On  transformera  (/^-^-jfc-K dx^y enp' fi-^Lld x^  1^ dx""^ , 

\      ip       .    4/      y 

et  en  évaluant  le  produit  4  1?  t: ,  on  trouvera  ^  a  ^  -f-  4  *  r  x  -+-  4  c*  ;c*  : 
*sJ  on  rétranche  de'  cette  .quantité  î/*  ou  J^^  «j^  1  ex)* ,  il  viendra 
4P  ^ — f*!=r4<ic — **;  résultîtt  indépendant  de  p.  Faisant  donc  pour 
abréger,  4  tf  c-T-^*===e.,  pn  aur^.4/7  c  ç?=e-f-j*;  ce  qui  changera  la 
fonction  proposée  en 

Cii/ta^/  diffircntie/.  R 


S 


«V 


/ 


< 
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et  en  mettant  y')pour  JL  Y  elle  i^\\wÀxzfr{[i'+^^dxY^c' dx^\\ 


I  • 


■  à 


expression  qui  donne  d'abord  par  un  premier  dévrioppeinent  » 

V  I  I.    1 

}   •  t  •  i  } 

prenant  ensuite  dMis  chacune  dts  puissances  de  i  -^ Vjt   le  ceim# 

qui   seroît   multiplié    par    d  x*  dans  le    développement  final  ^  oa 

trouvera 

ir(2r— i) fif-^-rH-ï)  ^,,  _^  r    (ar— a)  (ir — }) (ir — ^-+-1) 


».. /ï  II.    1 (« — 1)  r 

I.  z         I.     .     1 («""4)  •    • 


Mâk  f'* 


f" 


s 


•  ••« 


Z'p 


a-^/^       a^;^  aV*         *V"     ** 

etc. 
substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  précédente  et  fusant  dans 
la  forme  des  coefficiens,  des  changemens  analogues  i  ceux  qu'on  a 
développés  ci-dessus  (page  pricid^ ,  on  trouvera 

^           '^        ^                 /  V  2  /     .             i    ^  I    ar(ir— 1)     j*       * 
.   rfr— 0     »(« — 0  C^^ — 0^» — î)    ^*      t    '^(''-^OC^ — 0     '!'('^ — 1)—..(/2 — 5)    s^ 
I   .  a  xi{xr — i)(ar— a)(2r— 3)^  1   •  a  .  j       a^Qir — i) V^/"— jjî 

Prenons  pour  cas  pardculier      u  =a  ,  .,|  '.,  ■  } 

V  i — ;c* 
aous  aurons  alors     r  =£=  —  i>.d'0i^  ;>  s=s  i  —  :v* 


X 

1       ■ 


etc. 


et  il  viendra  ' 

j.       I        _     1.x «*•</*•   €,,i  n(«-0  _i_  '-J  n(fl~i)(«— 1)(»»— 0 

Tel  est  le  résultat  auquel  Euler  est  parvenu  par  la  voie  de  Tindaction» 
dans  son  traité*  du  Calcul  différentiel ,  et  que  le  C**  ta  Grange  t 
uoafé  directe  ment  par  le  procédé  que  nous  venons  d'exposer. 

Il  suit  du   n^   1}  que  si  x  désigne  le  sinus  d'un  arc  représenté 

•  </  y  I  f 

par  ^  >  on  aura  — :i  =  —-_----  et  par  conséquent 

Jx         Vi—x^ 

f    • 

*    i-^  =3  Z,  La  çétîe  précédente  »  étant  divisée  par  d  9^^ 


etc. 


'  ■»  I  ■       I    ■  I  <w 


idonnera  donc  la  valeur  de 


d  ;c-+  *' 


5  7,  Les  fonctions  qui  dépendent  de  tro^s  ou  d'un  plus  grand  nombre       Diffifwntîatîom 

«•11  1      '  >*i         r    M      des  loncrionmo- 

de  variables  ne  nous  occuperont  pas  long-temps ,  parce  qu  il  est  facile  fermant  un  nom- 

de  généraliser   ce  qui  a  été  dit  dans  les  n^'  précédens,  relativement  bre  quelconque  de 

aux  fonctions  de  deux  variables.  On  voit ,  en  effet ,  que  dans  le  cas 

où  u  rcprésenfefCMt   une  fonction  des  trois  variables  jr ,  ^  et  {; ,  on 

tomberoit  d'abord  sur  le  dèveloppem  ent  donné  n^  15,  en  n'ayant 

égard  qu'aux  changemens  de  x  et  de  ^  ;    pour    trouver  ensyite    ce 

qu*îl  <levîeni;  lorsque  {  reçoit  un  accroissement  représenté  p^  />  il 

ne  s^agU  plus  que  de  traiter  Jes  quantités  u ,  —  ,  —  »  etc.  commo 

dy     dx    dy^ 

* 

des  fonctions   de  {  seul  ,  et  de  les  remplacer  par  les  séries   qu'on 
obtiendra  en  faisant  usage  du  théorème  de  Taylor  (u®  iz).  Celle  qu'il 

faudroit  substituer  au  coefficient  différentiel  ^^,  aura  pour  terme 

dy'^dx'^         ^     . 

général ;,  et  a  cause  que est  afrecté   du 

d^dy'dx^   1.2;.../^  dy'^dx" 

produit ,  on  trouvera  que   le  terme  général  du  dé- 

veloppement  de  la  fonction  u  >  (  dans  le  cas  oik  les  trois  variables 

Rz 


fl 
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donc  elle  dépend,  changenc  à  la  fois)  est  expiimé  par 

,  — t  lin  inulciphaut  et  en  divisant 

ce  résultat  par  le  produit  i.i«..(/H-^+^)  on  pourra  lui  donner  la 
forme  suivante; 

'  jH^+-«_^  1±Ap±^±^0U^  .  or  la  der- 

i,i...(/?-+-;2H-//z)  d^  dy""  dx^     ki.,./?x  1.2..../2  X  i  •!•••/» 

nière  partie  de  cette  expression  est  le  terme  général  du  développe- 
ment de  (/-+.^-f.A)^  +  «  +  »  (//irr.  n^  19)  :  on  formera  donc  le  dé- 
veloppement du  nouvel  état  de  u  en  multipliant  chaque  terme  de 
celui  de     „_^(/+AH-A)  _^  {l^k-^-hY  4.  (/+^+A)>  _  ^ 

I  •  1.2  I     •    Z    .    5 

par  le  coefficient  différentiel  analogue  aux  puissances  des  accroissement 
dont  ce  terme  est  affecté. 

38.  On  doit  voir  maintenant  que  si  «  représente  une  fonction 
d'un  nombre  quelconque  de  variables  x  ^  y  ^  {; ,  t  etc.  et  qu'on  y 
substitue  Ar-f-A, y-+-A:,  {-+-/, /-+-^>  etc.à  la  placede  ces'variaWes, 
elle  pourra  être  développée  dans  une  suite  de  termes  représentés'  en 
général  par 
^«m+.+^+ç+ctc.  ^  /rA-Z^g^etc. 

■■  I         ■ I..  ■  !■■  .II. ■  ■  !■■  '  I  % 

d x"^  dy"  d-^  di"^  etc.   i.2v.'«X  i.2m.aîx  i.i.-./'X  x.2..rjx  etc. 
ou  ce  qui  revient  au  même ,  par 

.    ^,4..4...+,4e.,^  Mh-k'Rë'^^C' ;  M  désignant  le 

dx*"  dy'' d:(^  d  i^.  i.i....(/w-h/2-+-/?  +  ^-hetc.) 
coefficient  de  A*  t^  P  g*  dans  le  polynôme  A -h  *-f-/-H^-h   ^^c» 
élevé  à  la  puissance /w-I-.t -h/? -f-^-j- etc.  (Jntr.  n°  19). 
Oii  passera  encore  du  dévelpppement  de  la  série 

^,    ,    (A+^+/-4^g-+etcO  j^  Qt^k-^l^g^etc.y 


k3 

etc. 
I  -  .1 ....  z 


à  celui  du  nouvel  état  de  la  fonction  proposée,  en  multipliant  les 
termes'  du  premier  par  les  coefficiens  différentiels  qui  leur  sont  res- 
pectivem.ent  analogues. 

Il  est  à  propos  dô  remarquer  que  la  valei^r  du  .coefficient 

fîe  change  point  dans  quelqu'otdre  que  se  suc- 

dx'^dy''  d^  dt}^i(u  ,         , 
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eédenc  les  différenciations  indiquées:  l'expression —-^9 

par  exemple ,  revient  au  même  que  la  précédente.  Pour  ^^tn  con- 
vaincre il  suffit  d'observer  qu'on  peut  passer  def(:c,^,  {,  t  etc.)  i 
f(jc-|-A,^-t-it,  {-h/>  /-t-getc.)  en  faisant  varier  successivement 
les  quantités  x,y,  ^»  dans  tel  ordre  qu'on  voudra ,  pourvu  qu'on 
ait  égard  au  changement  que  chacune  d'elles  à  éprouvé  en  particu- 
lier :  ceci  est  assez  évident  d'après  l'exemple  donné  sur  les  fonctions 
de  deux  variables  ^  n^  x6. 

La  même  chose  peut  encore  se  démontrer  en  partant  de  l'équatioA 

= :  car  en  développant  la  formule  * , 

dydx         dxdy  ^^  dx^dy^d^^  di^  etc. 

comme  dans  le  n?  27 ,  de  manière  a  isoler  deux  différentiations  con- 
sécutives ,  parmi  celles  qui  sont  indiquées  y  on  pourra  hs  permuter 
cntr'elles ,  et  en  répétant  cette  opération  on  fera  changer  comme  on 
voudra  l'ordre  des  diflferentiacions  dans  le  cDefficient  proposé  (*). 

39*  En  donnant  i  fn  ^n^  p^q^  etc.  toutes  les  valeurs  possibles, 
tu  nombres  entiers  >  on  formera  les  ditFérens  termes  du  dévelop* 
pement  et  la  fonction  proposée ,  et  en  se  bornant  à  ceux  où  les 
acccoissemens.ne  passent  pas  le  premier  degré»  on  aura 

r      d  U     r        .       d  U      .        ^       du      ,       ^       d  tt 

u  -h  A-f.    —   *:H-  —    /H-  —  g-^  etc.  j 

d  X  d  y  d  ^  d  t 

changeant  h^kyl^g^  etc.  endxydy^d^^dtj  etc. ,  et  retranchant 
la  fonction  primitive  Uy  le  résultat  sera  la  différentielle  première  de 


(*)  On  a  prouvé  J;ms  plusieurs  livres  élémentaires  que  les  produits  ab  tt  b  a 
étoient  identiques  ,  et  on  a  supposé  ensuite  qu'on  pouvoir  rauliiplter  entt*elles  , 
dans  tel  ordre  qu'on  vouloir,  un  nombre  quelconque  de  quantités ,  sans  quô  leur 
produit  changeât.  D*AIembcrr  a  remarque  que  cette  proposition,  qu*on  rcgardok 
à  tort  comme  évidente  pax  elle-même ,  se  dtmontroit  par  00  raisonnement  an^ 
iogueà  celui  donc  nous  avons  fait  usage  ci>dessus.  En  effet,  si  on  écrit  le  produit 
abcdâ/\eiç.  comme  il  suit,  a  b  c  x  ^  ^  xf^^^»  *  ^^  qu*on  permute  entr'eux 
les  deux  facteurs  consécutifs  d  tt  e  ,  il  viendra  abc  ti  f  etc.  Il  est  aisé  de  voir  qu'on 
poiu-ra ,  par  de  nouvelles  décompositions ,  amener  tel  changement  qu'on  voudr* 
lians  Tordre  des  facteurs. 
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ietce  fonction:  on  aura  donc 

dx  dy      ^         d:^      ^        de  ^ 

^'où  il  suie  que  ta  diffirenticUc  (Tune  fonction  £un  nombre  quelc^mque 
it  variahUs ,  est  égale  à  la  somme  des  différentielles  fartielles  prises  pét 
rapport  à  chacune  de  ces  varidbles. 

Quant  aux  difFérèncîelies  des  ordres  supérieurs  ^  on  les  dédaira 
.  successivement  les  unes  des  aiures  et  de  la  première,  et  on  trouvera 
entr'elles  et  les  puissances  du  polynôme  dx-^^dy-^d^'^dt-^tid 
Ja  même  analogie  qu'on  a  remarquée  (  n^  )  t .  )  encre  les  diflëren« 
tielles  des  foiictions  de  deux  variables  et  les  puissances  du  binôme 
^  jr  +  dy*  Il  suit  de  cette  analogie  que  tous  les  termes  seront  ho- 
mogènes tn  d  x^dy  y  d  lydt^  etc. ,  et  du  degré  marqué  par  l'exposant  de 
leur  ordre;  et  enfin  que  si  on  substitue  d  x^dy  ^d:/^^  dt^  etc.  i  Ai 
i^j  éy  gyCtc»  on  aura  encore  pour  le  développement  de  Uy  dans  cette 
hypothèse  y 

* 

,    du    ^    d*  u     ^       d^  tt       ,    ^^^ 
«  -4-  ~  -f- h  -— —  -H  etc.  : 

X  I.X  I .1. ) 

ce  qui  fait  voio;  que  les  remarques  du  n^  }4  doivent  être  étendaei 
aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Nous  terminerons  ici  ce  qui  regarde  l^s  fonctions  explicites ,  poui '' 
passer  à  la  recherche  des  différentielles  des  fonctions  implicites  y  ob 
données  seulemen^par  des  équations. 

De  ta  iiSÎrtt^      40.  Si  on  a  entre  les  deux  inconnues  xetyy  l'équation  f(x^y)  ssoi 
mtîoû  dcs^^ua*  y  ^^j  évident  que  la  Valeur  de  l'une  d'elles  étant  donnée, du  prise 

arbitrairement  y  celle  de  l'autre  sera  décerminée»s^  seconde  est  donc 
une  fonction  de  la  première  et  réciproquement-  Il  suit  de  là  que  si 
;ir »  par  exemple ,  reçoit  an  accroissement  représenté  par  h^  y  doit 
iiussî  éprouver  un  changeaient  subordonné  à  celui  de  x.  £n  désignant 
-par  k  ce  changement,  qui  ne  peut  être  qu'une  augmentation  ou  une 
diminution ,  il  viendra  y  "t  k  ^t%  lieu  de  y  :  mais  comme  le  calcul 
redresse  toujours  les  fausses  suppositions  dites  dans  les  signes,  nouf 
écrirons  seulement  y -H  A,  parce  que  dans  le  cas  où  la  valeur  de  y 
diminueroit  lorsque  celle  de  x  augmente,  on  trouveroit  alors  k 
négatif. 
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CeU  posé»  les  quantités  x-^k  tty^k étant  de  nouvelles  valeur^ 
corre^ondantes  de  4?  et  dey  »  elles  doivent  satisfaire  aussi  à  l'équatioa 
proposée  >  c  est4-dire  qu'on  doit  avoir  encore  f(x +&  >^ -4*^)2==:  o.Mais 
par  l'hypothèse  9  x  ex  y  satisfont  i  Téquation  primitive  f(ji;,j^)  =0^ 
la  précédente  ne  renferme  donc  réellement  que  deux  incomiues  h 
tt  k^  dont  Time  sera  déterminée  lorsqu'on  aura  assigné  une  valeuc 
à  Taucre. 

Mainrenant  si  nous  considérons  y  comme  une  £inaion  ait  çcp  nous 
MiroaSipar  ie  théorème  du  n^  11» 

y  -H  ^  -.  *+•  — ^  —  -t-  — Z  -h  etcfc  au  lieu  de  r, 

dxi        dx^  i«i         dx^  1.1.5 

lorsque  x  devient  x+âj  et  en  reptéseotant  les  coefficient  diflKreii* 

ticïs  ^ y  _:^,  -^  etc. ,  pr  j^' ,  y'\  y'"   etc.,  le   changement 
d  X     d  X      4  x^ 

arrivé  dans  la  valeur  de  y  seca  Z h  ^ *4*  ^^^'^— — +etc.Ceito 

I  i.a  i.i.j 

série  Àant  substituée  au  lieu  de  k  dans  Téquation  f  (x-^h , y-^k^  ^s^  o» 
la  rendroic  identique  indépendamment  d'aucune  valeur  paniculiôrc 
de  A ,  si  les  çoefficiens  y'  9  y^  y  y-"  etc. ,  éroient  exprimés  conformé- 
ment, à  la  «ature  de  la  fonction  y  ^  mais  en  faisant  usage  de  la  formule 
du  n^  2; 5  ,  on  peur,  quelle  que  soit  la  composition  de  la  foncrron^  dé* 
signée  parla  caractéristique  f,  développer  f  (  a:4-A  ,  j^-+^)  suivant  le» 
puissances  entières  et  positives  d&h  et  de  ir  ^  hietcant  ensuite  au  llea 

des  puissances  de  k ,  celles  de  la  série  -i- —  H-  ^ -+•  -u — L  -f.  etc.^ 

1  i.x  ).a.) 

on    aura   nécessairement  pour  résultai:   une  expression  de   la  forme 

f(x,y)^F,h^P^h^-hP,h^-hctc.^QyP,,P^,  P, , etc.,  étana  • 

des  fonctions  connues  de  x  ^y^y'y  y"  etc.  Or  d'après  ce  qui  a  été 

dit  ci^essus  »  l'accraissemeRr  h  doit  rester  indéterminé  puisqu'il  peut 

fttre  pris  arbitrairement  1  il  ikudra  donc  qu'on  ait  en  mème*teœpa 

-^     '  P     =s  O 

-P.  =  0 

/>,  ^  o 

etc. 
^a  première  de  cos  équations  4tant  la  proposée  elle^même^or  neo* 


■  < 


1 


1^6        Ch.  I.  Exposition  des  principes 

apprend  rien  de  nnfùvcau  ;  ce  sont  les  suivantes  qui  déterminent  Icf 
coefficiens  y\y'\y"' ^  etc.,  et  nous  allons  montrer  comment  oii 
peut  les  déduire  les  unes  des  autres ,  sans  qu*il  soit  besoin  de  dévè^ 
loppcr  immédiatement  f  (  x-f- A  ,y -+- A). 

41.  La  manière  donc  on  a  démontré  dans  le  n^.  5,  que  chacun 
des  coefficiens  -Sf, ,  JY*. ,  X.  Qic.  des  diverses  puissances  de  k^  dans  le 
développement  de  £{x^k)  se  dérive  de  celui  qui  le  précède,  ^par 
un  procédé  uniforme,   s'applique  au  cas  présent. 

En  effet  on  doit  encore  ici ,  comme  dans  l'article  cité ,  trouver  le 
même  résultat,  soit  qu'on  écrive  A  +  A'  au  lieu  de  k  dans  la  série 
f  (  A- ,  j'  )  +  P,  A  -h  P.  A*  ■+•  Pj  A'  -t-  etc. ,  soit  qu'on  suppose  que  x 
devienne  a:  -+-  A'  dans  les  fonctions  f  (a:  ,  j)  >  P, ,  P»  >  P,  etc.  ;  car 
l'une  et  l'autre  substitution  revient  également  à  changer  a:  en  xHr-A+A', 
dans  y  et  dans  f  (^>y)« 
Mais  lorsque  x  devient  x  -^h' 

y^  comidérç  comme  fonction  de  a:,  devient  y  -h  ^L.  -t-^L —  4-  etc. 


I        I  .  1 


^ I--Î -h  etc. 

I  1 .1 


y      .    .    • y  +^i -t-i -hetc. 

etc. 

of  il  est  facile  de  voir  qu'en  mettant  ces  nouvelles  valeurs  dans  une 
fonction  quelconque  des  quantités  x  9  y  y  y\  y'  etc.,  elle  prendra 
la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  A'.  Si  on  endoutoîi ,  il  suffiroit  pour  %*çn  convaincre  d'ob- 
server qu'en  supposant  que  x^y  ^  y\  y\'  etc. ,  devienrtent  respective- 
ment A:-+-A',y-+-A,y'H-t',y"-f-/t"etc,,  on  pourra  toujours  (n^  58) 
développer  cette  fonction  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
des  quantités  A',  A,  k\  k"  etc.;  mais  dans  les  hypothèses  précédentes 
A,  A' 5  A"  etc. ,  représentent  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissan- 
ces entières  et  positives  de  A'  ;  on  aura  donc  d'après  ces  considérations, 
f(f>J^)-HP,  A'  +  P,  A>  -h  etc. 

P^  -h  P/  y  •+.  P/'A'*  -^  etc.  V        T      j 
r%         «/.,  V,  ,  >  au  lieu  de 

P,  4"P/A'-f-P;'A'*-t-  etc. 

:      eu. 
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faisant  sur  ces  développemens  les  mêmes  opérations  et  les  mêmes 
rkîsonnemens  qu'on  a  faits  sur  leurs  analogues  dans  Tarcicle  rappelle 
ci- dessus,  on  trouvera  que  la  dérivation  successive  des  coefEciens 
^ty  ^a»  ^j  etc.  est  la  même  que  celle  des  coefficiens  JT, ,  JT,,  X^  etc.  j 
c'est-à-dire  que  si  on  désigne  la  fonction  f  (  jr ,  j^  )  par  u  et  qu'on 
nomme  u^  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h  dans  le  dé* 
veloppement  de  u  qui  nait  de  la  substitution  de  jc+â  pour  x ,  u''  le 
même  coefficient  1  Tégard  de  u^  'y  u"'  le  même  coefficient  à  l'égard 


u 


de  tt"  et  ainsi  de  suite,  on  aura  P.  b=     ^     j  \     ^' 

I 


/». 


*-i   /d  où  on  tire' 


I.Z.5 
etc.  J  V  etc. 


*  — 

41.  Rien  n'est  plus  &cile  que  de  former  les  quantités  u\  u\  u"  etc.; 
car  si  on  désigne  par  les  letcres  h  ttk^  les  changemens  arrivés  à  jip  et 
y  dans  la  fonction  i{x^y)  ou  u\  on  aura  (n^  }i) 

f  (arH-A,  y-+-it)=tt-4-      fif  A  4-  -iî  A:  j  mais  puisque  i(:  représente 
\  J*  dy 

-.(  —  A*-hetc,    J 

-  etc. 

la  série  *L.  -f*  7        etc.  et  qu'on  ne  ^  cherche  que  le  coefficient  du 
I  1.1 

terme  qui  seroit  multiplié  par  la  première  puissance  de  A,  il  faudra 
se  borner  »  dans  le  développement  rapporté  ci- dessus,  aux  termes  où 
les  acçroisseipens  A  et  A  ne  montent  qu'au  premier  degré  et  ne  se 
multiplient  point  entr'eux^  et  en  même-temps  ne  tenir  compte  que 
du  premier  terme  de  la  valeur  de  k  :  avec  ces  attentions  on  trouvera 

(du    ^    du    r\  .  J.  ,      du    ^    du    f 

—  -h.  — y  yh  et  par  conséquent  u  = —  •+•  — y  ==  o. 
dx        dy    J  dx        dy 

Le  coefficient  y*  n'étant  qu'au  premier  degré  dans  cette  équation  ,' 

il  sera  toujours  possible  d'en  trouver  la  valeur  cn\;c  et  en^,  lorsqu'on 

aura  formé  les  quantités  ,.„   et  —  en  difïërentiant  la  fonction  u  pat 
Calcul  diffinnùcU  S 
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l'm^port  à  chacunç  des  variables  jp  er  jf ,  regardées  cpms^e  Indiftn* 
gantes  Tune  de  Taurre.  Mais  la  diâerenûelle  ào  u  pii$e  sous  ce  point 

de  vue  est  —dx-^tJi  dy  (n*  28)  ;  si  on  la  divise  par  ^  ;c  et  qu'on 

dx  dy 

égale  le  résultat  à  zéro,  il  viendra  ^  -}-  ^  -^  =  o.   En   com- 

dx         dy  dx 

\ 

/  j  j  j 

^  parant  cette  équation  avec  — f  -H  —  y'  sa  o ,  on  voit  que  —2^  ç$t  la 

dx         dy  dx 

ojême  chose  que^\ 

Il  suit  de  là  que  pour  trouver   U   cotffkitnt   différintUl  du  premier 

<frdrA  d^ujie  fonction  implicite  j  ,  donnée  par  j/ne  équation  entre  deux 

/  variables  x  4%r  y,  il  ftuu differentier  cette  équation  comme  si  /es  variniles 

itûiiit  indépendantes  tune  de  Paiar^  »  igaler  ensuite  à  zéro  U  résultat 

quon  obtiendra  et  prendre  la  valeur  de  -Z. 

On  remarquera  aussi  que  y  étant  consljdér^  comi^^^  une  foi^ction 
de  JT  ,  on  doit  avoir  d yxssy'  dx  et  que  par  conséquent  dy  ne^r&* 
présente  plus  alorsi  lacciioissément  hypothétique  de  la  variable  y , 
ipais  la  différentielle  de  la  fonction  implicite  désignée  par  cette  varia* 
ble.  Au  iQsit  ces  deux  acceptions  rentrent  Tune  dans  laûtre ,  lorsque  y 
est  indépendant  de  a;;  car  dansi  ce  cas  la  différence  entre  deux  de 
s^s  valeurs  consécutives  n'est  pas  susceptible  de  développement  y  et 
elle  ne  renferme  qu*un  seul  terme  qui  exprime  à  la  fois  la  différence 
et  la  différentlfeUe. 

*  ^  ■  * 

43.  Pour  former  u\  il  faut  observer  que  u  renferme  outre  les 
deux  variables  x  qi  y^  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  y, 

qui,  lorsque  x  devient  A:-f>Ar ,  se  change  en  j^'  -h-*?!—  «4*  o^c.;  mai* 

■ 

si  on  considère  u   comme  cpnrenant  trois  variabjei  a?  ,  y  etj^',et  qu'on 
substitue  x^h^y-^k^y'-^k*  au  lieu  de  ces  variables > .0^  aura 

K^+  £1  A  4-  ~  *  -+•  filr^si  on  met  ensuite  pour  *^t  rieur 

dx  dy  dy* 

etc. 


valeur  dans  Thypothèse  où  y  et  y'  sont  considérés  comme  des  fonc- 
tions de  AT,  en  se  bornant  ainsi  que  ds^ns  le  n^  précédent^  aux  premiers 
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termes  y^  h  et  y^  h  ^  on  ttouvëra  pour  le  coefficîeHt  de  la  première 

• ^1*  r/.rftt  ^       du        f       ^      du        /# 

puissance  *de  A  ^  u    s= -h y    H ,y    =  o. 

dx  dy  dy 

St  on  aVoît  pris  la  différentielle  de  u   en  regai-daht  les  trdîs  va- 
riables Xy  y  Cl  y^  comme  indépendantes ,  on  auroit  eii 

dx  dy  dy 

divisant  par  dx  et  égalant  d  2éro ,  il  seroit  venu 
du         du    dy         du    dy' 


dx         dy    dx         dy    dx 

équation  qui  rentre  dans  la  précédente ,  en  supposant  que 
dy  s=:  y'  dx  7  ,  ou  en  regardant^  comme  une  fonction  de:r. 
dy^  =  y^'d  X   3 

On  obtiendra  d^nc  f  équation  qui  exprime  la  relation  entre  U  coef^ 
ficiem  différentiel  du  premier  ordre  et  celui  du  second^  en  différeniiant 
celU  qui  détermine  le  premier  coefficient  ^  ci  en  regardant  ce  coefficient 
lui-même  comme  une  nouvelle  variable* 

44.  Soit  en  général  1/  renfermant  Xy  y^y\y\y'"  cic,;  pour  trouver 
le  coefficient  de  la  première  puissance  de  A  ^  lorsqu'on  développe  cette 


fonction  après  avok  substitué  jt  +  A 

hetc^ 

"^atrlieude  x 

I 

h  etc. 

\     ' 

etc. 

J               etc. 

on  supposera  d'abord  que  les  variables  x^  y  ^  y\  y\  y"*  etc.  sone 
indépendantes  les  une^  des  autres*  £n  déisignant  ^tk^kyk\k'\h!'  ""  etc. 
les  changemens  respectifs  qu'elles  ont  subi  et  en  se  bornant ,  comme 
on  le  doit)  aux  terntes  dans, lesquels  les  quantités  k^k^k'  etc.  ne 
passent  pas-  le  premier  degré»  U  deviendra 

u  -1-  -j —  n  -t- K  n-    —^  ^     -t-   -yrrr,  ^      "T-     ^-     ,,,  K         -f-  eCC. 

dx  dy  dy  dy  dy 

Mais  en  n*ayant  égard  qu'à  la  première  puissance  de  h  y  il  faudra 
mettre  /  A  pout*  , /'Apbur  A'^y  A  pour  T',  >^ A' pour  l^d 

S  1 


/ 


y 
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ainsi  de  suite  ;  le  coefficient  de  h  après  ces  subscitiuions  sera  dotic 

dx         7}^   '^  dy'^  dy"^     '^  dy'^ 

11  suit   de  là  que  si  27=  o,  esc  l'équation  qui  etpritne  la  relation 
entre  *' ,  J'  et  les  coefficiens  y\  y'\  y'"  etc. , 

dU    .    dU    .  ^dU    ..       dU     ,,,  ,     dU     ^^^,,       ' 


^•^  </j^  dy  dy  dy 

sera  celle  qui  en  résultera  pour  Tordre  immédiatement  supérieur  ^  et 
contiendra  un.  coefficient  dilërentiel  de  plus.  En  effet,  on  voit  que  si 
y'^'  étoit  le  coefficient  de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  se  trouvât  dans 
î7=o,  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir  renfermeroit  y^.  Il  est 
a  propos  d'observer  que  le  dernier  coefficient  différentiel  introduit  ne 
paroît  jamais  qu'à  la  première  puissance ,  et  que  par  conséquent  on 
peut  toujours  le  déterminer  en  x^  y^y\  y'\  j^'^'etc,  sans  rencontrer 
A^s  imaginaires  dans  l'expression  de  sa  valeur. 

La  .diâérenciation  de  la  fonction  U effectuée  en  regardant  jc, y^  y\  y'^ 
etc.  comme  autant  de  variables  indépendantes  domieroit  ^  après  avoir 
divisé  par  dx  et  égalé  le  résultat  à  zéro , 

dx  dy    dx         dy'  dx  dy"    dx  dy"'    dx 

ou ,  d'après  les  relations  qui  existent  entre  les  quantités  j^,j^',7''>j^'"etc. 

(n^  II  ))  la  même  équation  que  tout  à  Theare. 

On  peut  donc  conclure  de  ce  qui  précède  que  Us  équations  qui 
expriment  Us  relations  des  coefficUns  diffirentuU  d!unt  fonction  impli^ 
cite  donnée  par  une  équation  entre  deux  variabUs  ,  se  déduistnt  Us  unes 
des  autres  par  des  différemiations  successives  >  en  traitant  chacun  de  ces 
coefficiens  comme  une  nouvelle  variable. 

45.  Le  coefficient  diffèrentiel  du  premier  ordre  érant  représ^ité  à 

l'ordinaire  par  ^ ,  sa  différentielle  sera  -^  ,  puisque  d  x  tenant  ici 

dx  d  X 

la  place  de  l'accroissement  arbitraire  h ,  peut  être  regardé  comme  in- 
variable. Far  la  même  raison ,  la  difi^rentielle  du  coefficient  du  second 

ordre  —d.  sera  — 2  ;  et  ainsi  ét$  autres;  U  ^udra  donc  considérer  les 
dx*         dx* 

^u^ités  X  i  J^dyy  d^yy  d^y  »etc^  comme  autant  de  variables  pai- 


X 
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lîculièreS)  différencier  Téquarion  qui  les  contient  par  rapport  à  cha- 
cune d'elles,  et  prendre  la  somme  des  résultats  partiels  (n^  }9).  Les 
exemples,  saivans  achevèrent  d'éclaircir  ces  règles  ^  et  feront  connoître 
la  natuife  des  équations  diffénntUllcs  :  on  appelle  ainsi  toute  équation 
qui  renferme  àts  différentielles  ou  des  coefiîciens  différentiels ,  ec 
je  nommerai  Expiations  primitives  Qt\\t%<\vLin  tri  contiennent  point. 

Ji  6.  Soit  l'équation  y*  —  1  m  x  jr  -+-  jc*  —  a*  =  o  ;  en  diffërentiant  le 
premier  membre  par  rappon  à  y  et  par  rapport  à  jt  >  on  trouve 

X y  dy^'-^  1  tn X  d y  -^^  1  my  d  x  ^  i  x  d xwsa^o  ^ 
on  (y  "^  ^x)  dy  '■^{my  —  x)  i/x=:o, 

en  supprimant  le  facteur  commun  x.  Si  on  regarde  y  comme  une 
fonction  dé  :ir ,  on  aura  »  pour  Pexpression  de  sa  différentielle  > 

dy  ss:  \^y      ^  '  - f  et  le  coefficient  différentiel  sera  . 
y  '^mx 

d  y         m  y  ^^  X 

d  X'       y  "^  tn  X 

On  peut  chasser  y  de  Tun  et  de  Tautre  de  ces  résultats  ^  ï  Taide  de 

Téquation  proposée;  car  en  la  résolvant^  on  Tiy^s^m  x  j!:,Va'-^A*-+.///jif*  j 
substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dy^  il  viendra 


!—  X  -^  m^  X  ±  mV  a""  —  x^^m^  x^  f      —x-^m*x      1 
^  ^j >  dx^aezmdx  ±.  j    .  ? 


dx. 


On  voit  aisément  que  les  deux  valeurs  de  dy  qu'on  tirero&t  de  11 
sont  les  différentielles  respectives  des  valeurs    de  y    contenues  dan» 

y  =  /«  Af  jL  V  a*  —  a:*  H-  w*  *\ 


Si  au  lieu  de  résoudre  Téquation  proposée  pour  en  tirer  la  valeur 
de  j^^  on  avoir  éliminé  cette  variable,  entre  les  deux  équations 


y*  —  lOTJcj^H-A*  —  a*  s=  o 


} 


(y^mx)  dy—{tny  —  x)dx  =b  o 
•n  auroit  eu  d'abord  »  en  vertu  de  la  seconde  9 

X  (m  dy  —  d  x\ 

y  =  — i^ ^ i-î 

dy  —  m  dx 
substituant  dans  la  première^  il  seroir  venu^  après  les  réductions^ 

[x*—a*^m^^)dy'''^{imx^^ima^-^im^x^)dxdy-^{x^^m^x*—a^m*)dx^^=^9. 
Cette  dernière  équation   étant  résolue  par  rapport  à  dy  ,   donneroic 
les  valeurs  trouvées  ci-dessus»  Ou  en  pourrait  cirer  aussi  immédia*: 
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cenienc  le  coefficient  difFérenciel  ^  il  sufficoic  pour  cela  de  U  diviser 
par  dx^ioa  auroic  alors 


d  Jf^  d  X 

en  dégageant  U  seconde  puissance  du  coefficient  différentiel  ^  exprimée 

par  .JL  ^  il  viendra 

d  A* 

47*  11  est'  facile  d'appliquer  ce  qui  précède  >  i  des  exemples  plm 
cooipliquét  ou  dans  lesquels  les  variables  monteroient  si  on  dégté 
plus  élevé.  Supposons  qa  on  aitj^'— 75irx>'-t-x'53=o;la  dîâeren* 
tiarlon  donnera  > 

iy^^y — i^xdy-^i  aydx-^-i  x^  dxtmo^ 

#  d  Y  n  V  —  X* 

et  par  conséquent  .^^  ==  ^ • 

dx        y^  —  a  X 

La  fohction  y ,  dant  cet  exemple  »  étant  donnée  par  une  équation 

du  troisième  degré»  doit  avoir  trois  valeurs  »  et   en    les  substituant 

successivement  dan^  Tetpresuon  de  -2.  onobtiendra  un  pareil  nombre 

dx 


de  valeurs  ponr  le  coefficient  difiérentîek  On  voit  en  général  que 
ce  coefficient  aura  toujours  un  noipbre  de  valeurs  égal  à  celur  dont 
la  fonction  y  est  susceptible  dans  Téquation  proposée  :  il  en  sera  de 
même  à  l'égard  de  b^  dtâèrentielle. 

Si  on  élîminoit  y  entre  les  deux  équations 

y — i  axy^x^^sio  1 

y^dy^^axdy  "^éty  dx-\-x^  dx^s^o  y 

on  suroît, pour  résultat,, une-  équation  du  troisième  degré  par  rapport 

à  dyt  qui  renfermecoit  les-  trois  valeurs  dont  cette  différentielle  est 

susceptible. 

48.  Ayant  trouvé  Texpoessioa  de  dy  oïl  celle  de  — :^  ^  on  par- 

d  X 

viecrdra,  en  diffêrentiant  de  nouveau,  à  celles  de  d"" y  et  de  — zL  . 

d'X^ 


Nous  nous  servirons  encore  de  Téquation  y^ —  j  axy^x^  ses  o..,(^) 
pour  Élire,  entendue  ce  qne,  nous  avons  k  dire  sur  ce  sujet. 


t>u   Calcul   i>i ff Irent îel.  14^ 

La  différentielle  première  de  cette  équation  étant»  comme  on  Ta 
vu  plus  haut,       y^  dy  —  axdy-^aydx'^x*  dx'':=iO..,.[dtt)y 
fowt  passer  i  la  difFéremieile  seconde,  il  faut,  d'après  la  régie  établie 
A^  4j  ,  diffèreniier  par  rapport  à  dy  y^y  et  à  a:.  £n  opérant  ainsi  ^ 
on  aura 

y^d^y^-^axi^y'^xydydy^-^Adyix — adxdy-^xxdx^tsstOy 
et  en  réduisant  il  viendra 

(jr»  -*-  tf  i  )  d^y^iy  dy*  —  1  éidxdy-^xxdx^issz  o....  (/^  u). 
Telle  ect  la  diffërentîelle  seconde  de  Téquation  proposée;  si  on  la 
combine  avec  la  différentielle  première ,  on  pourra  éliminer  dy  et 
le  résultat  donnera  l'expression  de  d^  y  en  x  y  d  x  et  y.  On  chassera 
si  on  veut  la  fonction  j^  >  au  moyen  de  Téquacion  proposée. 

En  divisant  Héqauion  {d*  u)  par  ^ x^ ,  elle  prend  la  forme 

^•^  ^  dx^  ^  dx*  dx  * 

et  ne  renferme  plut  que  les  coefficiens  différentiels  .^  et  -^» 

•  ... 

Mettant  aji  liea  de  ^  sâ^  valeuc  f  •^'^^    ,  tirée  de  (^/n) , 

dx  y^  —  ax 

il  viendra 

et  en  réduisant  au  même  dénominateur  ^ 

=  0; 

mais  la  quantité  a  Jif  J'^  -—  ^  <t  **^*  -+-  1  jc^  j^ ,  n*est  autre  chose  que 
(j^'  — }  tf  jrj'-t-A:').'!  aij^.,  elle  est  donc  nulle  en  venu  de  l'équa- 
tion proposée^er  par  conséquent  on  a^*— 4  arj'  — ^  -+-!«»  ijrj'ssBO, 


(y  —4  x"f  r— ^^  H-  i  jt^'^  —  6  a  *y -h  1  Jc-^^-H- 1  a^  xy 


ou 


^j'  2  e}  xy 


dx"  [y^  —  ax^ 

En  difléretitiam  [it  u)  par  capporri  ^y>  ^7  9  y  et  ^^  on-  for- 
mera la  différentielle  troisième  (d^u)y  et  onen.  tircrra>  la^  valeur  de 
d>yy  lorsqu'on  aura  éliminé ^*y  et  dy  i  Paide  des  étjuations  (du)  et 
(^  u)  'y  divisant  le  résultat  par  dx^,  on:aurà  laprcsnon  d»  coefficient 


/ 
/ 
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m^.  En  continuant  ainsi  on  parviendra  aux  différentleUes  uitcrieures. 

49*  Quelle  que    soit  Téquation  «  =  o ,  sa  différentielle  première 

sera  —  dx  -^ dy  =  o ,  et  par  conséquent  de  la  /orme 

dx  dy 

Mdx'+'N  dy  s=  o }  sa  différentielle  seconde  prise  par  rapport  ix^yet 

dy ,  et  en  observant  que  —  et    —^  ne  contiennent  point  dy  ^  sera 

dx         dy 

d*  u  j    .  .     1  d*  u    j      ,      ,   d^  u  j    .  ,   dtù  j.    ^      '  jir 
tf  a;*-+- dxdy-^-,^.^  dy*-^ — tf*y=:o  ,ou  delarorme 

dx*  dxdy  dy*  dy 


P  dx^-^Q^dxdy-^  R  dy^  -+-  Nd*y  =  o  ;  la  différentielle  troisième 
prise  en  différentiant  par  rapport  à  Xy  y^  dy  et  d*  y  sera 

^i£j!idx 

^dx^^J±!Ldx^dy^l£jLdxdy^t!tdf  .    dxdy 
dx^  dx*dy  -^       dxdy*         ^        dy^    ^         •  ^^ 

ou'  de .  la  forme 


Ji^y-\-Èl  dfy  sa  o; 

iy 


Sdx' -^Tdx^dy-k-Fdxdy^-k- Wdy^  "^ ^^'^  I d'y + Ni^y «s o; 


Ydy\ 

et  ainsi  de  suite. 

Toutes  ces  équations  sont  homogènes  à  l'égard  des  différentielles  dejr 
et  des  puissances  de  d  x^  en  comparant  dyidx%  d^y  i  dx*^  d^y  idx^  etc;; 
par  conséquent  si  on  les  divise  respectivement  par  ^jt^^x^,  ^;(r^  etc. 
on  aura  les  relations  qui  existent  entre  les  cocfEciéns  différentiels,  et  il 

viendra  alors  ilf  •+•  iV  ^  =  o 

dx 

p  ^qil  ^  RÙl  ^  N^JL^o 

^  dx  dx*  dx^ 

dx  dx^  dx^         \  dxJ  dx*  dx^ 

etc» 

^o.  La  remarque  que  nous  avons  faite  (ri*  15)  sur  les  constantes 
qui  dispatoissent  par  la  difiKrentiation  des  fonctions,  s'applique  éga- 
lement aux  équations.  Si  on  avoit  par  exemple  y»  «=  ^  *  -H  A ,  la  dif- 
férentielle lydy^ssstadx  étant  indépendante  de  ^ ,  appartiendront  i 

chacune 


01 
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chacune  des  équations  particulières  qui  résultent  de  la  proposée  »  en 
donnant  à  h  toutes  les  valeurs  possibles. 

Maïs  on  peut  aussi  parvenir  dans  le  cas  actuel  à  une  équatioa 
îndépe«dante  de  ^ ,  quoique  la  difïérentiacion  n'ait  point  fait  dispa^» 
roître  cette  constante  \  il  suffit  pour  cefa  d'éliminer  a  entre  les  deux 

^  "^        ^  A-  -+-     /  gç  Qi^  trouvera  y*  i  x  c=»  z  xy  iy-^b  ix. 

xy  dy  z=^adx       3 

Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  pas  la  différentielle  immé^» 

diace  de  la  proposée  »  elle  en  dérive  cependant  de  manière  qu'étant 

divisée  par  dx^  elle  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  lava* 

riable  x ,  la  fonction  y  et  le  coefficient  .2.  ^  quel  que  soit  a. 

dx 

Si  la  constante  qu'on  , élimine  n*est  pas.  au   premier  degré  dans 

Téquation  proposée,  le  réiultat  qu'on  obtiendra  renfermera  des  puis*- 

sances  de    d  y  et  dt  dx  supérieures  à  la  première.    Prenons   pour 

exemple  ^*  -—  x  a  y  '^  x*  sss  a*  j  en    différentiant    ou  trouvera 

y /y— .  tf  ^y-f-  xi/x=:o,  d'où  tf  ===  i-21z!l— -^ ,  et  substituaut 
•^    -^  -"  dy 

dans  la  proposée ,  il  viendra  »  après  avoir  ordonné  par  rapport  à  dy 

et  divisé  par  </:t* ,  (:i;* — xy*)  -^  —  4  xy  -2  —  at*  e-s  o  :  telle  e$t 

dx^  dx 

la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  jc  >  la  fonction  y  et  son 

coefficient  différentiel  .^,  indépendamment  d'aucune  valeur  parti* 

dx 

culière  de  la  constante  a^ 
-    En  résolvant  l'équation  y*  '^  x  ay'^x*  =:a*y  par  rapport  ia,on 

en  auroit  tiré  a  =  -^y  +  Vay-f-**,  et  a  se  trouvant  dégagé  des 
variables  x  et  y  y  la  différentiation  seule  l'auroit  fait  disparoître  ;  on 

auroit  trouvé  — dy+^y    y^^^    ^'  ss=  o.  En  faisant  évanouir  le  ra- 

Vxy*^^x^ 
dical  on  s'assurera  que    cette  équation  est  la  même  que   celle  que 
nous  avons  obtenue  par  Télimination. 

5 1  •  On  peut  .faire  disparoître  autant  de  constantes  qu*on  voudra , 
f  n  diffêrentiant  an  nombre  de   fois  égal  à  celui  de  ces  constantes* 
§Qitj/*a=i  m  (a* — x^)  ;  on  aura  d'abord  j^  dyiss^-^^mxdx^  différentiant 
Cnlcul  digircntuL  T  "' 
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ii«  Houvcftii  on  trouvtni^  ii*y  4-  Jy^  H-  mdx^tsso)  substituant  pour 

m  kf(  VAlour  Z!  '^.  **t  i  ciréo  do  Péquation  nrécédcntc  >  et  divisant  par  J  x% 

A  1/  A' 

il  viciuUa  y  .*?[  —  Ar-i21—  jry  -II  «c  o;  résultat  indépendant 

iUi  (onitAïuoi  /fi  et  «• 

J)Ani  lo«  dinoteiulationi  successives»  ri  arrive  quelquefois  que  la 
v.ui4Mo  quViu  ic^ardc  comme  indépemlanre ^  disparoit  entièrement 
do  rif(|UiMion  propméo.  ICn  cflet»  si  cette  équation  étoit  de  la  forme 
)  »  ••  n  A  »}•  / 1 }' désignant  une  fonction  de  y  seul ,  on  auroit  d  V^ssa  ix 
et  \  CAUSc  que  dx  est  invaiiable,  la  ditlérentielle  seconde  se  rédul- 
nnt  i  J^  rirto,  L^équation  ]'c9  4  »* -+-^  x -Hc  étant  diflërentiée 
troi^  tv)U  de  suite  »  donnerai/  )'  «a  xaxdx^i  dx 

rf^  1"  =»  o 

On  poussnoit  ces  c\^nsidérations  aussi  loin  qu^on  voudroit  sur  des 
t}\)u.\tioiu  de  la  K^tme  piécedcnte% 

\ïx  0\\  peut  arnsi^  pAt  des  ditlèrentiations  r^pctêes^  faire  disparoî« 
Itt^  Ks  t\MutivM\s  irntiouutllcs  et  les  h>nctions  transcendantes  qui  se-> 
UMrnt  cvM\tcnucs  dAt\s  une  cv|uati\Mu 

^oU  d\\l>v\rd  l\s^UAtîvvn  ^«i=(4*-+*a*)*;  si   on  en  prend  la  ditïe* 

0^^     .4  .^a;.      a^ix»      \"7-~.ajrrfx>  et  en  mettant 
ps\u  (^* -♦-  \*y  u  VA^tar  %  ^   il  vWuvxra  i  \  =  1.^-1-.^;  rcsulrar  iims 

S>  \>N;M;s\n  x^vVN\s5.>f  r\r^^îv;:^>sNt  vn  r\:$  c^^i  rc^-n^ce  ce  fcrx- 

*   ^      "^    \\\."\  \^       \     V^k    VX\     »>.>    îxxV'x      ^    -4.  •*^'«'    '>w«>k     v^     ♦»».       >*iK     v<..V..  Hfc~^--"* 

*  %  "■ 

¥^  \«  c^vsx  xt  c^v  Tv«    v\\"<>:o^~î  oe  *<»rc   *c$  t-iric  cocr=r<  cit 
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^'équations  suffisant  :  si  on  avoir  par  exemple  P"-»-* Q'=ts/',  Pet  Q 
étant  des  fonctions  rationnelles  de  *  et  de  j,~Dn  trouvetoit  en  dif- 
ferentiant  deux  fois 
m  /'"-"  dP-\-na  Q*-'  i/  Ç  =  o 

en  mettant  ces  équations  sous  la  forme  suivante 

.        ^  Q. 

et  en  les  combinant  avec  ki  proposée,  îl  sera  facile  d'éliminer  P"*et  Q\ 

5J.  A  l'égard  des  fonctions  transcendantes  »  il  y  en  a  que  la  dif-     ^ 
férentiatîon  fait  dîsparoîcre  immédiatement  ;  Téquation 
alP  —  ji  (tari  s=ac  Q)  =  o ,   par  exemple ,  étant    diffërentiéc  ,  donne 

sur  le  champ  t 1-  -r-  A c=r  o  f  n*"*  ao  et  19)  et  se  trouve  par- 

conséquent  délivrée  de  transcendantes. 

£n  général  chaque  différentiation  fera  disparoicre  une  transcendante  > 
soie  Immédiatement ,  soie  en  ayant  recours  à  Télimination. 

Supposons  qu'on  ait  Jîsin  P-+-<<2  cps  Pxsza*  :  en  difïerentîant  îl 
viendra  HdP  cos  P-^-dR  sin  P-f-t*^  d(^  cos P  — -e^  rfP  sin  P  =0  ; 

mais  on  pourra  chasser  cos  'P  au  moyen  de  sa  valeur  V  1 — sin  P*  et 
on  éliminera  ensuite  sin  P.  Le  résultat  qu'on  obtiendra  ne  renfermera 
plus  que  la  transcendante  e^;  et  en  différentiant  de  nouveau,  on  fera 
disparoître  celle-ci  comme  l'autre. 

54.  On  a  vu  par  ce  qui  précède  comment  une  équation  difreren- 
tîelle  pouvoir  répondre  à  une  infinité  d'équations  pimitives;  l'inverse 
z  lieu  également ,  et  il  existe  aussi  une  infinité  d'équations  différen- 
litllcs  i  chacune  desquelles  la  même  équation  primitive  peut  satisfaire. 
E:i  effet  ,sion  conçoit  que  l'équation  quelconque  «  =sosoit  résolue  pat 
rapport  à  ^,et  que  la  valeur  de^  et  la  différentielle  de  cette  valeur 

(*)  Il  CSC  évident  qu'en  gcnëral  d  P  tt  d  Q  doivent  contenir  Xy  y^  dxtidy\ 
il  faut  donc  les  traiter  comme  d«  nouvelles  fonctions  de  ces  quantités  ,  et  par  con-« 
téquenc  les  diScrencier  à  leur  tour. 

T  2 
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soient  substituées  dans  Ju^aso^  cette  dernière  équation  devieudrst 
identique  j  le  produit  M  i  u  sera  donc  égal  à  zéro  quel  que  soit  le 
facteur  Af,  et  on  aura  la  nouvelle  équation  MdH:=io.  On  voir 
encore  par  là  que  1  équation  M du-^- M'  u^ss^o  ne  secoit  qu'une 
conséquence  de  U  proposée  ;  qu'on  amroic  de  même 
Md^u  -f-  M'  Ju-i^M''  uzsszo  et  ainsi  de  suite  ,  quels  que  ftissent  les 
facteurs  M,  M\  M'^  etc.  J'observerai  cependant  que  dans  le  Calcul 
difiërentiel  on  ne  ^encontre  jamais  que  des  expressions  homogènes 
par  i:apport  i  d  x  y  d  y^  d^x^  d^y  etc.  (n®  49),  doù  il  suit 
que  si  le  facteur  M  ne  contient  point  dé  différentieiles ,  le  facteur 
M'  sera  nécessairement ' du  premier  ordre,  le  facteur  M*'  du  sc« 
cond,  etc. 

55.  Dans  une  équation  a  <leu3c  variables  :it:  et^,  on  peut; prendre 
celle  qu'on  voudra  pçur  fonction  de  l'autre.  Jusqu'ici  nous  avons 
considéré  y  comme  une  fonction  de  x  ;  renversons  maintenant  la 
question  et  regardoiis  x  comme  une  fonction  de  y.  -La  diffërentielle 
de  l'équation  «  =  o  étant  représentée  de  même  que  dans  le  n^  49  , 
par  M  dx  -^  N  dy  =  q.,  on  en.tîrera,  en  divisant  par  dy^ 


•      *  . 


Af  —  -f-  W  =î  o  :  — f-  exprimera   ie  coefficient  diffëreiitiel  de"  k 
dy  dy 

fonction  jr,  et  savaient  sera  précisément  llnverse  de  celle  du  coefficient 

•  -  »    .  I  .  ■ 

-£,  relatif  à  l'hypothèse  de  ^  fonction  de  Xn 

« 

5^.  L'équation  Af^  a;  -f-  N.dy  =  o  est  également  la  différentielle 
de  la  proposée  soit  qu'on  regarde  j^  comme  fonction  de  Xy  ou  x  comme 
une  fonction  de  j,  parce  que  pour  y  arriver  on  a  opéré  de  la  même 
manière  par  rapport  à  chacune  de  ces  quantités  j  mars  il  n'en  est  pas 
de  ihême  à  l'égard  de  la  diffèrenrielle  seconde.  Lorsqti'on  regarde  x 
""comme  dépendant  de  j' ,  alors  il  faut  dlfïerentier  ilf 'i:t-f-JV  iy=:o 
par  rapport  a  y  ^x  tidx  ^  et  on  peut  traiter  dy  comme  un  accrois- 
sement arbitraire  et  constant  puisqu'il  appartienti  une  variabl(?indépen- 
dante.  En  opérant  ainsi  on  trouve  un  résultat  de  la  forme 
Md^x  •+  P  dx^^'Q  dx  dy^Rdy""  =10  y  ou  en  divisant  par dy^ 


M  — ï  •+.  P  ^SL   -+-  Q  fiî  -f-iî  wss  o  j  équation  qui    exprime 
d  y*  d  y^       *      dy 
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h  relaclon  des  coefficiens  diflFérencîels  — .  et    —  de  la    fonction  .v» 

dy*         dy 

Si  o'^  la  compare  avec  sa  correspondante  dans  le  n^  49;  oq  verra  que 
les  trois  derniers  termes  de  Tune  sont  les  mêmes  que  les  trois  pre- 
miers de  l'autre  et  que  la  différence  ne  consiste  que  dans  les  termes 

M  — 1.   et  a  _£  ,  dont  le  premier  est  particulier  à  Thypothèse  de  x 
dy*  dx* 

fonction  de  y,  et  le  second  à  celle  de^  fonction  de  x.  Les  quantités 
ikr  et  A^  ne  se  trouvent  à  la  fois  que  dans  la  diffërentielle  première  ; 
et  par  conséquent  si  on  ne  conaoissoic  pas  cette  différentielle  et  qu*ou 
n*eut  sous  les  yeux  qu'une  des  différentielles  second.es,  celle  qui  est 
relative  iy ,  par  exemple ,  il  semble  qu'on  ne  pourroit  pas  en  déduire 
Tautre ,  puisque  rien  n'indiqueroic  le  terme  qui  devroit.  remplacer 

N  —2^.  Mais  on  lèvera  cette  difficulté  en  faisant  usage  de  U  relation 
dx*" 

qui  existe  entre  les  cœfficiens  différentiels  pris  dans  Tune  des  hypo* 
thèses  et  leurs  correspondans  dans  Tautre.  \ 

Nommanr  y\  y'\  y"  etc.  les  coefficiens  difïerentîels  de  la  fonction 
y  %^^  X  y  x'y  x"  ceux  de  la  fonction  x^  nous  aurons  (n®*  9  et  10) 

dy  '  ^sz::  y'  d X   '\  tdx  =s  A?'  dy 

dy      :=L  y    d  X  %  jd  X  =1  x  dy 

dy     5=  y      dxl  \dx  =  X  dy 

etc.                       \  /etc. 

Déjà  pour  le  premier  ordre  nous  avons  trouvé 

'M-hN^  =  o  7        M  +  Ny'  =  c 
dx  I 

-  \  ou  . 

MÎl^N  =  01        M  X    -^N  =:  < 
dy  J 

11  suit  de  la  que  x'  =z  L  ,  ou  x  y' =^  x. 

Mais  puisque   j«^',est  implicitement   une    fonction  de  Af,  ;c'  sera 
aussi  une  fonction  de  jir,  on  aura  doiic  ^s/  ;t'  r=  ^.  ^a=  —  ,  /, 

y  y 

mettant  pour  dx    et  dy'  leiu:  valeur  prise  dansJes  équations  préœ- 
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dentés,  il  viendra  x"  dy  s^:-^-     ^  ' ,,  d'où  on  tirera 

;r"  =î — —  —  ts: — *^i  i   cause  de  ~  =  ^.  Cette  équatîoa 
y  dy  y'^  dy         y 

donnera  l'expression  de  x"  ,  lorsque  celles  de^''  et  do^'^  seront  con* 

nnes ,  et  il  en  résultera  aussi  y"  =s  —  x"  y'^;  substituant  cetce  valeur 

dans  P  -\-Qy'  -\rRy'*  +  A^J* '==0,  il  viendra 

p  ^-  Qy'  ^  Ry'*  -^  A^  x'^  y'^isstOf  remettant  -J^  îki  lieu  de  y' , 

d  X 

^  au  lieu  de  x'\  on  trouvera  P^Q  iZ^RÙl^Ni^l^^o-. 
dy*  dx        dx"        dx^dy* 

et  en  multipliant  par  dx*  on  obtiendra 

Pdx^T¥Qdxdy-\'Rdy'-<Nild^x=iOi. 

dx 

cette  équation  est  équivalente  à 

Md^x-^F  dx*-\-qixdy'\'Rdy*'SSiOy 
comme  on  peut  s'en  assurer  en  chassant  N  dy  à  l'aide  de 
Mdx-^Ndy  =  o. 


■»/  ^  // 


57.   Uéquatîon    «"  = — ^^ ,  nous  donnera  </*"  = —  JL-21 


j'  y 


fx\\s<\yiQ  y'  i  y  '  et  par  conséquent  x"  sont  des  fonctions  Implicites 
de  X*  En  effectuant  la  diffèrentiation  indiquée  dans  le  second  membre 
<t  mettant  au  lieu  de  Jjc",^',  dy\\tVLi%yx\tvLt%x'"dy^y"dxjy"'dxy 


on  trouvera  x 


'"=!  IZ2Jl-±12Ll 


Cette  marche  est  facile  â  continuer  pour  les  ordres  supérieurs  ,  et 
on  verra  peut-être  avec  plaisir  comment  on  peut  arriver  aux  mêmes 
résultats  en  partant  des  développemens  dont  les  coeflScîensj',jr"^etc,, 
x\  x"  etc.  tirent  leur  origine. 

Il  suit  de  la  liaison  qui  existe  entre  les  valeurs  de  jc  et  de  j^  que 
lorsque  x  prend  un  accroissement  h ,  y  éprouve    un   changement   k 


représenté  par  la  série  -^1 -f-  -Z ^-  JL -+-erc.;  par  la  même 

raison  y  devenant  y'\-k  >  x  éprouver*  un  changement  représenté  par 
ii  4- ^' -f.  ll2!  H- etc. 


.t>v   Calcul  DTFFÉxxifTiML.         i$i 

•n  aura  donc  k  =  •£. h  -L—  •+■  -L h  etc. 


t  \.X  1.2.5 

OU    Â    s=   _•    -f-   ,  -f-  ■      ■  -1-  CtC 

1  l.l  1.2,) 

^elon  qu*on  voudra  développer  par  rapport  à  it  ou  par  rapport  à  A.  Mais 
en  faisant  usage  de  la  méchodej  du  retout^ des  suites  (^Intr.  n^  45  ) 
on  déduira  de  la  première  série  une  valeur  de  h  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  ^  »  et  il  viendra 

y  y^i.i  V  y  >  y    i.i.j 

comparant  ce  résultat  avec  la  seconde  série  ^  on  aura 

I 


X 


y' 


/// 


î  y    —y  y  ^ 


y^ 


txc. 

Au- moyen  de  ces  valeurs  on  trouvera  tous  les  coefficiens  dift- 
rentiels  relatifs  à  x ,  lorsqu'on  connoîcra  ceux  de  y ,  et  on  pourra 
transformer  une  équation  différentielle  prise  en  regardant  y  comme 
une  fonctloa  de  x  dans  une  autre  où  x  seroit  regardé  comme  une 
fonction  de  y  et  réciproquement, 

5  8^  Pour  passer  du  premier  ordre  au  second  dans  l'hypothèse  de^  fonc- 
tion de  AT  )  on  a  diflèrentié  en  regardant  dx  comme  une  constante  \  si  on 
eut  fait  variera  la  (oks^dx  et  dy  ^omxxxoM  rétabli  la  symétrie  entre 
ces  quantités  >  mais  alors  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  ; 

y"  ,  n'auroit  plus  été  représenté  par  ■■  u-^,  •  D'après  sa  formation  on  a 
•i  d  \  \d  x/  yi^t        -        dy  i 

y     =    — t-.  =  ^.         ■■  ,  et  en  diSerentiant  wi  comme  uneftac- 

dx  dx  dx 

tion,  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  varient  simultanément  » 

il  viendra  y"  m  ,,  ^     y        >y..    ^ *  substituant  cette   valeur    dans 
•^  dx^  ^ 


>y  selon  qu  on  faic  </*  x 


151        Ch.  L  Exposition  r>Es  principes 

1  cquacîon  P  +  Ç  -il  -+-  R  JL.  -f-  N  zJL  =  o  >  on  troavera 

dx  dx^  dx^ 

^   dx  dx^  dx^ 

multipliant  par  dx^  y 

Pdx^^qdydx^^Rdy^dx^Ndxi'y  —  Ndyd^x^:=o. 
Si  on  met  dans  le  terme  N  dy  d*  x  au  lieu  de  N  dy  sa  valeur  — Md  x^ 
on  trouvera,  en  divisant  par  d  x^ 

Pdx^'\-qdxdy-\-Rdy*'^Md^x  +  Nd''y=ioi 
résultat  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de  Téquation 
M  d  X'-\- N  dytssL  OytnXz  différentiant  par  rapport  kx  ttdxyy  tidy.^ 
«c  qui  se  change  dans  Tune  ou  l'autre  des   différentielles  secondes  » 
Pdx''-\-(^dxdy'^Rdy^^Nd^y.=:  o 
Pdx^^Qdx  dy^Rdy^^Md'x  s=  P 

ou    rf*y-S2  O. 

59.  Il  suit  d«  ce  qui  précède  >  1^  qu'on  peut  difFérentier  une  équation 
du  premier  ordre  d'une  manière  symétrique  par  rapport  aux  deuxyariables» 
et  à  leurs  différentielles  ,  et  que  le  résultat  qu'on  obtiendra  étant  égalé 
à  2éro  »  donnera  l'expression  des  coefficiens  différentiels  du  second 
ordre  ;  il  aura  de  plus  cet  avantage  qu'on  y  pourra  regarder  i  volonté. 
y  comme  une  fonction  de  ;r ,  ou  x  comme  une  fonction  de  y.  Il 
faudra  seulement  observer  que  dans  le  premier  cas  >  le  coefficient  du 

11                    /        /               \d xJ        dx  d^  s  —  dy  d^  x 
fécond  ordre  est  représente  par  ^^1—  =s i J- ,   et 

d(ii\ 

dans  le  second  par  ^MZT^  dyd^x^Jxd^y 

dy  dy^ 

ij^  Que  si  on  substitue  la  première  des  valeurs  précédentes  au  lie» 

de  — ^  ,  dans  une  équation  différentielle  du  second  ordre  ^  cvl  d  x 
dx*  ^ 

est  supposé  constant;  le  résultat  sera  équivalent  à  celui  qu'on  auroic 

obtenu  en  faisant  varier  à  la  fois  x  ^  y^  dx  ot  dy.  Si  on  vouloit  que 

dy  fut  constant  dans  la  nouvelle  équation,  il  suffiroit  de  remplacer 

dans  la  proposée  —Zpar  —  £21 î. 

On 


^V     CâICUL     VJ  FFéRMNTI  bu  I^V 

On  ctutngera  de  même  une  équation  .diftèrencblle  du  second  ordre^ 
■où  dy  esc  conitant  dans  une  autre  où  il  cessera  d.e  l'être,  en  mettant 

I 

-i jîL  i  la  place  de ,  ou  seulement  —  . ^ ,  si  on 

dy^  ^  dy^  dy' 

t«ac  que  d^  soit  contant. 

60.  Il  «st  aisé  de  vérifier  que  les  quantités 

dxd^y  —  dy  d^  X         dyd^x  —  dxd^y 

— — 1^11  11  I  II  et    ■■  ■■        y 

dx^  dy^ 

^ui  sont  les  valeurs  respectives  de  j^'^  èc  dé  x'\  satisfont  i  Téqua» 

tlon  y"  ^  x'^  y'^ssz  o  (n^  5^);  cari  cause  dey'  =^^9  il   vient 

dx 

dxd^y^dyd^x         dy  ^dy^x^dxd^yy^  ^   ^       .^^^^^^ 

dx^  dx^  K  dy^  J 

identique* 

Il  faut  remarquer  aussi  qu*eu  Élisant  varier  ^.  jir  on  n*a  phis 
d^y^=^  y"dx^  conune  dans  ié  n®  19.  En  effet,  pn  regarde  alor^ 
dy  comme  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  y'  et  d  x 
et  on  a  d^y  tata  d  y'  d  if^^y'  ^  ^\  mais  d  y  /f*:^  y" dx ^  donc 
d^y^ss^y^ dx^^y' d^x  :  on  aura  pareîllenîenta*:i:«aBJc''  dy^^x' d^y* 
Ces  deux  équatioiis  donnent 

•^^  _  xUy^^x  y:  d  x^(0nw\d^x  _  x'^^x^y" 

I  — X  y        J        \^y         ^  '^x  y 

^W  ei\vwu  dfis jeUtions tirouvéos encre  x'  >  y\  tiy\  (n'*  5(>)  on  a 
*'— '^«J^.wao,^     i+j^'jfasi«,  a;    -+-Jt-'j^     t=aBO,  donc 

d}  V  d*'  X       '  '     .  *  * 

\jJL  fc=:J,  ^-_  =  ^j  c*cst-i-dire  que  ces  deux  quantités  sont  in- 

wL  X  ^  y 

aetermmees.    ' 

,  r 

Ces^l?é«Bteirs.4«oie«t  faciles  à  prévoir;  car  difiërentîer  jr' ï jc  par 
Hpport  iiy  ttd Af -,  <t%t  supposer  que  y'  et  dx  deviennent  respecti- 
vement y^"+'  dy^Mx  -+-  <r  X ,  et  prendre  les  dtux  premiers  termes  du 
charigeftfent-  ^u'-épTouve  cetsè  fonction  ;  ^xaw  lorsqu'on  envisage  y 
«ôtnmè'une'fonaien  de  x ^  dx  est  ôtbkrairc ^'rf*\:r  le  sesa  donc  aussi 
CdcuL  différentiel  V 


^« 


1^4         ^*  ^*  Exposition  j>es  principes 

et  par  conséquent  .—2=^''-}- y'  f  n'aura  aucune  valeur  déter* 

minée  tant  que  le  rapport  — ^  restera  qiielcohque. 

d  x^ 

En  raisonnant  de  même  dans  l'hypothèse  où  x  seroit  ijpnctlon  de  y  , 
ce  qui  rendroit  i y  et  d^  y  arbitraires ,  on  trouveroit  que 
d^  x  //    ,      /  (f *  y 


x"  -t-*'  ^  est  pareillement  indéterminé. 
dy^  dy^        "^ 

^exemple  suivant^  montrera  comment  on  peut  trouver  l'expression 
du  coefficient  diflferentiel  y\  dans  une  équation  où  on  a  fait  varier 
simultanément  dy  tt  d  x* 

6i.  Soit  réquation  x'-+-y=«'; 

sa  diftërentidîUe  i"  est  x dx'\-y  dy^:^^ ^ 

sa  différentielle  i***,  en  faisant  tout  varier,  dx^-^y^-^-x  d^  x-+y  d*y=sa»i 

—  d  X*  —  d  y*  — *-  X  d*  X  ^ 
on  tirera  de  cette  dernière  équation  <i*  y  =3  -^ ■        • 

•^  y 

substituant  cette  valeur  dans  y''  = iL — —.21 

•^  d  x^      . 

dx^  ^dxdy^-^xdxd^x — ydyd^x 


on  trouvent  y    s=  - 

31  faudra  chasser  dy  au  moyen  de  la  différentielle  première  ;  cette 
opération  fera  xlisparoître  d*  x^  qui  étaJit  une  quantité  arbitraire,  ne 
doit  point  entrer  dans  la  valeur  dey"  j  en  effet  on  voit  que  le  coefficient 
de  d^'x  étant  —  Ar^/Ar—yi^^s'évanouît  en  vertu  de  Téquation 
X  d x^y  d y=s:o. 

€1.  En  général  toute  équation  différentielle  du  second  ordrt 
entre  deux  variables  jc  et  y ,  dans  laquelle  on  a  fait  varier  i  la  fois 
dx  et  dyy  doit  pouvoir  se  réduire  à  ne  renfermer  que  x^  y  s 
il  et   ^^^"y  —  àyd'x  :^  p^^u-giie    ^^  sauroit  représenter  autr/e 

chose  qiTC  la  relation  , qui  existe  entre  les  variables  JiP,y  et  leiif*côef- 
ficiens  différentiels  du  prepiier  et  du  ^second  ordre.  Supposons  donc 
qu'on  soit  paryeuu  d'une  manière  quelconqu/e  â  l'équation 

,    Md^x-^r  Ni'y  ^  P  dx"  -rh  Qjdxdy-^  R  dy^  =»'.c>i 
on  y  mettrajV;r".au  lieu  de  dy^  y!  4^*  -^y  ^  «s  *»  lie»  de  ^y  , 


DU  Calcul  diffé rmutzel,         ijj 

il  viendra  alors 

on  bien 

(^M+Ny)d'x-^{Ny'^P'^Qy'^R/')dx*^o: 

pour  que  dx  et  d^  x  disparoissent  i  la  fois  de  cette  équation»  il  durit 
qu'on  aît  M  -f-  Ny'  =  o ,  c'est-à-dire  Mdx-^Ndys^iO.  Cette 
condition  peut  être  remplie  de  plusieurs  manières  : 

i'*.  Lorsque  l'équation  Mdx-^Ndyssso  sera  idtncique  par  elle« 
même  ;  ce  cas  auroit  lieu  pour  Téquation 

xy  dy  ^  AT  —  xy  dxJP^y-^y  dy  dx^  — x^ x  dy*^=^o\ 
car  elle  donne   M^=ix y  dyy  N=i  —  xy  d x  y  et   par    conséquent 
Md  x^  N  dyi=:'xy  dy  dx  —  xy  dy  dxz=LO. 

x^.  Lorsque  la  proposée  sera  la  différentielle  de  Mdx^}idy^ssLO\ 
telle  seroic  l'équation  particulière  x  c^  x-^-y  d^  y  -^-dx^  -^  dy^  sœs  • 
qui  donne  Mdx^Ndy^ssxdx-^rydyet  qui  résulte  de  la  dif{e« 
rentiation  de  x  d  *-hy  dyvsn  o. 

*)^.  Lorsque  la  proposée,  quoique  difHfrente  en  apparence  de 
l'équation  qui  résulte  de  la  diâerentiation  de  Mdx'^NdycnOy  s'ac- 
corde cependant  avec  cette  dernière.  Poiir  donner  un  exemple  de  ce 
cas,  prenons  l'équation        ^' 

•     x^d*xH'x'yd'y-\^(/^^y^)dx*'\-x^dy*ss:o^ 
nous- aurons  alors 

'  *     Mdx'-^N  dysszx^  dx^x^-y  dytàso  ou  x  dx-^y  dyr=LO. 

Si  on  différentie  cette  dernière  équation  en  faisant  tout  varier,;  il 

viendra  x  d^  x-f-y  ifx-4i</;c*^i/^s±=o;  multipliant  ensuite  par  x^ 

afih'^qiie  les  debi-pemiers  termes  soienè  les  mêmes  que  dans  la  pro- 

►  posée,  et  retranchant  Tune  de  Tâutre  on  aura 

(a'—y')dx^^x'dy*—x*di^  —  x^dy'=^Oy 
ou  en  Induisant  -et  en  divisant  par  dx^y  a^'.'^y^ — **==o;  équa- 
tion doitt'li\difièrèntfelle  x dx-^^y dy^o'y  est  précisément  celle 
qtie  '  nmis.  ^t^ns  trouvée.  Si  on  fait  pour  abréger  a»  -— y*  — .  ;c*  =  » , 
OHt^^transfornnera  facilement  réquation  proposée  en  {  x^  d^ur^udx^  sa:  o 
et  en  verra  <}u'elle  doit  être  satisfaite  par  la  supposition  de  «  :=  o , 
<^aî^  donÉe  aussi  ^  tt  s=a  o ,  ^  tf  ssf  o. 

-  :  '  Nous  '  iéMni  :reman|aer  que  pour  exprimer  la  minière  dont  lel 
éijtndiM»  -t.  ofiidru  '—  «  dii*^%st  o  et  itss  «y^  sont  liées  entr'elles  „  lès 

"V  t 


1^6        Ch.  I.  Expasirjox  JsiEs  prtvcipâs 

Analystes  disent  que^  U  prtmiin  a  lieu  en  même  temps  fue  la  seconJer 
on  voir  par  là  que  èes  équacions  qui  ont  li«u  ei>  même  .temps  soiK 
des  conséquences  les  unes  des  autres  ;  mais  la  phrase  n^est  pas  toupucs> 
réciproque ,  aii>$î  on  ne  poorroit  pas  dire  dans  l'exen^plc'  ci-dessut  que 
l'équation  ff=so  a  lieu  en  même  temps  que  {  **t/*«  —  udx*vs:cu 
car  on  verra  dans  la  suite  que  cette  dernicre  >  ea  ne  considérant  que 
les  variables  u  et  x^  est  plus  générale  ec  peut  être  satis&ire  par  une 
relation  entre  if  et  ;r  :  on  peut  déjà  &  assurer  d*une  exception  de  ce 
genre  sur  l'équation  d*  u^^ud  x^tssaOy  que  la  supposition  de  ii=àsQ 
rend  identique»  mais  qui  le  devient  aussi  lorsqu'on  a  icsastf  i^-i-^^'  > 
Quelles  que  soient  d'ailleurs  les  constantes  a  et  t^ 

Il  ne  hat  pas  confondre  dans  ce  qui  vient  d'être  diz  »  l'équation 
J.  *•  ^*  i#  ~  «  J ;ip*  s=3  o  ,  avec 

quoique  Tune  ne  soit  qu'une  transformation  de  l'autre.  L'éqmdon 
primitive  d'où  dérive  la  première  êcant  prise  dans  toute  la  généralité- 
qu  elle  comporte  ne  sattsferoit.  pas  à  la  seconde.  Les  crois  cas  -  dans- 
lesquels  la  condition  M  d  x-i-Ndy^ssio  peut  être  remplie  s  et  pour 
chacun  desquels  il  existe  une  équation  primitive  en  jip  et  y  qui  satis-^ 
fait  i  la  proposée ,  différent  entr*eux  par  rapport  i  U  généralité  de 
certe  équation  j  piiats  coaîme  cet  objet  tient  essentiellement  au  Calcul 
intégral ,  nous  ne  notrs  y  arrêterons  pas  ici  :  nous  ternùneions^  cet 
article  par  un  exemple  dans  lequel  la  condition  Mdx^N dy^ss^ 
n'est  pas  Remplie» 

Soit  réquation  x^ d^ x-^y  d^yri?6  xy  dx dy  »=s  a;  elle  doo^ 
nera  ilf =s  x^y  N  =^^et  par  conséquent  on  en  tirera  x^  dx^y^dy^^^o  ^ 
différentiant  et  retranchant  de  la  proposé»,   on  aujra  ... 

éxydxJy-^ix^dx^-^i  y*dy^  s=xo  , 
on  jt*  dx^  —  1  xydx  dy  -4-7*  dy*  «=s  o^  oa  enûxx  x  d x^^y  dysao% 
Il  £iut  donc  voir  mamtenajit  si  les  équations  x^  dx  ^y}  ^^  at^  o  > 

X  d  x^ydymo^S 

pècivetir  s'accorder  entr^elles.  La  secondé  donne  dy  =  fL-i?     substî^ 

tuant  dans  la  première  il  vient  x^ y  dx^y^  x  dx^=sf»o\  efkdkw$M 
par  xy  dx^on  obtient  x* -Hj^^sso^différeiKiant  ei|C<WFe  cette. n()u- 
velte  équation  on  trouve  xdx^J^y  dyzatp,  ft..inft{iint.tioi|r  dy.rfi% 


Taleur^  U  vieac  xy^=siO\  équation  qui*. ne  peu^.a^oic.  iîea  conjoin* 
tement  avec  x^  -h>*  s=:  o ,  à  au>La^  qa'on  uzix  ;r  a»  ol  ,^  jj       ,     _ 

ftxipQ^sible  que  la  prqposée  i^sjulce  4^îa  difBrennaûan  d^une  éqmtû)4» 
C^ncrç  deuf  variable^  x  et  y^  .  - 

.    tf|,.,£n  passant  dn, .sccon4  :aii  trqîjilèaie  ordire;  pn  introduit  if.y 
'  pu  J},Xp  selon  qu*on  regarde jf  comme  une fooçrîpn  de  jir,  ou  a:  comjxi9 
nne  fonction  de  y^  te>  coefficient  difôretuiel  du  troisième  ordre  eK  ex« 

primé  danid  la  première  hypothèse  pat  ^ ,  et  par   f  ,  dans  la  sê« 

conde^  Mais  »  oa  £^t  varier  à  la  fois  toutes  les  différentielles  dx^^ 
4^'i  ^  x^  d^  y  fjon  aura  un  résultat  qui  conviendra  également  à  l'une 
et  2  Tautre  hypothèse.  On  observera  seulement  que  Teirpression  des 
coefficietis  différentiels  doit  être  formée  en  faisant  varier  toutes  ces 
quantités.  Il  faudra  donc  pcendre  pour  jr"  k  valeur  trouvée  n*  38  et 

comme  y^^^  =3     -^  .  ,  on  obtiendra,  ce  dernier  côeflScient  en  diffif* 

d  X     ' 

ientiattr  jr^pâr  rapporti-i  at,  dy^  drx^  ^y  et  en  divisant  le  résultat 
par.  v/ ;c  ;  OB  aùra.aiiisi 

.r/        dxd^y  —  dyd^x 

->'''    '    dx^ d> y-^^d xd^x i" y-^^.i dy d^ x'—dxdy d}x 

du'  trpâvçroit  de  la  même  manière  Tes  côe^ciens  analogues  dans  la^ 
sitçpôJitîôn  de  y  fonction  de  3^ 

Si  on  substitiiç\lès  valeur^  précédentes  l  là  placée  de  j<',  y^\  y^^\ 
dà'rfs^ùne 'équâiîon  diffërêntiellé  du  Woisîème  ordre  ;  formée  en  régar- 
dant  dx  comme  tmistaiii  ^it  viendra  une  éqcrarron  équivalente  â  cëlTë 
qu'jpfv  wrcrn  fr4>clvé^  ^efi'  £ussi»t  timt  vitietti^t  et  si  on  fa2t:4Ajr  er 
d^yxts.  o^  datns  c«tta  ^kmière  i  le  résnka^  qâ'dn  obtiendra  sera  relatif 
à  rhypcthèk^«e'"^'cbimd«i6  idlftme  fon(?«6n  déy. ' 


mettant  pour  dy^  ^  y  yi>y  y  len^^  valeurs  dam:Mift^f(yati«iirdift» 
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renrieUe  du  troisième  ordre,  dx^J^xetd}  x  dîsparoissent  des  résultats  f 
si  cette 'conditioii  na  pas  Iteù,  on  en  pourra  conclure  que  la  propo^ 
sée  ne  dérive  point  d'une  équation  entre  x  et  y  seuls  et  qu'on  n'y 
pourra  pas  suppôisèr  que  y  soit  fôHaîon  de  x  ou  réciproquement.  En 
prenant  une  forme  générale  et  faisant  les  "subsntittions  indiquées' ori 
troûveroit  des  conditions  analogues  à  celles  du  n'*  tfi.  II  est  évident 
que  ces  remarques  dbffent^  être"  gënéiîJisées.  et  que  toute  ^équation 
eénttfiaht  des  dijj'énmiefki  *dt  deux'  variàhies  de  qtuljii  ordre  quLtllis 
soient'doii  toujours  fouvfir  h  transformer  en  ufye  autre  qui^  m  Unfermc 
que  X  y  7»  y^  y' S  Y'^  etc.  y'cn^xxvrimant  ces  cocfficiens  conformément  à 

C hypothèse  faite  sur  là  vartabrlLté  des'  quantités  à  iy  dy,  d*y,  à^xetc.  ' 

-         ^  ^     ^         ,     '  ...  *         ' 

c\.  iLa  mêrfie 'condition  a  lieu  aussi  pour  les  formulai  dïfïërèntielles 
qtti  ne  sont  pas  égalées  à  zéro, 'mais  dans  lesquelles  oh  suppose  ta- 
citement que  y  est  une  fonction  de  x,  ou  ;i;  une  fonction  de  j^. 

Si  on  avoit  l'expression  «^  y  ^  '^    y  }  ^  en  y  $ubstitHant  y'  d  x 


N 


V         >       ' 


-^  x  d^y  '  .    T      .  X 


fçiit/iy  tty"  d  x^  pour  ^-j^ ^  ^Lyiendxoit  -^  V^  T^/r-r-   •  résultat  qui 

ne  contient  plus  que  les  variables  x  ^  y  ti  les  coef&'ciens  difBrentiels 

y  ^t  y  m         ^ 

•  •  »\ 

En  général,  toute  formule  d^ps ^quelle  une.dcs  qu^rntités  dx  on 
d  y  est  traitée  comme  une  consttutte ,  cç  dont  ïè  n^rtiératettt  et  le  déno- 
minateur sont  homogènes  et  du, même  degré  par  rapport  aux  différent 
UÊlks.^ie--i;éduira>-tou|ours  par-U^^^^  précédente,   â  une 

fonction  des  variables  at  et  y  et  des  coefficiens    différentiels.   Pour 

•»i„- -^^-^     :i  ^.._ii:  -  iJ  _.^.  -  :    il    *    .> ^J !j^  i.     r 


\  J^  d'Y^  i^  yl  etc.  lignjUkntla  fnéffle:cbott<!qtie  {fiyT$  ^J^  It^rM  àr<eâ>s|r 
qiic  if  y  est  homogène  .^  ^ye*»  ^  <^;JCr*4  ^«^  i  ^.*^ 5 .4*  »^««  <<?^  seni.k>«iéV 
gène  avec  ^x3f  et  unsi  des  a^iittes.  il  Siuit.de  i^  .^e  goor  ccyioQkfe^le.d^^-diuii^ 
terme  par  rapport 
seéonJe  conime'  ^ 


Ar  troisième  dé^tl^ 
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er  (îans  une  suke  de  termes  homogèfies  par  rapport  aux  diffêrericielles 

la  somme  m  +  «H-  i/'H^  J  f  H-.» est  la  même  pour  toiis^(n®  49)  , 

par  conséquent  le-n«mé«Keitr  de  Texpreasion  proposée  aura  pour  fao 
teur  commun  J;t:'»+"+»^+îï+.-.  .  le^  dénominateur  étant  du  même 
ordre  aura  lé  même  facteur ,  il  ne  restera  donc  que  x  >  y>y y\y"yy'"^lc. 
dans  le  résultat  finaL 

.  66^  Nous  ferons  connoître  à  cette ,  occasion  une  propriété  remar- 

qaablç  des    fonctions    homogènes  ;  c*est  que  si  on    a   une-  fonction 

Algébrique  des  quantités  x,  y ,,  z  etc.y  dans  laquelle  la  scmme  des  ex^ 

posans  de   chacu  it  de    ces  lettres  soit  la  même  pour  têfis  les  termes ,  et 

égale  à  m^  et  quon  ^tibstitue  V  x  ày^  Qx  à  z  etc. ,  le  résultat  sera  di* 

visihle  par  x".  En  effet  un  terme  quelconque  de  cette  fonction  étant 

de  U  forme  A  x*  y  j^^  etc.,  deviendra  pîir  la  substitution  indiquée  . 

\4  Pf  Q* jt'*+f+*'+"*^-^ 'mais  par  Thypothèse  on,  a  dans  tous  les 

renwes  i-H/^H-f  H-etc sssim,  donc  *"•  sera  facteur  commun.  Il 

suit  de  U  qtie  si  la   fonction  proposée  étoît  égalée  à  zéro ,  ou  bien 

qu'elle  fut  une  fraction  ayant  pour  numérateur  et  pour  dénominateur 

deux  polynômes  homogènes  du  même  degré  ^  la  quantité  x  disparoi- 

trok  etiû^ren^ent  du  résultat. 

i 

^7.  Pour  transformer  l'expression  —..L ^  '^  y  2—.^  dans  laquelle 

dx  d'y-^dyd'x. 

iT  AT  et  d^y  paroissefità  k  Ibis,  il  faut  mettre  ^'^*  pour  dy   et 


I 


(i  -f-  V  Y 
y"  d  x!-trj^'  d^  X  pour  d*y^  il  viçndrà  aloft  V  "^^.  ^ 

*  "'^'  •  " :  .    y 

Les  mêmes  substitutions  étant  faites  dàtts  la  formule  ^.    ■^'^•^ — f 

art  •■•      i^       •**   _  X 

donneroient  ZJH —  .  ^^  ^^  '^P^r  .  ^  ;  résultat  dans  lequel  d*  x  ne 
sanroît  dfsparoîcre  â  moins  bu'onh'àit  xy'  •J^ysstoouy'ass'^Z.i 

■    i  "  ...  *f 

ce  qui,  est  un  cas  particulier.  On  ne  peut  donc  pas  regarder  en  génér» 
rai  y  comme  une  fonaion  de  ;v,  ni  ;r  comoae  une  fonction  de  y  dans 
cetiie .  fpia>ule«  *;;  -. 

U  7  a  cette  différence  entre  les  formules  qui  subissent  les.^rtas*^ 


/otmi^tîotiî^  ec  cçll&s  qui  s'y  cefocent ,  que  -  Ie$  premiàres  cai3>S€tvenc  h 
fXïème  valeiK  soit  qu'o^  y  «upposç  dx  ou .^.^' constant»  candis  que 
i^s.aïKres  changent,  l^a  première  ^9S  expressions  cjkdeKSUS.  doaAe.en 

faisant  J*  xzsso^  \  ,      ,     /,.;.»  s»  \,^-;>./.;  et  en £iisaht ^  a^sso^ 

dxd^y  y  %y 

V,  ^^  -LA.  sm  îî — ---7r=-  •  mettant  dans  ce  dernier  résultat  1 ,  au 
•   ^dyd'x  —AT  y' 

lieîi  de  x^  et  ~^  ■  au  lieu  de  jit''  (n*  5(1),   on   trouve   encore 

La  seconde  expression :^      -^ — f^»  devient  T.  .-^    cai;  ^^7*    t 

Jorsque  ^  a:  =  o  et  Z — ^ —  sa=  ZSL^ ,  lorsque  d^ysszo^  chassant  «' 

dxdy  X 

et  *''  du  dernier  résultat  on  obtient  — ij^ .  Cette  valeur  ne  sauroic 
s'accorder  avec  Îj^  que  dans  le  cas  particulier  où  on  auroît  --•''31,  jssz  x 

y-  y       ' 

ou  y  «s.  — i.  ^ 

X'  '         .    * 

Soit,  par -exemple  ,.yi5j?(Arf.i  il  vient  4j'.*=*ivr4^Jkr»«  «iom  feity*: 
constanr ,  on  trouve  <^^  =  irf  ;c'  :  les  valeurs  de  y  et  de  1^  y  tirées  de 

ces  équations  donneront  ,       -^  ^ t .  Mais  cron  différentic  dyassi  x d» 
^  dxdy 

en  feîsânt  .^jrj:on«»nî^ on  g^ça  oai*:  ^  ^  ^^i^,^X  ^  x,  et.  tes.  v^cjiirs 
de   ^  jkT  et  i/^  or   qu'on   trouvera    dai^s    cette    hypothèse  >   donneront 

î!£jL  *«  Zl£  ==—  1  -rfsukatWdifïÈremdnpremiCT^^       '       ' 

dxdy  2  4**  2 

;  Jl.^çtaisidie  v<ûrque.hMmoy<ensindiqi|fe.<^?î  J9.^ 

des  équations  dans  lesquelles  une  des  difierentielles  a  été  regardée 
cbmmé  constante  à  celles  qi?bn  aiiiroît'  oWciVàei  en fiâiinttotft  vtirfer 'j 
Ou  en  prenant  xine  antre  diftërentielle  que*  la^-pfèmîAe  pour  constant!^, 
s'appliquent  aussi  aux  formules  diffiîreaticlles  qui  ne  soitt'pasr'égiMcr 
i^liéï*;  '    'N^'-  •'*'  '"-'    ;>?:.. ti  ■    ••!  *  ■  î"  joiîî. ,!;.•>   ^^r    /.  •;  i- 
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(S%*  lLorsqu*on  a  un  nombre  d'éqaarions  moindre  d'une  unité  que 

celui  des  variables  qu'elles  contiennent,  il  y  a  toujours  une  de  ces 

variables  quVwi  peut  regarder  comme  indépendante ,  et  dont  toutes 

les  autres  sont  des  fonctions  implicites.  Soient  2/  =3  ol  deux  équa- 

r  =»  o3  - 
tîons  entre  trois  variables  r,  x  et  y;  on  pourra,  par  leur  moyen  ^ 
déterminer  la  valeur  de  deux  quelconques  de  ces  variables ,  en  pre* 
nant  ^birrairement  celle  de  la  troisième.  Si  on  suppose  donc  que  U 
variable  ilidépeiidante  soit  représentée  par  t  et  devienne  z+^y  les 
deux  autres  X  et  y  éprouveront  des  changemeits  tels  qu'en  les  désignant 
par  h  et  par  k^  il  7  ait  entre  les  trois  quantités  r+^>  x-^-h  tiy-^kt 
les  mèn>es /ektions qu'entre tyxety.  Substituant z+jf»  X'^k  ety^+i^ 
dans  les  équations  proposées ,  i  la  place  de  / ,  x  et  ^ ,  il  en  résultera 
deux  nouvelles  équations  qui  serviront  à  déterminera  et  A»  lorsqu'on 
aura  assigné  une  valeur  particulière  à  g. 

Mais  puisque  x  tiy  sont  des  fonctions  de  /»  les  valeurs  x-^h  et^-f-Jt 
correspondantes  à  r+g»  pourront  être  développées  dans  les  séries  sui« 
vantes  : 

etc. 

(n«     11.) 

etc.  " 

En  appliquant  ici  le  raisonnement  du  n^  40  »  on  verra  facilement 
que  les  équations  hbss  o  etys=o,  après  les  substitutions  indiquées» 
prendront  par  le  développement  la  forme  que  voici  : 

»  -4-  -P.   «^  -t-  -Pt  ^*  -H  ^1  ^'  -+-  ^^^^  =  o 
V  H-  Q.  «:  -+-  Ç.  g'  -H  Ç,  «'  -4-  etc.  =  o 
l'acaoissen^nt  ^  devant  rester  indéterminé ,  on  aura  nécessairement 


dx  g  _ 

dt  I 

<//*     I.l      '      dt*      1.2.J 

liy  g  ^ 

y^y  ^  _j.  ^y    g* 

d  t*    1.2     '    dt^    \,x.i 

U     a: 

s  o,  y     at&s  • 

i».  = 

«te. 

*  o.  Q,  8=»  o 

=   9 .   Q»  =   o 

etc. 

dons  des  coeâîdens  — .>  -2. 

dt     dt 

Q^%  équations  donneront  les  rcla* 


— ,  ,  — ^  etc. ,  que  nous  représenté* 


CéUiU  difircntitU 


I 
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rons  par  x\  y'  f:  x'\y'^  etc,  et  qui  seront  eux-mêmes  de  nouvelles 
fonctions  implicites  de  ^.  * 

La  formation  des  fonctions  jP,  ,  P^,  P\^  etc.,  Q, ,  Ç,,  Ç,  etc.,  sera 
la  même  que  celle  de  leurs  analogues  du  n**  41.;  de  plus  1^  et  v  ne 
renfermant  que  /  et  àts  fonctions  implicites  de  cette  variable ,  ils 
pourront  être  traités  de.  même  que.  U  la  été  dans  le  n**  44:  oa 
urouvera  aiors^  pour  le  coefficient  de  la  première  puissance   de  g  côr 

iLt'dx.  dy  j 

r-        •  jr-        j  r\  dv  dv     9    ,     d-v      »- 

et  pour  celui  quidenve  de  Vi  Ç,  =  —  -+-  —  a;  -f-  —  y 

dt         dx  dy 

Par   conséquent   les   coefficiens  difFétentiels  ;ir'   ex  y    seront  donnés 
par  les  équations  '  '   '  ^ 

du     ,     du     ,    .     du    i         "ï      C  i'u     .     du  dx     ,     d'u  d  y 


di  dx         '    dy^  r       Y^  t     '     dx  dt      "    dy  dt 

</ V ._,     dv     /         dv    /  _^     Ç      \d'v         dv  dx     t^  (^ ^  ^ y 
dt  dx  dy  \      id't         dx  dt  dy  dt 

les  dernières  ne  sont  autre  chose  que.  lès  différentielles,  des  fonctions  « 
et  V ,  égalées  à  zéro  et  divisées  par  drt. 

Pour  parvenir  aux  équations  d*où  dépendent  les  coefficiens  ultérieurs,, 

on  différent iera  lès  précédentes  enregardant\a;' et^' ou  —  et— Z  com* 

dt      d  t 

me  de  nouvelles  fonctions  implicites  dé  t  :  les  résultats^  qu'on  aura 
obtenus  étant  diflférentiés  à  leur  tour,  en  faisant  varier  simultanément 
les  coefficiens  du  premier  et  du  second  ordre,, donneront  les  équations 
du  troisième  ordre  ,  et  ainsi  de  suite. 

(^9.  ^w  généralisant  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n®'4r,  on  prouvera 
que  si  u  représente  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  varia- 
bits  /,  :t,  j^j^etc,  dans  laquelle  Xy  y  j  ;[  etc.  soient  des  fonctions 
iniplicites  de  la  varlible  t  et  qu'on  y  change  /  en /•+-|',. elle  pourra 
•e  développer  dans,  une-  série 

u  -i-  ÎL^  Ht  'iiil  +  îî — £-  •+  etc.,  les  coefficiens  «V  u\  «"'  etc. , 
I  1.2  i.i.j 

étant  des    fonctions    dérivées  successivement  les  unes  des  autres  de 

la  même  manière  que  u  Tescde  u.  Mais  pour  avoirs'  il  faut  trouver 


I 
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le  coefficient  de  la  première  puissance  de  g'  :  or  d*après  le   n^    4^, 

en  Faisant  pour  abréger  ~  =  x\  -^  ^=^y\  — ^  =  {  etc.  ,  on  aura 

dt  di  dt 

«        d  u     ^     à  u     ,    ^     du    *     ,    d  u   t    ^  \\ 

u  iss  —   -+•  X   -+-  y    H-  —  î  +  ^^^*  9  on  voit  par  là  que 

de  dx  dy  d^ 

«'  renfermera,  outre  les  variables  primitives  /,  x^'y  ^  ^  etc.,  les  coe£- 
ficiens  x\  y\  ^  etc.  qni  sont  aussi  des  fonctions  implicites  de  #•  On 
aura  donc  de  la  même  manière 

''       du      .    du      /    ,     du      v/    .    du   ^^     ,    du     tt   ,   ^^^  . 
»    =-—  ^  X  +  _-,jf    -l":?— >    ■+"  t-tJ^  '  +  etc.; 

d  t  dx  d X  dy  dy 


«»  SM 


''      S.   ^             ,              d^ X         dx'     d^y         dy'    ' 
*  ^  V    etc. ,  représentant ou  ,  — ^  ou  •^  etc, 

^  di^  de      dt^  dt 

On  arrîveroit  ainsi  à  u"  et  aux  coefficiens  suivans. 

70.  Les  considérations  précédentes  nous  obligent  d'introduire  une 
nouvelle  notation.  Lorsqu'on  considère  x^  y  ^  [  etc^  comme  àts  fon- 
tions  implicites  de  la  variable  tyU  doit  être  regardé  lui-même  comme 
une  fonction  implicite  de  cette  variable  ;  par  conséquent  u'  exprime. 
alors  le  coefficient  différentiel  àt  Uy  et  en  effet ,  il  est  égal  à  la  diifê« 
temielle  de  u  prise  en  faisant  varier  r,  ain^i  que  les  quantités  a-,  y,  [  etc. 
qui  en  dépendent 9  et  divisée  par  dt.  Nous   ne  pourrions  cependant 

pas  représenter  ce  coefficient  par  —  ;  car  cette  expression  désigne  spé- 

d  r 

cialement  le  coefficient  différentiel  de  u  pris  en  ne  faisant  varier  que 

les  t  qui  s'y  trouvent  explicitement  contenus  (n*^  }o).  Pour  distinguer 

donc  le  premier  du  second,  nous  l'écrirons  comme  il  suit  ,A^^  ;   la 

dt 

parenthèse  marquant  qu'on  a  fait  varier  dans  u  tout  ce  qui  se.  rap« 

porte  à  r« 

On  aura  pa£  cette  conVenyon  u'   33  — ^ 

d  t 


u 


etc. 


de  d^ 


et  on  en  conclura  que  si  on  substitue  t^g  â  la  place  de  /  dans  la 
fonction  1/,  en  regardant  les   variables  x ^  y ^^  etc.  comme  dépen- 

.  X  1 
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dantes  de  r»  il  viendra 


lorsque  if=so^  on  en  nrera  — \J, 

^  .  dt 


ecc*  et  par  conséquettc 


«MB 


de 

etc. 

71.  Donnons  maintenant  un  exemple  : 
Soient  les  équarions  y'-{-jtf/jir=^c*> 

en  les  dîffêrentiant  on  obtiendra 

x^dx  +  e  e  dy  ^  cy  ^rssol  ix* —  -f-c/«Z-+-cy=s:o 

1        r     </^  dt      ^ 

ces  dernières  donneront  les  valeurs  de  _Z  et  — ^  en  /«  ;i^  et  v;  on 

dt       dt  ^^ 

pourra  'enstrire  chasser  xtxj  au  moyen  At%  proposées. 

Diffêrentiant  de  nouveau  pour  oibrenir  les  relacions  encte  les  coei^ 

Ecîens  du  second  oudre ,  il  viendra,  en  regardant  rf  r  connne  constant  » 

ce  qui  est  permis  puisque  t  esc  la  variable  indépendance  » 


y'^y-^'^ydr^^td^x^xaitix^o'i^^^^^^.^^^^^ 


**  i*  X  -+-  2  X  dx^  ^cti'y^i  c  dtdytssio 

^d^y    .          dy^   ,           i*  *    .  dx  \ 

on  aura  y^    -^  -{-  1  y  — :i-  -h  a  t  +  a  tf  —  =  o  1 

-^  4  c'         ^ di'  di'  di  f 

^d'x ^        dx^   ^        d'Y   .  dy  f  • 

^*"  d^  di'  di  J 


équatîont 


qui  serviront  i  décerminer ^  et    Z^ 

^  dt^         de 

71.  Le  genre  d'équations  différentielles  qui  nous  occupe    maînre- 

nant  esc  snscepcible  de  remarques  analogues  à  celles  des  n***  4^ — 54»^ 

On  voit  d'abord  qu'en  combinant  les  équations  u  =s  o)  >avecleûr* 

y   =B   o> 

âiâërentieltes  ^  21  ss  o>  on  pourra  en  général   éliminer  crois  dei 
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quantités  qu*:eUes  renferment ,  soir  ronsicantes^  ^ic^  v^puciablfiS*  ^nst 
dans  l'exemple  ci-dessus  »  on  auroit  pu  clia$a^r  les  cpnsrantes  a  y  b  ^c 
et  obtenir   une    relation    unique   entre  y/^  x]^  y  et   les  codEciens 

*_ ,  ^  etc.  indépendamment  des  quantités  éliminées. 

£n  joignant  les  deux  di^rentieUes  secondes  ^  u  ss  o  T 

4^    V    =5    O  j 

aux  équations  précédentes  ,  on  aura  six  équations  enrre  lesquelles  oa 
pourra  par  conséquent  éliniîner  cinq  des  quantités  qu'elles,  r^nfer* 
ment ,  et  ainsi  de  suite. 

7  5  •  Nous  avons  choisi  t  pour  variable  indépendante  »  mais  si  on 
tkvoit  regardé  comme  celle  ou  x  QU  j»  oa  auroit  pu  faire  i/.v  constant» 
ou  iy  constante  On  passera  immédiatement  des  résultats  obtenus  dans 
^a  première  hypothèse  à  leurs  correspondans  dans  la  seconde  o^u  dan$ 

la  troisiime«  en  écrivans  JL  d  ^^\  au  lieu  de  -^ 

dt    \dij  de 

.  A   f^^^ prenant  pour 

.,^^d(—\  au  lieu  de  «.-.. 
dt    \..tJ         ,    ,     <<** 

constante  >  la  différentielle  de  la  variable  qu'on  vent  considérex  cpmcne: 
indépendante;  si  c*étoit  x,  y  par  exempl^.^  «on  auroic 

Ld(i£\^iLL2szIz£l\' 

dt    \dtJ  d^  f 

Tt   \77J  ™*  di^      j 

£a  ËHsapt  i;€is  subscîtutions,  on  parviendroîc  aux  équations  qui  déter<» 

ininent  les  valeurs  de  — £  et  de ,outIescoefficiens  diflférenrieb  da 

dx"^  dx" 

second  ordre  des  varia^bles^  et  /  eavisigées  comme  des  Fonctions  de  jc^ 

Si  on  avoit  fait    varier  â  ia  fois  dty  dx  et  ^y»   les  résultats  aa«» 

roîenc  éré  symérriques  par  rapp  ii;t  a  tiiaciji^  d^^  vorriables.et  les  coef- 

ficiens   difféieutiels   du  sebcaad  ^ordce  .des  vaxiâbits';ip  ^IJ^i^gasd^eft^ 

comme  fonctions  de  t  ».  auroituit  en  j^qxm  expression 

.       J-^/^>  ^  dtd'y^dryJ'  e 
dt     \dt  )  di^ 


.  ] 


dt     \ddJ  ,'       à4^ 


t     « 
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» 

"En  prienant' * '^mit  variable  indépendante ,  on  âuroit 


■  ■*■»'!■■  »        \m  ** 


dx      \dxJ  d  x^ 


On  trouveroît  de  même  les  cbefficîeris  différentiels  telatifs  à  l'hypo- 
thèse 4e  *  et  /  fonctions  de  y  ,  et  ceux  des  ordres  plus  élevés  dans 
quel(}ue  supposition  que  ce  soît.  On  doit  remarquer  ici  comme  dans 
le  n*'  ^4,  que  toiîtè  cqtiatTon  du 'second*  ordre  renfermant  trois  va- 
riables^ dont  deux  qu.eiconqu.es  sont  des  fonctions  de  la  troisième, 

doit  en  y  faisane     J x:=  x' d  ty' d* x:=  x"d  t* -i- x' d^  t)        , 

'■  3     ■      '  j       jr  "j  ..     '  j^   <  *  donner 

dy^y   dty  J^y^y  dt*+y  d' i) 

nn  .résultat  qui  ne  contienne  que  les  quantités  x,  y^  x\y\x'^^  y'\ 

ÏT  est  facile  de  généraliser  Qt%  considérations  et  de  les  étendre  à  tel 

ordre  et  à  tel  nombre  dé  variables^  ^pendantes  qu'on  ivoudra* 

•    74.  Les  Êormules  différentielles  doivent  aussi  subir   une  transfor- 

snation  analogue,  san^^qûoi  on  ne  poutroit  pas  y  regarder  deux  des 

variables  coq^me  fonctions  de  la  troisième 

•'  Sôît  pour  exemple  la  forfmile 

•<!  <* -4- 1/ x' -4- <f  y)»  

{dtd*  x  —  dxd'ty-^ {^dtà^y  ^  dy  d"  tY-^{dx d* y  —  dyd* x)* 

elle  devient ,  en  y  faisalit  les  substitutions  indiquées , 


(•-f-*"-+-yo'; 


'/•  /'*    .      /     /' 


p/  ^  -  7^  ',  les  différentielles  ont  entièrement  dis- 


''»■      '*•      ##'         f 
x     -+-jy     +^  y    — y  x 

paru  parce  que  le  numérateur  et  le  d'énominafeur  étoîent  deux  ex- 
juresrions  diffèrenjtielles  du  même  degré  (n'*pag.  i}8);  maîs.en  général 
une  expression  du  degré  m  par  rapport  aux  différentielles,  auroit  dû 
prendre  la  forme  'P  dc^\  P  étant  une  fonction  donnée  de  /,  x^  y% 

*  yy   >  X     y  y    . 

7j.  Si  onr  differentie  deux  fois  en  regardant  it  comme  constant 
4ei  éqiiationi-de  U  formé     a -\- h  t  ^U  =^  o\-  ^^^   lesquelles 

1/  (ft  y  désignent  des  fonctions  de  x  et  àf  y  sans  /,  /  et  dt  dispa« 
roîtront  et  ou  aura    ^  f/  =  o>         j^^^  ^  ^„^  ^^„^^„^„, 

,  ^fy^'r^p) *-,;., 

*t  leurs  ditférentieUes.  Il  stiit»  de  U  que  Ui  é^iution^  dans  lesquelles 
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il  ne  paroît  ouc  deux  variables  donL  a.uaine  djflferentielïe  n'est  cons- 
tante  ^  peuvent  dériver  d'équaûorw  ,prînntives  à  trois  variables.  Si 
on  eût  éliminé  une  constante  ou  une  autre  quantité  entre     d^,U^  o> 

il  çn  seroît. résulié  uAe  équatîoii  unique  en  x ^y  y  dxydy  ^i^ x^  J^y 
qui  auroit  tiré  son  origine  dés  deux  équations  proposées. 
,  L'équation  Md^ x-^Nd^y  -f-P  ^  at*  -4-Q  ^x  ^y -i- /î  ^  v* -a  o , 
qui  ne  sauroit.  dériver  d'une  seule  équation  entre  x  etyy  lorsqu'elle 
ne  sârisfait  pas  àla  conflitîon  exprimée  par  ^</:r -4-,  JV  dy=:p^  peut 
toujours  être  rapportée*  au  cas  ou  ^  et  j^.seroient  des  fonctfons  jm- 
phcites  de  la  même  variable  r,en  regardant  </x^  ^x^dyy  d^y  comme 
les  différentielles  de  x  et  de  j^  prises  par  rapport  a  /;  car  si  on  y  fait 

•  ^    ,,  -  -^      ^  -^ ,,    .  y-dt  ny  reste  pomc  et  jl  vient  alow 

d^  x  =as  X  ,  d  t'y   d*y  :=  y   dj  )  .       ^  .....  „ . 

Jkf  jc':-f.iVj<'/4r>  **-V-  Q  Jc'yih>îj^"*=a}  résiiM^^^^^ 
des  différentielles.^^  Il  en  seroit  de  même  de  toute  autre  équation  du 
second  ordre  à  deux  variables,  et  de  celles  des^  ordres  plus'  élevés  i; 
leur  homogénéité  par  rapport  aux  differentiejl.es  permettra  toujoiys  de* 
les  transformer  en  d'autres  q^ui  ne  contiendront  que  des  coefEciens.dif- 
férentiels :,.au  moyen  d'une  nouvelle  variable. . 

Il  résulte  de  ceci  une  conséquence  renwrquable;  c'est  qu'il  n'y.  a; 
point  d'équation  différentielle  qu'on  puisse  regarder  comme  réellcmeuit 
absurde  ou  insignifiante;  il  faut  seulement  entendre  qu'une  équation* 
différentielle  ne  se  rapporte  pas  toujours  à  une  seule  équation  primi*- 
tiye^  et  que  pour  y  satisfaire  il  faut  en  supposer  plusieurs,  quiqueW 
quefois  renfermeront  de  nouvelles  variables.  •'        -i 

y 6.  Nous  avons  supposé  dànSr la  fonnauon  des  équations,  diflfê-^ 
rentielles  à .  deux  variables  (n^  40)  que  ruiiè  des  variables  ayant  pris- 
un  accroissement  arbitraire  y  l'autre  avoît  été  développée  dans  un&. 
série  oiidonnée  suivant  les  puissances  de  cet  accrpissement;  mais  pu»» 
peut  imaginer  aussi  que  ce  soit  une  fonction  donnée  des  deux  va- 
riables qui  ait  reçu  llaccroissemei^t  arbitraire,  alors  les  changemens.. 
"  éprouvés  par  chacune  d'elles  en  particulier  deviennent  subordonnés* 
à  cet  accroissement.  Si  par  exemple  le  produit  xy  de  deux  variables»^ 
liées  entr'elles  par  l'équation  ^==^0,  avoir  reçu  lin  accroissement' 
quelconque^,  les  changement  A  .et  ^,  éprouvés  respectivement  par; 
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X,  et  par  y  f  setoient.  déterminés  l'un  et  l'autre.  Pour  s'en'  convaîncfe 
il  suffit  de  faire  Jr  y  ers/,  on  doit  alors  en  venu  àts  deux  équations 

{  •    *^  i  >  regarder  x  et  y  comme  des   fonctions  de  /,  et  d'après  ce 

<îur  k    été  dît'  n°'  6'î  ix-i^h  et  ^  -4-  A  pourront  se  développer  Suivant 
les  puissances  de  g. 

'  ,^Es^diftérentiant  lès  éqtiàtÎQnsprécé(fenèes,on  aiiraÀr</y+J^^J(Ps==<^r> 

=  0         I 


dr. 


et  ç^n  tirera  de  là  Tes  çoéfficiens  différentiels  dés  variables  x  et' j^  re- 
gardées comme  des  fonctions  dé '/•  Diffêrentiant  de  nouveau  et  supposant 
d  i  constant ,  il  viendra'  "x  d? y  -+- 1  ;r  dy  dx  -Hj  d^  xz=iO\ 

\bl  première  équaûcfti  dmneiu  le  knc^eii  de  chasser  de  la  deuxiàmej 
l'une  des  différentielles  sec9ndes  ,  ^  ir  par  exemple  ;  le  résultat  ne 
contiendra  ptus  que  dx\  dy^  d^ y  y  et  en  le  divisant' par  rf/*,ilex- 

pcîmen^  une  relatîou  encre  4^  et  y ,  et  les  coefficiens  ^  ^  ^9  — ^«3i  oa 

de      dt      dt* 
le  diflérentie  â  son  tour  on  pourra  encore  en  étiminer  le  1^  ;c  qui  y 
$eroit  introduit  dé  nouveau  et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  de  cette 
manière  on  parviendra  toujours  à  des  équations  dans  lesquelles  il  ne 
paroitra  aucune  différentielle  ae  dx  supérieure  â  la  première. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  est  général ,  et  ji  dans  um  iquaiiot$ 
V*  s=s  a  tntrt  \  te  y  on  veut  prendre  pour  varUbU  indiptndanu  Mn€ 
/onction  quelconque  JJ  de  x  et  dey  ^on  differendera  comme  à  t ordinaire 
riquéiiow  proposée  Vss  o ,  on  chassera,  Ax  ou  d  y  ,  à  taide  de  tilpia'* 
Sion  d  U  s=î  d  t  y  e/  ensuite  d^  x  ou  d*  y  au  moyen  deà^  U  =s  o^ou  ce 
fui  revient  au  même ,  en  faisane  d  U  constant* 

U  arrive  le  plus  souvent  qu'on  ne  connoit  point   l'expression  pri^» 
itlitive  CT,  mais  seulement  sa    différentielle^  ensone  qu'on  n'a  que 
Inéquation    d  l^ssidci  cette  circonstance  ne  change  rien  à  la  régie' 
précédente  qui  s'applique  également  aux  formuler  différentielles  et  zux 
équations.  Eclaircissons  ceci  par  quelques  exemples* 

77»  Supposons  d^'abord   qu'on  ait  dtiss^y  dx\  en  diffé^rentîant ,  il 

•  dxdy 

viendra  y  d^ x^dx  dy^ss»o\  par.  conséqa^t  d^ x^^bx—       ■   ■> 

y   . 

Jé.yec  cette  valeur  on  cEassera  /'a:  des  équations  ou  des  formules  qui 

le 
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le  contiendront  ,  et  les  résultats  seront  relatifs  à  Thypothèse  dan9 
laquelle  y  4 x  cxprimeroic  la  difFérentiellç?  première  de  la  vaiiable  in- 
dépendante. Quoique  j^  dx  nesot  la  différentielle  immédiate  d'aucune 
fonction  de  *:  et  dey,  cependant  à  cause  que  ct%  var.ables  sont  sup- 
posées dépendre  Tune  de  l'autre,  on  doit  regarder  ydx  comme  la 
difFérentielle  d'une  foiiction  implicite  de  x* 

Ciila  posé,  si  on  avoir  dx  d^  y  — dy  d!^  x  +ad  x^-^t  dy^=:o\  en 
y  substituant  p3ur  d^x  l'expression  trouvée  ci^de^sus^  on  en  tireroit 
ydx  d* y '•\' d  X  dy^  ^  ay  dx^-^iy  dy^  =  o. 


Le*  coefficient  difierentiel  du  second  ordre df—}  qui  .    lors- 

dx     \dxJ  ^       . 

qu'on  ne  prend  aucune  différentielle  pour  constante ,  est  exprimé  par 

•^ ï2L_,devio«t  dans  l'hypothèse  précédente  -L; — f.      — i— 

dji^  y  dx^         ^ 

Si  dans  l'équation  ou  la  formule  proposée  il  entroit  des  différentielles 
de  X  d'un  ordre  supérieur  a\i  second,  on  les  é4mineroit  de   mème> 
parce  qu'en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  l'équacion 
y  d^  X'-^dxdy=iOy  il  en  résulteroit  de  nouvelles  équations  dont  on 
pourroit  tirer  successivement  les  valeurs  de  d>x  ^  d^x^  etc. 

r  '        -  •         *  _  • 

f  ■    ■  » 

Prenons  pour  second  exemple  dt^=B^\  dx^^dy^\  on  aura  dans  ce 


cas  dxd^X'\^dyt^y:=zo^  d'où  J* ;r  =  —  -J- — ^. Dans  cette  nou- 

d  X 

velle  hypothèse,   Tjéquation  dxd^ y  — dy  d^x-^adx^  +b  dy^  =r  o , 

devient  (^jc*  H-  dy*^  a*  y  -Jfadx^-^-idx  dy^  =  o,  et  la  formule 


■  ■^'  ^  7 jL — f  îe  change  en  S — ^  ^  ^ Z.  Les  différentielles 

a  A^         .  ^  dx^  ' 

IVLCCtss'v^s  dç  l  équation  dx  d^  x-^dy  d^ y=^  o ,  donneront  les  moyens 
d'éliminer  ^  x»,  </*  jt ,  etc. 

Ces  transformations  tiennent ,  en  quelque  sorte,  au  méchanrsme  dut 
calcul;.. ce  ne  sont  que  des  manières  de  présenter  le  mêifie  résultat  sbus 
diff^retites  formes  ^  parmi  . lesquelles,  on  peut  choisir  celle  qui  paroic 
la  plus  concise. 

«    Elle  se  réduisant  toutes  à  ce  problème    général  :  étant  donnée  une. 
équation  ou  une  formule   differcntielljt  dans  laquelle  on  a  regarde  UM 
Calcul  diffiuntitl^  ,  Y 
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certaine  dijférentielU  première   comme  constante ,  passer  à  un  résultat 
dans  lequel  une  autre  différentielle  soit  prise  pour  constante* 

Pour  fe  résoudre ,  il  faut  mettre  en  évidence  les  coefficiens  diffé- 
rentiels de  Tune  des  variables,  j'  ou  x,  considérée  comme  fonction  de 
l'autre ,  et  y  substituer  leur  expression  dans  la  nouvelle  hypothèse. 

Ainsi  pour  passer  de  Téquation 

y dx d? y^^dxdy^-^aydx^ -^by  d'y^iï=iO^ 

dans  laquelle  la  différentielle  y  d  x  z  été  supposée  consca'nte^    à  une 
autre  où  V  dx^-^hdy^  le  soit ,  j  observe,  que  le  coefficient  diffèrentiel 

du  second  ordre  d  ^— ^  ^st  exprimé  dans  la  première  hypothèse 

dx     \dx/  / 

*•  ^ 

par  Z. — y,'^    y^ :  j'ai  donc  d  f-^  =  7     '^'^,  7, ,  et  par  consé- 

« 

ydxd(^JL^^df 
quent  ^j^  = \  substituant   cette    valeur  dans 

l'équation  proposée  ^  il  en  résultera  ^  ;c*  </•  (  y\^a  d  x^-^-t  dy^^smo^ 

équation  dans  laquelle  on  peut  prendre  telle  différentielle  qu'on  vou- 
dra pour  constante  ,  en  mettant  au  lieu  de  d  (~^    son     expression 

\dx/ 

dans  la  nouvelle  hypothèse.  Lorsqu'on  fait 

^.=  y/  dx^^dy\  on^'lld  riT)  =  C^^'H-^^O^^  ,  .^^ 

dx     \dxJ  dx* 

$ant^A^-2.  J  à  l'aide  de  cette  valeur,  la  transformation  qu'on  se  propo- 
soit  sera  effectuée. 

En  général  pour  transformer  line  expression  dlfftrentîeUe  quelcon- 
que ,.touf  se  réduit  à  la  préparer  de- manière  qu'elle  ne  contienne  que 
des  coefficiens  différentiels  et  des  différentielles  ^u  premier  ordre: 
y\y\y'  «te.  désignant  à  l'ordinaire  ces  coefficiens,  on  aura  d'apès 
Ww  formation  y 
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y  -  ^  "i 

dx  I       On  fera  varier  simalta» 

^  '*  ^^    I     f  ^^ y\  Ê  "^"^6^f  dy  et  d  X  dans  les 

dx      \dxJ  f    formules  ci-jointes,   et  on 

"'  ^    rf  /  ^     ^  ^^  y\  \  ^  substituera  à  d^  x  ovlï  d^y. 

dx     \dx     \dx)  J  I     la   valeur   qui    résuke    d« 

_^  _  ^  ^  •^  ^  •  j^  ^  •iy\  \  Ni  de  l'hypothèse  qu'on  se  pro* 

i/a;     Wjkt     Wjc     \i:r///  1  pose  d'établir, 
etc. 

On  voit  par-Ii  que  quand  on  rencontre  une  équation  diffèrentiellt 
il  fiftit^pouren  connoître  la  signification ,  «savoir  dans  quelle  hypo- 
thèse elle  a  été  formée ^oa  ce  qui ^ revient  au  même,  quelle  est  la 
variable  qu*on  a  regardée  comme  indépendantie  :  or  c'est  une  des  con- 
ventions qu'on  exprime  toujours  '  au  commencement  d'une  recherche, 
n  seroit 'facile  d'étehdre  les  considérations  précédentes  au  cas  où  on 
auroit  trois  équations  entre  quatre  variables ,  ou  en  général  un  nombre 
m — I  d'équatiolis  entre  1»  variables.  ^ 

78.  Lorsqu'on  a  plusieurs  équations  entre  un  cenain  nombre  de 
variables  et  leurs  différentielles,  on  peut  toujours  en  tirer  un  résultat 
iffiiquê  dans  lequel  le  nombre  à!i%  variables  soit  diminué  d'autant  d'u^- 
nités  qu'on  avoit  d'équations  moins  une,  par  un  procédé  d'élimination 
que  nous  allons  exposer  sur  deux  équations  entre  trois  variables,  et 
qu'il  sera  facile  d'étendre  ensuite  autant  qu'on  le  voudra. 

'  Soient  £7  =  o   7   j         l        •  1  •  ui 

>  deux  équations  entre  les  variables  t^x^y  ^  et 

leurs  dîfftrentîelles  depuis  le  premier  ordre,  jusqu  a  l'ordre  m  inclu- 
'Sfvement.  Pour  en  déduire  une  équation  qui  ne  coinienne  plus  la 
variable  /  ni  aucune  de  ses  différentielles,  il  faut  se  procurer  un  nombre 
d^équariohs  tel  qu'on  puisse  éliminer  r,  dt^  d^t...  d^ t  comme  des 
inconnues  particulières}  en  effet,  n'ayant  point  les  équations  primitives 
ni  routes  les  différentielles  intermédiaires  efttr'elles  et  les  proposée*!, 
on  ne  pent  tirer  de  celles  -  ci  que  la  valeur  de  </"  t  exprimée  pat 
t^  dty  d*t,.*.  rf"**  /  et  par  les  variables  x^  y  tt  leurs  différentielles.  Si 
dt  étoit  constant ,  il  sembleroit  qu'en  différentiant  une  seule  fois  l'une 
'des  équations  proposées,  on  pourroit  élimîner  t  ti  d  t  puisqu'on  au- 
roit alors  trois  équations  ^  mais  on  doit  observer  que  les  différentielle 

Y  X 
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Jr  y  et  ii*  jc  contiennent  implicitement  dt^  paisqirelles  onr  et i  prises 
en  développant  par  rappoït  aux  puissances  de  TaccroisseRient  d^e  la 
variable  /  (n®  68);  il  faut  donc  prendre  pour  constante  la  diflfëren-^ 
tielle  de  Tune  des  variables  qii*on  veut  conserver.  Supposons  en  con* 
Sjéquence  que  dx  soit  constant  j  en  éliminant  d'abord  d^  t  entre  les 
'.deux  proposées,  on  obtiendra  une  équation  qui  ne  renfermera  plus 
.^uç  r,  dt....  ^'"^^  r,  on  la  diffèrenticra  et  on  aura  un  résultat  dans 
lequel  d!^  t  sera  rentré.  Si  oh  combine  ce  résultat  avec  l'une  çu  Tautre 
des  proposées,  il  donnera  par  l'élimination  de  (/"r,  une  seconde  équa-- 
tion  qui  ne  contiendra  plus  que  ^"^'  t  et  les  différentielles  des  ordres 
inférieurs.  Faisant  sur  Içs  deux  équations  qu'on  vient  de  trouver  les 
mêmes  opérations  que  sur  les  proposées  ,  on  en  élimine^ra  ^-*'  /,  et  ou 
-parviend'ra  à  deux  nouvelles  équations  dans  lesquelles  i/"^^  t  sera  >la 
diSéreiTtielle  de  /  de  Tordre  le. plus, élevé.  II  est  facile  de  continuer 
ce  procédé;  et  on  verra  -qu'en  général  il  faudra  différentier  m  fois 
peut  chasser  les  différentielles  de  /;  le  résultat  final  sera  dpnc  de  Tordre 
2  m  par  rapport  à  celles  des  variables  restantes  x  çt  j^.    . 

Supposons  maintenant  que  Téquation  U'=z  o  soit  de-  Tordre  m ,  et 
que  Téquation  Vzsso  soit  de  Tordre  /i,  «étant  plus  grand,  que  /n^ 
on  différentiera  la  première  un  nombre  de  fois  ^narqué  par /i — i7z,et  o|i 

éliminera  les  difiërentielles  ^"/,  J"-*/, ^»-»+«/  entre  les   résultats 

qu'on  aura  obtenus,  et  Téquation  V-t^o\  on  aura  après  ces  opérations 
une  seconde  équation  qui  ne . contiendra  plus  de  différentielles  d'ua 
ordre  supérieur  à  d^ty^t  on  la  traitera  conjoir^tement  avecZ7=i=so, 
ainsi  qu*il  a  été  dît  ci-ùess.is. 

Il  y  anroit  plusieurs  remarques  importantes  à  fairje  sur  cette  méthodis 
d'éliminatiorf ,  mais  comme  on  l'employé  rarement  parce  qu'elle  en<- 
(raine,  des  calculs  fort  longs,  et  qu'en  donnant  un  résultat  d'un  ordre 
plus  élevé  que  Içs  proposées^  elle  augmente  les  diffii^uUésqu'on  rencontre 
presque  toujours  pour  remonter  dvs  équations  djâérentielles  aux  équa- 
jéons  prifnitives,  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter  davantage; 
on  trouvera  d'ailleurs  dans  le  Calcul  intégral  un  procédé  en,quelque 
#or.te  inverse  du  précédent ,  et  dont  les  Analystes  se  sont  servis  dans 
les  questions  de  ce  genre  qu'ils  ont  eues  à  traiter. 

79.  Lorsqu'on  n'a  qu'une  seule  équation  entre  trois  variables,  c^ 
peut  toujours,  en  prenant  aibitrairemant  de^  quelconques  4'entr*eUes^ 


■  < 

1 
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déterminer  !a  troisième.,  Çpît  «ta=rq:iwfriéquinon  ren fief man t, ;i-,  jet ç;, 
si  on  regarde  x  tt  y  comme  }cs  deux  varLb^es  indépendantes,  {  sera 
une  foncrîan  de  Tune  et  de  rauïre,"èt  lorsque  x  recevra  un  accrois- 
fenient  quelconque,  y  étant  Supposé  constant,  j  éprouvera  un  chan- 
gement subordonné  à  celui  dfe  x.  Datis  cette  "hypothcse,  l'équation 
tt==Q  devra  être  envisagée, comme  une  équation  entre  deux  variables 

x  et  ^;  on  aura  donc  -  "  -f-  •« 1^  =0,  et  de  là  on  tirera  le  coef- . 

.,  dx     .    4  zd^ç  •".;'••       •   ••       •  u        i 

ficient  différentiel  de  ^  relatif  à  U  ymaiili'U  de  x»  H  faut  se  rapf  eller 

ifci,  d'apcès  la  distinction  qui  a  été  faite  n^  30  ,  que  dans  ^^d^  n*csc 

dx 

que  Ja  'diflerentiçlle  jarciçll^e  ^e  {^  pri^e  par  jcaj^port  ^u  changement 
de  X  seul. 

,'  Il  estiévtflenc  que  #i  on  eût  feit  yarîef  y  on  atupit  cù ,  en  difltéren- 
tiant  réquation  proposée  comme  ne  contenant  que  les  variables  y  et  {;  ^ 
Tftf  ^«  d^ 


ds  '      dz-dy  '  *        1  .L-  '    *'     ..' 

Si  on  multiplie  ^t  dx  la  première  à^s  équations  trouvées  ci-Jes« 
fus  et  la.  seconde.paç  ^y,^t.qugn  le&njoace  ensuit^.,  \i  vi^^di^a.     , 

du  j    '      du  j       t    ^u  /d 7  j       .   dr   j     \ 

tfA:H-_.rfy-+- — f  — i'rfjc-+-— i  dy   1  =  0. 

dx  '  dy-  '  d [\dM  -         'dy         / 


Mais  ;_  ix,H-_irfj,  n>st  autre j:hof.ç.,qu|  ;ia  4if  rentidlp^.pç,,. 

plète  de  ç  (n*'  a8  ) ,  donc  on  aura  zJLdx  -^^ zl'dy^^  d (  :±=êo\ 

c'est-à-dire  qu'on  pourri' \égaJer  à  zéro  la  differencîelle  première  àc 
l'équarion  «==0,  prise  par  rapport  aux  trois  variables  x^y  et^.  Une 
faut  pas  perdre  dé  vue  que  cette  différentielle  doit  être  regardée  comme 
équivalente  à  deux  équations  >  car  en  y  substituanjt  ipohjkx  d^s»  yalmc 

^  dx^  ^  d  V,  ir faudra 9  i  cause  «de  l'indépendance  des  accroissjs- 
dx  dy    '^  .  "-    -  ^'        - 

mens  dx  et  ^j^,  que  les  quantités  qui  multiplieilc  chacun  d'eux  ^soient 

séparément  éeales  à  zéro*  ' 

8o.  On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  les  coefficienSf  d^ 
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ordres,  stipérieàrs  en  idiffërenciant  les  équations 

du  du   df    ''_ 

*  7x    •    Il  dx~ 

du  d  u  d  X 

dy         d^   dy 


>  i 


Nous  représenterons  la  première  par  >  ^    '  et  la  seconde  par  — L^' , 

;  ')  "  .     w     '^  .       '  d  X  '^  .       dy 

conformément  à  la  notation  adoptée- li^  70;  c^%  équations  renferme- 
Hc^iir  encore  les  trbis^  variables'  «^,j^  et{,  et  pourront  être  traitées 
ççmme  la  proposée.  En  n'ayant,  d'abord  .égard  qvi'au  changement  de  ;y  , 
non  seulement  {  variera ,  mais  en  même- temps  le  coefficient  du  pre* 

mier'^ôirdi'é'-li  ,^  daÂrtera  iiaîssanco  ad   coefficient  du  second  ordre 

dx 


^^/£n  difiëi^ntièmt  donc      ^y  par  rapport  à  ât»  on  aura  comme 
d  x^  d  X 

pour  les  équations  i  deux  variables , 

d"  iu)         d^  u     <        d^udz.d^uài*     .     du  d^  Z  /  «   '  \ 

dx\       Jx^         dxdzdx.      dC  àx^        a 7  dx*  ' 

Si  M^iâtutiûit  zAmù^^t  rappoft  i?y  ttii  r;ctx  ii^  par  rapport 

dx'  dy 

i  x  eii  z'tn  obsiervant  que  dans  le  premier  cas  ^  donne  — -i^  ; 

dpù  dy  dx 

et  iini  lé  secortil'/fLf'âoniie  JlJLl  s±  JzLL^-^  oh' aura  un  ré- 

dy  dx  dy         dy  d x  ' 

^v^tsx  unJqné,  quf:serà.  .    *  ^^  i  »        \^    .. 

d'{u)\       d'u        '     d^u     â*^d}u     dr^iu      d^T 

dxdy         dxdy         ^i^y  ^x        d^dit  dy  \    d[    dxdy 

Enfin  l'équation     \  A  diffêrentiée»  en  regardant  j^  e(  ^  comme  seules 
variables  ^  prddirirl    ^  >  . 

dy  d  y^  ^yf^i     ^y         di^   dy^         d^  dy* 

Mais  puisque  {  est  une  fonction  de  Jt  et  de  ^  ,   on  doit  régarder  u 
comme  une  fonction  implicite  de  ces  variables»  par  conséquent  on 


«ara 


\ 
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ir  {u]  is=s   -Ji— L  ^  X*  H-   i— i  J  X  dy  -+-  — l-i  a  y  =2  o  j 

et  en  effet,  si  on  substitue  à  tlJÙ.  ,    tAll  ,  fliîl], les  résultats 


trouvés  ci-dessus ,  et  qu'on  remplace î  d  x  ^  m^  dy  par  la  dif^ 

fiw-çntîelle  pemière  complète  4/ç,et   . 

_  ^  t/  .V*  -+-  — , — 1  d:fs;,dy  •+• £  ^jf'  par  la  différentielle  seconde 


i^A^J'     '  df 

eomplère  </•{,  on  aûraîa  même  équation  finale  que  celle  qu'on  auroit 

obtenue  ,  si  on  avoit  difFérenrié  ?  d  x  -^ dy  -^  —  41/^=0^ 

d  x  dy  d  j 

en  regardant  dx  tt  dy  comme  donstans ,  et  {;  comme  une  fonctioai 

de  X  ti  deîy, 

.8i,  On  étendra  sans  peine  ces . considérations  à  tel  ordre  ae  dîf- 
férentiation  ,  ou  à  tel  nombre'  de  variables  qu'on  voudra  \  xar  tout  se 
réduit  à  déterminer  celles  qui  çont  indépendantes ,  ce  qu'on  ne  peut 
faire  que  par  la  nature  de  la  que^tijn  qui  a  conduit  à  Téquatlon  ou 
aux  équations  proposées;  et  ensuite  on  diffétentîera'  pair  rapport  à. cha- 
cune de  ces  variables  eh  particulier;,  en  traitant  les  variables  subor- 
données comme  des  fonctions  implicites  des  variables  indépendantes. 

Si  ^u  exemple  on  avoit  les  deux  équations**'  \  entre    les 

cinq  variables  j,  r,  jr,  j^  et  ^,  on  verroit.què  trois  de  ces  variables 
sont  indépendantes*  &ipposoQs  donc  <\^\^  y  et<»{-âoient  les  deux  vacia-i 
blés  subordoni^es ,  ou  les  fonctions  implicites  de  j>  t^x  données  par 
Ifcs  équations  proposées;  on  dïfFétèntiera  successivement  ^  et  v  par* 
rapport  à  j ,  par  rapport  à  / ,  par  rapport  i  a? ,  et  ou  aura»  : 

4/l^^tt     d  y  ^^  d  u     d  ^  

dtS  dy ,  de"-     .d^.ids 

i/  tt   ^,     r/«      d  y  ^j.     d  u  ^  d  [  

77*  dy    l^t  7l     dl  ^  ' 

d  u  j^  d  u     dy     t^  d  il     d  ^  

dx         dy  ,'d X     '    d[     dx 

r 

'  5i  on  multiplie   respectivement  ces  équations  par  d s^d t^  d x\ 
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qu'on  les  ajoute  et  qu'on  mette  dy  au  lieu  de 


1 

<^y  i,^<^y  dt'^^y  dxy    - 

d  s         .        d  t                 d  X 

^{  au  lieu  de 

ds              at              dx 

îl  viendra 

du,       ,     du 
ds  H- 

d  s                 d  t 

j       .     d  u   j       ..     d  u   j        ^     du   j 
d  t  -\-          ax  -+-  — .  dy  -4-   -i—  ^£ 

dx           .       dy                   ^Ç     c 

Où'  tirera  un  résalcat  semblable  de  l'éqùatiôn*  v  r=  o^*  d'où  il  suit, 
qu'en,  difFérentiant  Içs  étjuaticjus  f^  =;=  o  et  v  ^=s  o ,,  par  rapport  à  toutes 
les  variables  s^t^x^y  et  <j,  et  en  y  substituant  au  lieu  de  rf  ^  et 
deV{,  lés  exprcssioiîs  de  ct^  diflfërentiellé^^  considérées  comme  ap- 
partenant .i  des  fonctions  de  tioîs  variaji^les  (n°  39),  il  faudra  égaler 
séparément  à  zéro  le  coefficient  de  la  diffêrentielle  de  chaque  variable 
indépendante.  .  . 

En  .resardant  les  coçfficieôs.  oîfFérentîels  eux-mêmes  comme  de 
nouvelles  fonctions  implicites  des  variables  indépendantes ,  on  ne 
sauroit  êure  arrêté  dans  la  recherche  des  différentielles  ultérieures  ; 
ainsi  après  quelques  remarques  sur  réliminatîori  des  constances  et;  des 
fonctions  ,  nous  terminerons  ce  qui  regarde  la  formation  des  équa« 
tions  différentielles.  . 


.  •* 


Si,  L'éqaatioa  i/sso,  entre  A;,j^et{,  ayant  deux  différentielles 

premières  — L-i  rsp  o  et       ,  :  s=  o  ,   il    est   évident    qu  on    peut 

dx       '      '    '    -dy  '     .:  î  •        .•      •  '■'* 

éliminer  deux  constantes  ^^  entre  pesarois  équatiofis,  et  le  résultat  ex- 

primera  la  relation  des  variables  oc  ^  y  y  ^  et  des  coefficiens  ^  et  — S  , 

c    :.     •  '  ',  dx       dy 

indépendamment  des  quantités  éliminées. 

Si  on  joint  aux  équations  précédentes  les  trois  du  second  ordre 

dx\  dxi  dy  X       ^  dy* 

on  aura  six  équations  ,  entre  lesquelles  ôh  pourra  éliminer  <inq  quan- 
tités j  et  ainsi  de  suite. 


83.  Ceci  nous  conduit  a  une  remarque  importante »•  c-est   qu'on 
peut  éliminer  d'une  équation  à  trois^  ou  à  un  pli^s  grand  noi^bre,  de 

variables 
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variables  f  des  fonctions  doat  la  forme  est  absolument  inconnue.  Sole 
pour  exemple  Téguation  {  ï=5  f(^  jc-J-^^),  dans  lacjuelle  li  carac* 
tériscique  f  désigne  une  fonction  dont  la  forme  n'est  déterminée  en 

aucune  manière  ;  nous  allons  en  déduire  une  équation  entre  — 1 

dx 

et  ^  ,  indépendante  de  cette  fonction  et  qui  conviendra  également 
à^fcstfAT-f-^y,  à  f  •=  Vtf  X  '-\^b  y  y  à   [  -—s  sîn  [ax^by)  ^ 


et  en  général  à  toutes  les  fonctions  de  la  quantité  ^jc  +  ^j^^de 
quelque  forme  qu'elles  soient.  Faisons  pour  cela  ax ^  ty  -»  r , 
Téquation  proposée  deviendra  ^  =sf(r)  et   par  conséquent  on   aura 


F  (r)  ^r  j  mais  </^=s  — î  ^4fH-— i  d  y 

d  X  dy 

d  t  z=z  —  dx^ dy 

dx  dy 


donc i  =  ÎF'  (/)  —    i 

^^  ^^      f      IkT  d   t  d  t    y  , 

>  Mettant  pour  —  et   —  leurs  valeurs  a 
d  7         c  t  \  i  ^  \  dx         dy 

dy  dy  ) 

d  7  d  7 

et  3, éliminant  f  (^)>  H  viendrai  — i  —  a  —^  =  o-. 

dx  dy 

Cetre  équation  exprime  un  caractère  au  moyen  duquel  on  pourra 
reconnoître  si  un^^quaniité  proposée  est  une  fonction  de  ax^by  ou 
non  ;  car  d'après  sa  formation  elle  doit  être  satisfaite  ou  devenir  iden- 

dr       d  7 

tique,  toutes  les  fois  qu'on  y  substituera  au  lieu  de     vet^  les   va-» 

dx     dy 

leurs  qui  résulteroîent  de  la  difRrentlation  d'une  fonction  de  a  x^by. 
Supposons  qu'on  ignorât  l'origine  du  polynôme  a*  ;c*  -+•  i  a  3  a:  y  H-  b^y% 

en  régalant  à  j,  et  en  dilïërentiant  on  trouvera  _L= 

d  X 

.    il-. 

dy 

d7  d7 

ces  valeurs  mises  dans  l'équation  b  JL — a  ^  =  o,  la  rendent  iden- 

dx       '    dy 

tique  ;on  en  concluera  donc  que  le  polynôme  représenté  par  £,  est 

Calcul  diffcrcntUl.  Z 


•    . 
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une  fonction   de  n  x  ^ /f  y  ^   ce  qui   est  d'ailleurs   évident  pnîsquc 
d"  x^ ^  X  c  t  X y  -^^  h'' y^  t=  {a  x^ b y)^. 

On  voit  eu  général  que  «/ =  o  étant  une  équation  entre  ^,  j'»{> 
et  une  fonction  quelconque  indéterminée  représentée  par  f  (r)  et  daus 
laquelle  on  ne  connoît  que  la  composition  de  /  en  :r ,  y  et  ^ ,  on  pourra 
toujours  éliminer  f  (r^)  et  F  (/)  à  laide  des  équations 

à  X  ^     d  y 

En  passant  au  second  ordre  le  nombre  d'équations  devenant  plus 
grand  ,  il  est  possible  ,  dans  beaucoup  de  cas ,  d'éliminer  deux  fonc- 
tions indéterminées;  mais  je  n'entrerai  p:)inrdans  ceç  détails,  non  plus 
que  dans  ce  qui  regarde  les  équations  qui  renferment  plus  de  trois 
variables  :  je  réserve  ct%  objets  pour  le  Calcul  intégral  avec  lequel  ils 
ont  un  rapport  plus  immédiat. 

\)t%  Equations       84.  On  a  vu  dans  le  n®  1^  que  u  étant  une  fonction  de  deiix  va- 

^e  condicion  qui  .^  .^ 

doivent  avoir  lifu  riables ,  l'équation  —JL^  :=  ,.      "—  étoit  identique:  on   en  déduit 

pour  q  rune  for-  dy  d  X  dxdy 

frrcnticlle  nacre  ^ntre  les  coefficiens  différentiels  des  fonctions  de    deux  ou  d'un  plus 
d'une  autre  for-  grand  nombre  de  variables  indépendantes ,  une  suite  de  relations  qui 

donnent  les  moyens  de  connoîrre  si  une  expression  différentielle  pro- 
posée peut  résulter  ou  non  de  la  différenriation  d'une  fonction  primitive, 
ou  en  général  d'une  fonction  différentielle  d'un  ordre  moins  élevé 
qu'elle, 

Soit  d'abord  une  expression  du  i"  ordre  Mdx^Niy\  si  u  re- 
présente la  fonction  primitive  dont  elle  est  la  différentielle,  on  aura 

dxf  dy  dydx 

,    V  et  par  conséquent   ,  .^  ,,       \  :  il  suit  donc  de  la 

dy\  a  X  d X dy 

1»»  •  d  M  d.TT      t'A  •  1  •  r>*  1'    • 

que  l équation——  :=- doit  être  identique.  Si   cette  condition 

dy  d  X 

n'étoit  pas  remplie,  l'expression  Mdx-^S dy  ne  sauroit  être  la  dif- 
férentielle d'aucune  fonction  primitive  de  deux  variables  indépendantes. 
Les  conditions  qui  doivent  avoir   lieu   pour  que    l'expression 
'  '  Md  x-^^N  dy+  P  di  soit  la  différentielle  d'une  fonction  primitive  u 


I 
i 
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de  trois  variables  indépendantes ,  sont  une  suite  immédiate  de  celle 
qui  a  été  trouvée  ci-dessus  à  Tésard  des  fonctions  de  deux  variables. 
En  effet ,  si  on  regardoit  ç  comme  constant,  on  auroit  ^/^ î=d;  TeX'- 
pression  Mdx^Ndy  seroit  la  différentielle  partielle  de  «  piiseen 
ne   faisant    varier  que    x   ti  y  et   devroit    satisfaire  à  Téqiiation 

~^  =5  #  Faisant  ensuite  dy)^o^  il    viendra   Mdx-^P  d^  , 

dy    '  '.  ■  dx        . 

différentielle  partielle  prise  en  ne  faisant  varier  que  :ir  et  {  et  dl^  la-* 

quelle  on  tirera  =  .   Enfin    la  supposition    de  x  constant 

d  z  d  X 


donnant   dxx:zOy  ti  N dy^  P d[   étant  la   différentleHe    partielle 
prise  par  rapport  à  ^  et  à  £  y^  il  en  résukera   une    troisième  équation 

1       .    ..  .       dN        dP 

de  condmon  --^  sao  ..*— ,  ::     ;  . 

di  d  y 

En  général,  si  le  nombre  des  variables  deja  fonction  différentielle 
Mdx-i-Ndy-^  P d ^~\- etc.  étoit  n,  en  les  combinant  deux  à  deux, 

on  en  tîreroit  ^  ^^       /  différentielles    partielles  à    deux  variables, , 

2 

chacune  desquelles  donneroir  une  équation  de  condition  ;  il  y  auroit 
donc  en  tout  _2t i  de  ces  équations  qui  devroient  être  identiques 

pour    que  la  proposée  fut  la  difFéremielle  d'une  fonction  prinûtive 
ffénfermatic  n  variables  indépendantes. 

15.  Sî  la  formule  proposée  étoit  dct  second  ordre,  qu'on  eût  par 
exemple  Q^dx^^Rdxdy^  Sdy^%  dxttdy  étant  regardés  comme 
<onstans  ,  il  Êiudroît  la  mettre  sous  la  forme  Md  x  -^  N  dy^  et  pour 
cela  on  feroit   /?«=a  A'-f- A"  ,  il  viendroît  alors 

{qdx^R'  dy)dx-^{R"  dx-^Sdy^dy. 


après  la  condition  _^  ss  . — ,   on  auroit 

-  dy  dx 

'  d{Qdx^R'dy]\_d  {k'^d  x^Sdy] 


»  ■'* 


dy^  dx 

-OU  en  développant ,  --îd  ^  ;r  -f-    — ^  dypss  ,^ —  </  «  -4-  — ^  '^  y  i 

d  Y  dy  dx  dx 

mais  dx  et  dy  étant  arbitraires  et  indépendans    Tun   de  l'autre,  U 


Zi  "' 


'/' 


ï8o        Ch.  t.  Exposition  vés  principes 

dQ  _  dR 

faudra  quon  ait  séparément       .  «/         A  ^  f'y  ^'^^  *^  "^  s*agîtplus 

que  d'éliminer  R' et  R\  On  a  d  abord  R"  =:R  —  R\  ce  qui  donne 

. = ;    substituant   dans    les   équations    précéden- 

dx  dx  dx 

dq_dR         dR' 

dy  d  x         d  X  y 

tes  ,   il   vient        .^.  ,  ç  /  >  c"  dlfiërentiant  la  première 

dy  d  X 

de  ces  équations  par  rapport  à  ^ ,  la  seconde  par  rapport  i  x  et  éli- 

minant  — qui  se  trouve  dans  Tune  et  dans  Tautre  >  on  obtient 

d  X  dy 

,     V  -1-  s=  ,  Telle  est  Téquation  de  condition  qui  doit 

dy^  dx^         dxdy 

avoir  lieu  pour  que  Qdx*'^  R  dx  dy-^Sdy*  soit  la  diftérentielle 
d'une  fonction  du  premier  ordre  j  on  parviendroit  d'une  manière  sem- 
blable aux  équations  de  condition  relatives  aux  fonctions  des  ordres 
supérieurs ,  dans  lesquelles  dxetdy  ont  été  regardés  comme  constants. 

Les  considérations  précédentes  s'appliquent  également  aux  fonctions 
dans  lesquelles  on  a  fait  varier  dx  et  dy^  mais  alors  il  faut  envisager 
la  fonction  primitive  d'où  dérive  la  proposée  comme  contenant  quatre 
variables  ;  savoir  x  ,yy  d  x  et  dy:  nous  ne  suivrons  pas  néanmoins 
ce  procédé  parce  qu'il  en  existe  un  plus  général  dont  les  résultats  s'é« 
tendent  à  tel  nombre  de  variables  et  â  tel  ordre  qu'on  voudra. 

Nous  observerons  qu'il  faut  distinguer  ici  les  fonctions  différentielles 
des  équations  différentielles.  Ces  dernières,  comme  on  Ta  vu  dans  les 
n"^  précédens  »  ne  sont  pas  toujours  le  résultat  immédiat  de  la  diffè- 
r.'ntiarion  y  leur  forme  dépend  des  éliminations  qui  ont  été  faites  pour 
y  parvenir.  Nous  ne  nous  occuperons  pour  le  itioment  que  des  fonc* 
tiens  dans  lesquelles  toutes  les  variables  sont  supposées  indépendantes 
les  unes  des  autres ,  et  nous  renverrons  au  Calcul  intégral  ce  qui  re- 
garde  les  équations. 


J9V  Calcul   dîff érsntiel.         i8i 

%6*  Soir  {/  une  fencrton  quelconque  des  vaiiables  x^y  et  de  leurs 
dîffiremielles  dxy  dy  ^  d^  x^  d^y </"-'jc>  d^^y\   «i  on  fait 

dy  =7=  7,  >  à^y  =  ^»>  ^'^*=Ji ••••/*  >  '^  deviendra  une  fonction 

etc.  y 

des  variables  x^ ^y^  x^^  y^ -  x-^_, ,  jk«-i  j  et  sa  différentielle  com- 
plète sera                                   .    . 

^dU  j      ,  dUj.      ,   dU  j       ,  ^    ^U  j 

... j         dx  dx,   '  dx^  dx„_, 

'^^"'^        dU,     -^dU j^ ^dU  .      ^  ,dU     .^^ 

dy  .      "  dy,  dy^.  dy„_, 

Maïs      dx^  dx,  .^.  dXj^,y  dy^  dy, rf^^, ,  sont  res- 
pectivement x^,;r.  ..r x^^  y,^  y^ y^  \    faisant 

de  plus  dUr=L  U, ,  il  viendra 

dU,      _^dV         .dU    '  ,      dU 

. .        dx^^  dx,  dx^  dx^, 

^^  —  ^        dU  4U    ,.dU  _^     dU 

^'j'  .     dy,  dy^  dy^. 

Si  on  diffèrentie  successivement  U,  par  rapport  à  chacitne  its  va* 

riabtes^,  y x^jy^y  on  aura  d'abord»  en  n ayant  égard  qua  la 

variabilité  de  ;t', 

(d'U       ^   ^     d'U         ^^  d^V  _^    '  d'U 

rfy, jdx*  dxdx,^  dxdx^  dxdx^^^ 

77        \d^U  .       d'U        \       d'U  ,         ,        d^  U 

l  y^  '^'        \ — y^  r-h  "^yy  +•••••+  y, 

Idxdy        ,      ^^i^^,       ,      y*/>  dxdy^. 

En  intervertissant  Tordre  des  deux  diffétentutions.  indiquées  dans 

chaque  terme  du  second  membre  de  l'équation  précédente ,  on  verra 

aisémem  que  ce  secpnd  membre  n'est  autre  chose  que  la  différentielle 

\x     2     dV              j      WJ7.          .du 
complète  de    -^^on  aura donc—^  =  d. .  . 

dx  d  X  d X    , 

Diâérentions  matiitenant  par  rapport  i  x,y  il  viendra 

rfjr^j^jf  dx.dy.,  difi4y/ 


d^U 

•j — 7- — y» 
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En  întcrvertissamrorçlre  des  difiërentùirions  dans  cous  les  terme^.oàyse 


trouva  dîfF^rentié  deux  fois,  oii  ^nra  ! 


an  parviendra  d«  la  mâme  manière  à 


d  x^ 
d.U. 
dx. 


dU 
d  X 

du 

» 

d  *, 

dU. 

dx. 


*-f-  a. 


dU 


d. 


d. 


dx' 


dU,      .      dU     ,    j    dU 


ttîiîs  lorsqu'on  sera  arrivé  ^  x,ny  comme  cetce  lettré  représente  la  diffé- 
rentielle «/'"a;  qui  hc  doit  pas  se  ttouver  dans.  £7^,  pnjsgue.  cette,  foumoji 

n'est  que  de  Tordre  «— -i  ,  on'  anra  seulem'éiit  *— : — i  ==5  • — :^.    , 

En  rapprochant  les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir ,  €t  en  ol^servanc 
qu'on  en  tronveroit  de  semblables  pat  rapport  à  1  auire^  variable  y  et 
ï  %^%  dîflfërentîellcs  jk,  A  y^y****  y^y  on  forniera  U  tabU  suivante: 


dV, 

d  X 
d  X, 

dx^ 


d. 


dU 


d  X 

dU 

dx 

À.U. 


dx, 

JLU 
d  X, 


d. 


H-  d* 


•+-  d. 


iE 

dXy 

dU 
dx, 

dU . 


dU,' 

m         •      ■■■ 

dx„_, 

dU, 
dx. 


dU 

du 

dx 


d,. 


âU 


»<**_, 


•  -    <* 


11^  r 


du, 

dy 
dU; 

dV,- 


^  • 


d  '^^ 
'  iy  ' 

dU 

dy 
dU 

dy, 
dU 

C     I  II  ' 

dyx 


d. 


d. 


w.: 


dir 

'dU 
dU 


'dyj 


dU, 

dy,_, 

"\  dU, 

dy. 


6 


dU 

^y»^% 

dU 


d. 


dU 


dx 


!*■■     »i 


dy,^. 


On  peut  éltminer  £/  de  àss  équations.  Considiéifens  4Vberd  celles 
l^ai  «ont  contenues  dans  la  pteniiàre.  colonne;  en.diffèreqtiant  la  se- 
conde équation  de  cette  colonn« ,  et  en  la  tettanclunt  d«  -  li^  p.tepiiète^ 

dV.       ,  dU' 


Hvitmdfâ. 


dà 


d. 


dnu 


■\ 


♦    » 


W*  '  iijoftant  à'  cette  houV 


i 
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ycUe  équation  la  difFérentlelIe  seconde  de  la  troiwènie ,  on  trouvera . 

•'  '  '  • 

iEl-^  d.iEl^-^  d^ilL^  d>  i.y..  Si  ïa  fonction  U,  n'étoit 
d  X  dx^  dx\  dx^ 

qiw  du  secon^i  ordre,  1/  ne  seroîc  que  du  premier,  et  par  consé- 

(Tjuent  ne-Tcnfcrroetoit  po'uit  or,  911  d*  x;  on  auroit  donc  alors 


^-J^El-^J^'^- 


o. 


d $c  '*    d x^  d  X\^  '      '  j 

/  Si  1/  étoit  du  troisiènie  ordre,  on  trouveroic 

-* — i  —  d, L  -h  d^ 1  —  d^  _:  £=  o ,  et  en  général , 

/  AT^  .       d  X^  dx^  d  A'j 

Jc^  Âr  d  x^  d  x^  d  x^  d  x^ 

^1  s*arrêta^it  à    la  diffërentielle  de  Tordre  le  plus  élevé  qui  soit  dans 
,  U^  X0Xî  auit)it  de  la  niênie  manière   . 

'  —  d. i .  -h  d.^  . — ^  —  d.^  -,,^  -4-  d.^  î  —  etc.  ==2  o. 


etc.  t=:  o, 


^y  ^yi  .         ^yx  ^yj  ^y^ 

87,  Quoique  i*)us  n'ayons  supposé  que  deux  variables  dans  U^  il 
est  facile  de  voir^^qu'on  aurti,  en  général ,  autant  d'équations  pareilles 
que  de  variables.  'Ces  équations,  seront  identiques  toutes  les  fois  que 
U^  exprimera  la  différentielle  d'une  fonction  quelconque  Z7  de  Tordre 
immédiatement  inférieur. .  Si  donc  -on  se  propose  d'examiner  une 
fonction  difféjrentielle  de  l'ordre  n^ot^  j  fera  </  «:  =  ^-, ,  </*  jip  =  a-,..-% 
4 y  ==>^, ,  </* y  T=xiy^un%l^  d  issx^^^d^^z=i:j^^,  etc. ,  et  en. la  représeurant 
par  17, ,  on  formera  les  c[iiantité$  , 

dU,     dU,         dû,     du,         àV,-ulU,- 


y     »»  ■  •    •  •      Il  II  ,      ■  —  .    •  • 


f  •  •  •  etc« 


die      dx,  a  y        dy,  d^       d[, 

^pour  les  substituer  dans  les   équations  ci-dessus.   Si  on   ne  parvient 

point  à  dès  fésnltars  qui   s'anésmtîssent  d'eux  mêmes,  on  en  pourra 

conclure  que  la  foncriçn  U^  n'est  la  diflere^tielle  d'aucune  fonction 

de  Tordre  immédiatement  inférieur. 

Prenons  pqur  exemple  la  fonûion  x^y — ^  if  a-,  elle  se  change 

TT               dU,               dV,  du, 

en  AT  y, — yx^=zl/^  et  ona \  ^=^y^^  Ls^o  ' 


dx  *dx^  dx^ 

dU,  '     '       dU,  .  dU, 

dy  '    dy,  dy^ 


t 
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ce  qui  donne  y,  —  ^'yesso  î       ,        .        •  j     .•       -    t -.  Cr.^^^\^^ 
*  -^  *  "^  y ,   equacions  identiques.  JLa  tonctioa 

proposée  est  en  effet  la  différentielle  de  xdy^^ydx* 

Les  équations  trouvées  précédemment  renferment  impUciteracnt 
celles  que  nous  avons  données  n^  84 ,  pour  les  fonctions  du  premier 
ordre.  En  effet,  si  on  0,  M d x  -+-  Ndy  ^  P  d:^^  on  en  tirer» 
M  x^  -4-  N y^  -f-  P  j,  ==:  £^, ,  et  comme   i/,.  n'est   que  du    premier 

ordre  %  on  ^^ura  seulement  les  équations     — -*  —  d.  — i 

.dx  dx^ 

dy  dy, 

iEi^d.iEi 

qui,  en  y  mettant  x,  pour  dx  ^y^  pour  J y  et  ^,  pour  d  ^,  donneront 

^AT        .^/^  dM       _dM 

tfjc  tfAT  dy  d[ 

dM        .    d  P  dN  dN 


dy  dy  dx  d[ 

dM       \     dM  d  P  d  P 


x^  -h  y,  —   A\  —   y, 

^^  d:^  dx  dy 

Mais  dans  cts  équations  les  difiërencielies  .r, ,  y, ,  ^,  doivent  rester  indé- 
terminées y  puisque  les  variables  x^  y  et  ^  sont  indépendantes.    En 
égalant  séparément  à  zéro,  ce  qui  multiplie  chacune  de  ces  différent 
cielles  ,  il  en  résultera  les  trois  équations  du  n^  cité. 
Proposons»n9us  pour-  dernier  exemple  la  fonction 

Pdx^^q^dxdy-^Rdy^-^SfPx-^Td'y, 
elle  prendra  la  forme 

Px,^^qx,y,^Ry:^Sx,^Ty,  =  Ur, 
si  on  diâerentie  l/^ ,  en  observant  qu'il  ne  contient  point  x^  ni  y^  > 

on  aura  ££  -  ^.  iE!.  -f-  J.«  '^  ^. 


dx  dx^  dx^ 


dy  dyt  dy, 

dilutions  qui  jevîenneat 


dP 

dx 


nu    CàICVI  m  FTÈRSNT  TEL  18$ 

ilx:-^i9.x,y,  +  ily,*-\.iI^,^ily,^d{tPx,^qy]^-\-d^S^o 
dx  4^.-'  «■^.  -»*  dx 

dy  dy  dy  ^  y  ^  y 

Lorsque  les  dîfférentiations  in(lïquée.s,  seront  effectuées,  on  égalera 
séparétncnt  à  :zéro  les.  ^imiukéS'  q'ui  TnaUipUeftt  x^  >  ^,  J',  >  y i*  >  x^ ,  y»  ^ 
et  îl  en  résultera  dix  équations  qui  se.  réduiront  à  trois  essentiellement 
différences,  Savoie:     -'  * 

/>—   £f=:0       /r—    UsaO      O    —iZ,   —   Hz=zO. 

dx  dy  dx  dy 

88.  Soit  U^  la  différentielle  première  de  la  fonction  27,,  on  aurt 
réquation 

—1  —  d. .'  +^.'  — 2  —  d.^ ?  -+-  d.^  i  —  etc.  i?=i  o  (  i  ) , 

■  dx  d  x^  d x^  d x^  d  x^ 

mais  on  a  aussi 

'  —  rf. 1  -+-a.  i  — tf.^ î  -t-  etc.  =  o  , 

^  je  d  x^  d  x^  d  x^ 

a  cause  que  {7,  étant  d*un  ordre  inférieur  à    £7*^,  doit  contenir  une 

différentielle  de  moins  relativement  i  chaque  variable. 

La  relation  de  U^  à  £7,  étant  la  même  que  celle  de  t7,  i  17,  on 

aura»  d'après  le  tableau  de  la  page  i8z, 

àU  .    dU, 

d  X  d  X 

d  X,  d  X  d  Xf 

di/,.__  dir,  ^  jdu, 


d  x^  d  x^  d  *, 

.   .   .   l 

</  AT.  dx 


n^m>i 


La  seconde^quaÙQu  de  cette  suite  donne  - 


dur_ 

dx. 

-d  U,  __  ^  du, 

'd  X,             ■  dXj 

la  troisième  • 

V 

,    du 
d.        J  5: 

d  X, 

-j  du; _.,d.u, 

dx^                  dx^ 

etc.    .    .    . 

.     etc.     . 

.- .  •  '     1 

Calcul  dijfcrcnùel.  A% 


< 
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en  tirera  facilement  de-U 

d  X    ^      d  x^  d  x^  dx^  dx^ 

En  partant  successivement  de  la  troisième  équation ,  de  la  quatrièntf 
etc.  on  trouvera  de  la  même  manière  » 

d  x^  d  x^  d  x^  d  x^ 

dU,  _  dU^  _  j^   dV\ 


.    etc. 
d  x^  d  x^  dx^ 

I         I   I  II      -MiM       aiaMM*         "^^     C»L» 

d  Xy  dx^ 

etc. 
Subsrituant  ces  valeurs  dans  Téquation 

^^^  -d.iEi  ^d^'JL'  -  d? ^E,  -f. etc. 


d  X  d  x^  d  x^  d  x^ 

il  viendra 

^*  —  ^  d. î  -+-J  J,*  !  —  4  </.' .*  -f-  etc.  Œs  G  (x). 

dx^  d  x^  dxj  d  x^ 

Les  équations  (i)  et  (i)  doivent  être  identiques   ^n  même-tesips, 

lorsque  la  fonction  17^  sera  la  différentielle  de  l/^  et  que  27,  sera 

celle  de  17 y  c'est-i-dire  lorsque  £7»  sera  la  différentielle  seconde  d'une 

fonction  d'un  ordre  inférieur  de  deux  unités. 

89.  Soit  i7j  la  différentielle  de  £/, ,  on  aura  d'abord 

Z L  —  d.  1  -+-  d.^   i  —  d.^   L  -f-  d.^  1  — •  etc. . .  (i)  » 

dx  d  x^  dx^  d  Xy  d  x^ 

et  en  vertu  du  n?  précédent, 

dU^  __,   dU  dU^  ^j,àU 

-^  «•    —     — t-  a.  •   —  a.*        .  ■     "T"  etc.  S3  0% 


^  X  d  x^  d  x^  d  Xj 

^     du,      ^  .  dtr,   ^      .,'du,  /    . 

i- 1    tf.  .*    -+-    3    J.=*    .*    -t-    etc.    ï=:  » 

d  x^                    d  x^                    d  x^ 
mais  on  déduira  les  valeurs  de ? ,  , , . ,  ^  etc.  de  celles  de 

î , i  etc.  donnéçs  ci  -  dessus  ,  en*  augmentant  d*une  unité  les 

d  X        d  .\\ 

indices  inférieurs  delà  lettre  27;  et  en  substituant  les  résultats  dans  les 
deux  équations  précédentes,  on  aura  .     .     .'...: 
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^  p—  1  tf .  -.-^  -f*  j  tf.*  — 1  —  4  4.'  ' — -*  -t-  etc.  =  o  (  t) 

d  x\  dx^  d  x^  d  x^ 

-^ — ?  —  j  </.  — J  -f-  tf  </.*  — :-J  —  etc.  3=  o  ( }  ) 

d  x^  d  x^  ,  d  x^ 

équations  qui  seront  identiques  en  même-temps  que  Téquation  (  i  ) , 
si  U  fonction  27,  esc  la  di£ërenciella  troisième  d'une  fonction  quel- 
conque V. 

Nous  n'avons  eu  égard  qu*à  là  variable  x ,  maïs  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  obtiendroit  des  résultats  semblables  par  rapport  à  chacune  des 
autres  variables,  et  que  de  plus  on  arriveroit  par  Ip  même  procède 
aux  équations  qui  doivent  être  identiques  lorsque  la  fpnction  proposée  ' 
est  une  difFérencicUe  quatrième >  cinquième,  etc. 

90.  Ppur  donner  une  forme  plus  simple  aux  équations  de  condition 
trouvées  précédemment ,  nous  supposerons  quVyant  mis  daiis  la  fonc- 
tion proposée  x, ,  or. ,  ^^^•>'i  > y*y  ^^c*  ^^  ^^^^  ^^  ^  ^9  d^x.».^  dy ,  d^ y...  » 

S)  diffërenrielle  complète  soit 

< 

Xdx  -f- JST,  ^x,  -^ X^dx^^ X^d x^^ X^d x^'-\-tiQ. 

+  Y  dy^r,  dy,  +  r,dy,+  Y^dy^^Y,dy,r\^ctç. 

tic. 

dU,  ^     dU,  ^     dU^  xr 

on  en  tirera 1  =  JT ,  ——2  =  X, ,  —  ?  =  -X; ,  etc. 

dx  dx,  dx^ 

— -J.  =s    z  ,    î  =:  r,  ,  }  =5  2\  ,  etc. 

dy  dy,  dy^ 

et  les  équations  de  condition  seronp 

-Sr—       dX/^      d^X,-^       d^X^^  d^X^  —  etc.;=:= 

X,  —  a  dX^  -^  3  d'X^  —  4  d^X^  —  etc.  =5  o 

X^  —  i  dX^  Hr-  s  d'X^  —  etc.  =  0 

par  rapport  à  la  variable  a:  ;  on  obtiendroit  celles  qui   sont  relatives 

à  j'  en  changeant  la  lettre  X  etu  Y. 

Il  faut  observer  que  la*  fonction  proposée  étant  de  Tordre  n ,  sa 
diftérentielle  sera  de  Tordre  /i  +  i  ,  et  que  par  conséquent  X  tt  Y 
seront  du  degré  n^^  par  rapport  aux  différentielles  qu'elles  renferment; 
X,  et  Y,  seront  seulement  du  degré  72  —  i  ;  -X,  et  JT»  du  degré 
n — X  ,  etc.  (/i"  de  la  page  1  j8). 

Nous  avons  supposé  ,  pour  plus  de  généralité  »  qu'aucune    difE- 

A  a  1 


4. 


t» 


i8S         Ch.  T.  Exposition  des  pnmcipES 

rentîelle  ne  fût  consjrante  ;  si  le  contraire  avoic  lieu»  il faudroit  siippci^ 
mer  les  équations  relatives  aux  variables  dont  Ics^  diflférentielies  pre-^ 
mières  auroient  été  regardées  comme  constantes.  Cela  est  aisé  à  voir; 
car  si  on  suppose ,  par  exemple ^tjue  dx  soie  constant ,  il  ne  restera  des 
éq[pations. contenues  dans  la  première  colonne  du  tableau de!a  page  1 8z , 

que  U  suivante*,  -p— ^  kp  ^««....^^  et  laquelle  on  ne  peut  rien  con» 

dure,  puisque  V  est  absolument  inconnu. 

91.  Il  existe  entre  une  fonction  homogène  et  zts  coefficîens  diffé- 
rentiels des  relations  particulières  qu'il  est  important  de  connoître. 

Si  y  désigne  une  fonction  homogène  de  x^y^  etc.  et  qu'on  y 
substitue  /jr,  ty^  tic.  au  lieu  de  x,y,  etc.  elle  prendra  nécessaire- 
ment  la  forme  z"  ^,  m  étant  la  somme  des  exposans  dans  ch.^qiie 
terme  (n^  (î<î  ).  Supposant  ensuite  que  /  devienne  /+^,  on  aura 
(^H-g)"  ^  au  lieu  de  V^  ou  (i -f-gr)* '^j  en  faisant  r=ii.  Dans 
la  même  hypothèse  x  ,  y  etc#  se-  changeront  respectivement  en 
X'\'  gx^  y-^gyy  etc.  j  mais  on  a  en  généràllorsque  x^  y  tic  de* 
viennent  JT-hA  et  ^-4-^,-  -  '      .       .    '. 

il  d  x  dxdy  ^y*  -> 


ctc 


subscituant  pour  A,  ^  etc.  leur  valeur ,  on  parviendra  à  cette  équation 


d  V  dV 

g  Jf4-      — -  B  y    -^  etc. 


dy  dy 

i(4Jf*  dxdy  dy 


'''^«n-.L.,  '^^    ....,^'^^„...»^  etc.^>=('-+-«^"^- 


dxdy  dy 

etc.,  • 

En  développant  le  second  membre ,  et  comparant  ensemble  les  termes 
affectés  de  la  même  puissance  de  Tin  déterminée,  g,  on  aura 

-; —  X  H-  y  -h  etc.  =z  mV 

d  X  d  y 

d^r     ,    ,         d^4^  .   d^F   ,  ,  v^ 

dx-        ^      dxdy     ^        dy-^  ^  / 

etc. 


\ 
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1^1  première  de  ces  é^juations  renferme  le  théorème  des  fonctions 
homogènes  dont  on  fait  un  grand  usage  dans  le  Calcul  intégral  et 
les  autres  équations  en  sont  des  conséquences. . 

91.  Pour  compléter  les    notions  du  calcul  différentiel ,,  exposées       Mëchodc  <fe$ 
dans  ce  qui  précède  ,  il   nous  reste   à  montrer  Tidentité  des  coeffi- 
ciens  différentiels  avec  les  limites  des  rapports  que  les  accroissemehs 
des  variables  ont  entr'eux;   c'étoit  ainsi  que  d'Alembert  envisageoit 
ce  calcul  et  son  application  à  la  théorie  des  courbes. 

La  fonction  u  devenant  u  -f-/?  A  -|-  ^  A*  -tr  r  A'  H-  etc.  (  n^  i  ) , 
lorsque  x  se  change  en  jr-J-A:,  si  on  désigne  par  k  la  différence  qui 

existe  entre  s(^s  deux  états  consécutifs,  onauiaA=^AH-yA*-f-rA'-4-etc, 

t 
et  par  conséquent  ~  =/? +  f  A-f-rA*-h  etc.   Lorsque  /t  et  A  s'é- 

A 

vanpnissenr,  le  second  membre  de  cette  équation  ne  sévanouît  pas, 

ma'S  il  se  réd  lit  seulement  à  /?,  quantité  qui  est  la  limite  du  rapport 

dwS  deux   accioissemens  A:  et  A,   {Inttod.  n^  4.)5^f  q^*  exprime  aussi 

le  premier  coefficient  différentiel  de  la  fonction  u  (  u^    ii.) 

En  considérait /7  lui-môme  comme  une  nouvelle  fonction  de  x^ 
il  deviendra  p -\- p' h^  q'  h^  -^^r  h}  -+-  etc.  ,  lorsque  x  deviendra 
AT -(-A,  et  nommant  A'  la  différence  de  ^^%  deux  états,  on  trouvera 


-^  =^'-h- j'A-+-r' A'-Herc;  la  limite  du  rapport  ^  sera  don;  i^%, 
A  A 

ou  le  coefficient  diffèrentiel  du  second  ordre. 

Prenant  ainsi  successivement  la  limite  du  mppon  de  l'accroisse- 
ment de  chaque  coefficient  différentiel  à  celui  de  la  variable  x^  on 
déduira  tous  ces  coefficiens  les  un^  des  autres ,  et  leur  formation  de 
cette  manière  sera  absolument  la  même  que  dans  les  n***  9  et  lo. 
Il  su>t  de  là  que  les  procédés  par  lesquels  on  peut  obtenir  ley  limites 
du  rapport  des  accroisssmens  ,  donneront  les  expressions  à^%  coeffi<> 

ifT:         '  \     d  u        ^  u      J}  u 
ciens   dinerenti^Is  ,    ,         .  etc. 

dx       dx*     dx^ 

9}.  Rien  ntst  plus  facile  à  Tégard  des  fonctions  algébriques,  cr 
les  règles  que  nous  avons  données  n^  1  8 ,  s'appliquent  également  au 
cas  où  on  chercheroît  ces  coefficiens,  en  les  considérant  comme  les 
limites  des  rapports  des  accroissemens ,  puisqu'il  faut  encore  >  sous  ce 
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point  de  vue,  négliger  le«  puissances  de  A  ou  de  ^ a:  supérieures  2 
la  première. 

On  peut  aussi  se  dispenser  de  réduire  en  série  les  fonctions  loga- 
rithmiques et  circulaires.  En  effet,  soit  «=lx,et  supposons  que  * 
devenant  x  -^h^u  se  change  en  «H-it;  d'après  la  nature  des  loga- 
rithmes ,  les  deux  nombres  u  et  u  -f-^A  doivent  faire  partie  d'une 
progression  arithmétique ,  tandis  que  x  et  jr-}-A  seront  leurs  corres* 
pondans  dans  une  progression  géométrique.  Soit  r  Ig^  raison  de  cette 

X  -♦-  h 
dernière  ,  on   aura  .         ,    «=;  r ,  d'où  h=:(^r  —  i  )  *'  >  et  par  con- 

X 

k  k 

séquent  —  =    -i^ —  .  Mais  plus  les  intervalles  entre  les  termes 

^  h         (,r—i)x  ^ 

de  l'une  et  de  l'autre  progression  se  resserreront ,  moins  les  progres- 
sions différeront  d'un  système  de  logarithmes ,  e4  plus  en  même- temps 
la  raison  de  la  progression  géométrique  approchera  de  Tunité  y  faisons 

donc  r  =  l  -+-  /w  it ,  il  viendra  —  =  — L.  =  i.  .  L  :  donc   la    li- 

h         m  X         m      X 

mire  —  sera  _  •  i.  ou  en  faisant  i.  =5  ilf  ;  résultat  conforme 

dx  m      X         X  m 

à  celui  du  n^  lo. 

Si  on  avoir  2/  =  «*,  on  en  tireroit  1  «  =  ji;  1  ^ ,  et  ^  S3=  d  x\a^ 

u 

d*où  dus=:udxlaz=s4^  dxla» 

Soittt=$in  X  j  on  aura  u^k=isin  (4:-+-A)=sin;c  cos  A-^cosjcsin  A, 
donc 

X::=:sin  x  cos  A-f-cosx  sin  A — 2^  s-ssin  x  cos  A-i-cosx  sin  A  —  sin  *b=s 

s=sin  X  (cos  A  —  i )  -f-  cos  jc sin  A. 

Mais  à  cause  de  sin  A*  +  cos  A*  ss  i  ,  on  a  sin  A*  =  i  —  cos  A*  =?s 

(  I  •+•  cos  A  )  (  I  —  cos  A)  j  par  conséquent  i  —  cos  A  =  > 

1  4*  cos  A 

et  en  substituant  dans  l'expression  de  â:  ,  il  vient- 

Agp=— siny,  -f-  cos  at  sin  A  :  divisant  ensuite  par  sin  A  ,  00 

I  -4-cosA 


trouve  ,,: —  ssaw.  sin  x.     ^'"        4-  cos  x.  Or  plus  l'arc  A  devient 
smA  i-f-cosA 
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♦  •  •         .  te 

fttitp  moins  il  diffère  de  son  $bus;  le  rapport  tend     donc 

sin  h 

k 
vers  7-  j  en  même -temps  que  le  second  membre  de  l'équation  précé- 
dente tend  vers  cos  x  j  on  aura  donc  _  ==  cos  at.  (  *  ) 

dx 

Soit  «  s=r  cos  x  j    on  aura   i/-h^=3    cos    (Ar-+-A)=s 

cos  jr  co^  A  —  sin  AT  sin  A  et  A:  s  cos  :ir  (  cos  A  —  i  )  —  sin  x  sin  h 

, ^^^  ^        sin  A*  .  -     f     j,  X      * 

^=  —  cos  x^  1 —  sin  X  sm  Aj  d'où  -^ 


I  4-  cos  A  sin  A 

-«-  sm  A  .  1    1-    •  du 

cos  X —  sm  ;r  :  la  Iimue  sera    *=î  —  sm  x* 


l  -+-COSit  d  X 

94.  La  considération  des  limites  s*applique  également  aux  fonc-' 
rions  de  plusieurs  variables  ;  car  alors  on  a  autant  de  limites  diffé- 
rentes pour  une  même  fonction  qu'il  y  a  de  variables  indépendantes  : 

ainsi  u  étant  une  fonction  de  x  et  de  jy  »  est  la  limite  du  rap- 

d  X 

port  de  Taccroissement  de  la  fonction  u  i  celui  de   la   variable  x  ^ 


(^)  On  trouvera  peut-être  singulier  que  je  n*aie  pas»  comme  plusieurs  auceurs^* 
conclu  touc  de  suite  que  lorsque  h  s'ëvanouit,  cos  k  devenant  Tunité,  cos  A  ^-  i  s*é^ 

y  ,         k  cos  «—I  / 1  »    \     k 

vanouit  aussi,  et  qu  alors =»  sm  x      >  4.  cos  x  se  réduit  a    7  eas  cos  jr». 

sin  h  sin  h  h 

Mais  ce  raisonnement  n*est  point  exact  3:  car  sin  A  et  A  deviennenr  o  en  même  cemr 

k 
que  cos  A — x  et  on  auroit  -  =»  f  sin  x  +  cos  x.   Or  Pexpression  |  qui  afFecce  sin  x 

est  indéterminée^  ainsi  à  la  rigueur  on  ne  peut  rien  tirer  de  cerce  équation.  II  n*en 
est  pas  de  même  du  procédé  que  j*ai  suivi  ^  parce  que  dans  le  second  membre   de. 

„,        .  A:  sm  A        .  j     •       o 

1  équation ssm sin  \as  +  cos  x  ,  aucun  terme  ne  devient  5. 

sin  A  I  +  cos  A 

Lorsqu'on  employé   la  considération  des  infiniment    petits  donc  nous  parleront. 

plus  loin,   la  remarque  que  je  viens  de  faire  a  encore  son  application  5  en  effet, 

si  on  se  contentoit  de  dire  que  Tare  h  étant  infiniment  petit,  diffère  infiniment  peu. 

du  rayon ,  et  que  par  conséquent  cos  A  —  i  ss  o  ,  cela  ne  suffiroit    pas  ,  puisque 

sin  h  étant  lui-même  infiniment  petit,  le  termo  cos  x  sin  A  pourroit  être  comparable 

avec  cos  x  multiplié  par  la  différence  infiniment  petite  cos  A— i.    Ce  n*est  donc 

qu'après  avoir  montré  que  cos  A  —  x  dépend  de  sin  A* ,   c*e*t  à-dite  d'un  infiniment 

petit  du  second  ordre  qu'on  peut  supprimer  sin  *  (cos  A —  1)  devant  cos  x  sinA. 

f 
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lorsque  ccccc  derniàre  change  seule  ;  et  J^  esc  la  limite  analogue  i 
regard  de  y. 

95.  La  théorie  des  équations  différentielles  s'accorde. aussi  avec  la  re- 
cherche des  limites  ;  car  si  dans  Téquation  f  {xyy)  =  o,  on  met  x  ^h  au 
lieu  de  jr  et  j/  -4-  A:  au  lieu  de  y  ,  elle  devient  f(ji:-|-A,y-|-Â:)^=o, 
et  en  retranchant  la  proposée  5onaf(;i:-+-A,y-f-A;  —  f(Ar,^)==oj 
résultat  qui  est  toujours  de  la  forme 

Divisant  par  A,  on   trouve 

h  A 

ce  qui  donne  —  = ^!^  ;  mais  lorsque  k  et  A  sc- 

vanouissent ,  la  limite  du  rapport  —  devient  alors    -21  =rs  —  , 

h  d  X  N 


d'où  n  suit  Ndy-\^Mdx  =  o.   On  étendroit  aisément  ces   con- 

r 

^dérations  aux  ordres  supérieurs  au  premier. 

^6.  On  ne  manquera  pas  d'observer  que  puisque  Texpression  |  est  in- 
^déterminée ,  le  rapport  .  doit   être  indéterminé  ,  lorsqu'on  suppose 

k^=so  et  A  =3=0.  Telle  est  l'objection  qu'on  fait  contre  la  méthode 
jdes  limites  ;  mais  elle  me  semble  facile  à  détruire  y  car  je  ne  vois 
pas  qu'on  ait  besoin  de  considérer  le  rapport  des  accroîssemens  k 
et  A  lorsqu'ils  s'évanouissent,  ni  de  chercher  à  concevoir  comment 
les  quantités  peuvent  garder  un  rapport  lorsqu'elles  cessent  d'exister. 
La  limite  d'un  rapport  n'est  point  le  rapport  lui-même;  mais  une 
quant'ué  donc  il  peut  approcher  d'aussi  près  qu'on   voudra.  Or  cela 

est  exactement  vrai  i  l'égard  du  rapport  -  ,  sans  que  A  ni  A  soient 

A 

mils,  ainsi  l'objection  n'attaque  donc  point  le  calcul  des  limites  en 
lui-même.  On  verra  dans  la  suite  qu'elle  n'a  pas  plus  de  prise  sur  ses 
applications  puisqu'elles  n'ont  pour  objet'  que  de  comparer  des  rap- 
ports de  lignes  ,  qui  peuvent  différer  au5si  peu  qu  on  voudra  de  ceux 
qu'on  cherche,  et  que  les  Géomètres  andens^  sur  l'exactiiude  desquels 

on 
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ùti  n'élève  aucun  doute,  ont  toujours  regarde  comme  égales  deux 
grandeurs  dont  la  différence  étoit  moindre  qu'aucune  grandeur 
donnée. 

Oa  pounroit  donc  envisager  le  Calcul  différentiel  comme  ayant 
pour  objet  la  recherche  des  limius  des  rapports  quont  entr^tux  les  ac^ 
craissemens  des  quantités  variables  ^  lorsqu^on  connoit  les .  relations  de  ces 
quantités  y  et  sous  ce  point  de  vue  ses  résultats  seroient  encore  in^ 
dépendans  de  la  valeur  particulière  des  accroissemens. 

97.  Leibnitz ,  Tun  des  inventeurs  du  Calcul  différentiel ,  Ta  pré- 
senté d'une  manière  moins  rigoureuse  que  les  précédentes  ,  mais 
cependant  plus  commode  dans  les  applications ,  et  que  par  cette 
raison  il  est  bon  de  connoître.  Il  suppose  que  les  quantités  va« 
riables  prennent  des  accroissemens  îpfiniment  petits  et  tels  qu'on 
doit  les  négliger  vis  -  à  *  vis  des  grandeurs  finies  >  en  sorte  que  ces 
accroissemens  ne  peuvent  jamais  être  comparés  qu'entr'eux  ;  il  forme 
ensuite  cette  demande ,  qu^on  puisse  prendre  à  volonté  tune  pour  Vautre 
deux  grandeurs  qui  ne  différent  entr  elles  qui  éCune  quantité  infiniment 
petiu  ;  d'où  il  résulte  qu'il  faut  supprimer  dans  le  développement  des 
accroissemens  des  fonctions ,  toutes  les  puissances  de  dx^  dy  ^  etc; 
supérieures  à  la  première*  Ainsi  pour  obtenir  la  différentielle  de  xy, 
.  ayant  développé  le  produit  (a:+  ^x)  (y  +  dy)  =xy+x  dy 
+  ydx-}r  dxdy  y  et  retranché  ensuite  la  fonction  primitive  Jtry,  il 
rejette  le  terme  dxdy^  comme  étant  infiniment  petit  à  l'yard  des 
deux  autres 9  ce  qui  donne  d.xyr=.xdy  -^cydx. 

En  effet ,  dxdy  peut  être  considéré  comme  le  quatrième  terme 
de  cette  proportion  iidxiidyidxdy;  donc  si  ^jt  est  infini- 
ment petit  par  rapport  aux  grandeurs  finies  de  la  même  espèce  que 
1  unité  9  c'est-à-dire ,  s'il  est  contenu  un  nombre  infini  de  fois  dans 
l'unité,  dxdy  sera  contenu  de  même  un  nombre  infini  de  fois 
dans  ^jt: ,  ou  dans  dy. 

La  règle  de  la  différentîation  de  xy  conduit ,  ainsi  [qu'on  l'a  vu 
n^.  16  et  17 ,  aux  différentielles  de  toutes  les  fonctions  algébriques  ^ 
et  pour  les  fonctions  transcendantes ,  la  suppositidn  des  accroisse- 
mens infiniment  petits  lève  beaucoup  de  difficultés  :  dans  le  cas  des 
fonctions  circulaires ,  par  exemple ,  elle  permet  de  considérer  l'arc 
Calcul  différentiel.  '  B  b 


\ 
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comme  ne  différant  point  de  son  sinus ,  et  le  cosinus  comme  ^gal 
au  rayon. 

L'homogénéité  des  expressions  différentielles  est  une  suite  nécessaire 
de  la  méthode  de  Leibnitz  ;  car  d'après  la  remarque  faite  ci-dessus,  à 
regard  de  dxdy  y  il  ne  peut  rester  que  des  termes  du  degré  le  moins 
élevé  ;  tous  les  autres  doivent  être  négligés  vis-à-vis  de  ceux-ci. 

En  passant  au  second  ordre,  Leibnitz  regarde  les  différentielles 
secondes  comme  infiniment  petites  par  rapport  aux  différentielles 
du  premier ,  et  par  conséquent  comme  homogènes  on  comparables 
aux  quarrés  de  celles-ci.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  supposition 
est  une  conséquence  nécessaire  de  celle  qui  a  été  faite  à  l'égard 
des  différentielles  du  premier  ordre;  car  si  dans  Mdx  +  Ndy j 
par  exemple,  on  fait  varier  en*  même  tems  que  dx  et  dy,  les  x  et 
les  y  contenus  dans  M  et  dans  A",  on  aura  un  fésultat  de  la  forme 
Md^xi-Ndy+Pdx^-^Qdxdy  +  Rdy^i  maisix*,  dxdyetdy^^ 
sont  infiniment  petits  à  l'égard  de  dx  et  dy ,  il  faut  donc  pour  l'ho- 
mogénéité que  d^x  et  dy  soient  infiniment  petits  par  rapport  à 
dx  et  dy. 

Il  suit  de  là  que  pour  trouver  tes  différentielles  secondes  ^  troisièmes  ^  étî; 
il  faut  regarder  Us  différentielles  comme  de  nouvelles  variables  qui  ont 
elles-mêmes  leurs  différentielles  placées  dans  tordre  supérieur^  et  rijetur 
du  résultat  tous  Us  termes  qui  seroient  (tun  ordre  plus  éUve  que  celui-là.    * 

C'est  de  ce  petit  nombre  de  règles  que  se  déduisent  ks  divers  pro- 
cédés de  la  différentiàtion ,  et  on  voit  qu'elles  renferment  toutes^ 
celles  que  nous  avons  déjà  données.  Les  considérations  qui  vien- 
nent de  nous  y  conduire  méritent  d'être  remarquées  ,  parce  qu'elles 
peuvent  être  très-commodes  dans  les  applications  ;  elles  ne  doivent 
d'ailleurs  avoir  aucune  obscurité ,  d'après  les  principes  développés 
dans  le  cours  de  ce  chapitre. 

Je  ne  parlerai .  point  ici  de  la  théorie  que  Nevton ,  qui  partage 
avec  Leibnitz  la  gloire  d'avoir  découvert  le  Calcul  différentiel  et 
le  Calcul  intégral ,  a  donnée  de  ces  calculs  ,  parce  qu'elle  tient  à 
la  considération  du  mouvement  qui  est  étrangère  à  l'analyse  et  à 
la  géométrie. 


I 

I 
f 
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■É-MM^ 


I     y» 


CHAPITRE    IL 

Des  principaux  usages  analytiques  du  Calcul  différenticL 
98.  Le  procédé  dont  nous  avons  fait  usage  dans  l'Introduction      Du  déycloppc- 

^  ment  des  fonctions 

(  n^.  zo  ) ,  pour  développer  la  puissance  n  d'iin  polynotne ,  peut  en  séries. 
se  déduire  aisément  des  règles  du  Calcul  différentiel  ;  car  si  on  re- 
présente  ce  polynôme  par   *  +  j8;c  +  >a;*  +  <r;i;^  +  t;i;^    etc.    et 
qu'on  fasse 

en  prenant  la  différentielle  logarithmique  des  deux  membres  de  cette 
équation  (  n®.  20  ) ,  on  trouvera,  après  avoir  divisé  par  dx^ 
i»(i84-2.>^+3J'^.*+4«y^  +  etc.)_     B'\-%px-\-'^Dx^^j^x^^ttc.    - 
€t+i8Jt4->x*+(rA:^  +  tAr*+eiç.  ~  A+Bx^Cx^'  +  Dx^-^-Ex^+ttc. 
En  faisant  disparoître  les   dénominateurs,  et  en  égalant  enseml}Ie 
les   termes  qui  multiplient  la  même  puissance  de  x  dans   chaque 
membre,   on  trouvera  les  mêmes  équations  qu'à  la  page  31^  en 
changeant  toutefois  ce  en  ^ ^  )3  en  ^,  >  en  ^,V  en  ^,  een^^etc; 
Le  premier  coefficient  reste   indéterminé  'dàW  ces  calculs;  mais 
il  est  aisé  de  voir  qu'en  faisant  :r  =  6,  on  aura  a^=A. 
Soit  la  fonction  plus  générale. 

■(*4-i8^  +  7^*+/^^'+tA^  +  etC.>'         ^'.»  ^..     r^3.    r.^. 

en  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  de  cette  équation, 
il  viendra 

OT 1  (* + j8  A? + >*• + î^x' + »  A^  etc.)—»  1  («' + /8  V + r '** + ^'x^ +tx*+ etc.  ) 

On  trouvera  ensuite  par  la  différentiation , 

m(^  +  i>x  +  3  JVc' + 4tP + etc.)    n(0'+ 1^^+  3«^'^*+4«V+etc-)  _ 

*+fix+yx*  +  S^X^  +  tx*+ttC.       ct+li'x+y'x*+S''x^  +  tx*  +  ttC~ 

_    B  +  iCx+jDx^+^Ex'+etc.  , 
A+3x+Cx'+  Dx? + ^A^ + etc.* 

Bb  X 
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En  réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur ,  transposant 
tous  les  termes   dans  un  seul  membre  ,  et  égalant  séparément  à 
zéro   le  coefEcîent  de   chaque  puissance  de  x^  on  obtiendra  les 
équations  suivantes  dont  la  loi  est  facile  à  saisiK 
HA  B  +  nAfi^'\ 


yaD+( 


+  (rn—rn)(iy'\ 


A=o 


Cts   équations  ne   déterminent  point   îe   premier  coefficient  A^ 


.m 


mais  en  faisant  :r=o,  on  a -7-  :=A^ 


).  La  méthode  que  nous  avons  employée  dans  les  deux  exemptes 
jprécédens ,  consiste  à  faire  disparoître  les  puissances  indiquées  par 
té  moyen  des  logarithmes  doiit  on  se  débarrasse  ensuite  par  la  différ 
fentîation  ;  mais  puisqu^ôn  peut  faire  disparoître  aussi  les  trans«- 
eendantes  d'une  équation  en  la  combinant  avec  ses  difFérentîelles 
C  ^^-  5  3  )  >  ^^^?  n'empêche  qu'on  ne  leur  applique  cette  même 
méthode^ 

L'une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est  1  (a + fix+yx"" + S'x^+etc); 
si  on  représente  son  développement  par  A+Bx+  Cx^+Dx^+  etc. 
et  qu'on  prenne  la  différentielle  àt  Téquatîon 
iQt+fix+yx^+fx^+ttc.)=A+Bx+  Cx'+Dx^-i:  etc^ 
on  trouvera 

li+iyX'^7S'x*  +  etc.       ^  ^ 

n  +  lix+yx^'+f^x^+^tC.  .  ^ 

et  oa  déterminera  les   coeffiçîens  A,  B ^  Cy  D y,  etc.  comme  à 
rordînaire*. 

Pi-enons  encore  pour  exemple 
fifl  C*+i**+>*''+^^^  +etc.)==^+iff  jt+Cit*+i3Jt^'+^**+  etc. 
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et  faisons  pour  abréger  eL+fix+yx''+  S'x^+ttc.=u'\ 

j4+£x+Cx''+Dx^+etc.=yy 

il  en  réfultera  j^  =  sîn  1^ ;  et  en  différentiant  il  viendra  dy:=ducosu. 

On  pourroit  éliminer  cos  u  au  moyen  de  Téquation cos u=^^  V  i— sina% 
qui  donne  cds«==v  i — -j^*,  et  on  auroit  alors  dy^s=du\/i — y* i 

mais  il  faudroît  encore  faire  disparoitre  le  radical  dans  cette  équa- 
tion. Pour  éviter  ces  inconvéniens  on  difFérentiera  une  seconde  fois 
l'équation  dy=du  cos  Uy  et  il  viendra  dy^d^'iicos  u — du^slnu  ; 

■  d  y 

mettant  poiu:  sin  u  et  cos  u  leurs  valeurs  y  et  -p  ,  on  aura- 

du 

ély 
J!*j^  =  -_^V — ydu'yOW  dud^-y — dy d^'u-^-ydn^^z^Çf^ 
du 

II  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  y  ^  dy  ^du^d^Uy 
du?  >  leur  valeur  ;  or  y=A-\-  5  x  +  C*;t*  +  2>  jc^  +  et<:.  donn« 

^j^=(^  + 1  C;k"  +  jZ?a;*  +  etc.y  Jt: 

^j=       (iC'}r^*lDx+tiC.)dx^ 
et  pour  ne  pas  m'engager  dans  de  trop  longs  calculs ,  je  réduirai 
la  fonction  proposée  à  sîn(fit  +  ^x  +  >jc*),  en  faisant  «r,t,  ctc.=o^ 
I>ans  ce  cas  particulier  </tt  =  (i8+i^x')^jcr 

d^U:=zXydx^  ,  du^=ifi'^\■'6^^yX^l^(èy-X^+%y^X^)dx^ir 

au  moyen  de  ces  valeurs  l'équation  ^«i*y — dy^U'\-ydu^-=^o  de- 
vient divisible  par  dx^  et  en  l'ordonnant  par  rapport  à  a:^  elle  prend! 
la  forme  suivante  r 

a^C+6iBDx+i2  jg'  J?;t»4.  etc.^ 
+  4>  Cx-^ix  y  Dx^+  etc., 

'+  i8  ^^+  6fi^yAx+  1 1  fiy^Jx^  +  etcl  _ 

+  li^Bx  +   6,li''yBx^+  etc.?  "" 

+  li^Cx^+  ctcj 
— •1>-B— 47  Cr —  6  y  I>x^ — etc. 

En  égalant  à  zéro  Tes  coefficiens  de  chaque  pufssance  de  at,  on) 
obtiendra  les  équations  qui  déterminent  C,  2),  -E,  etc.;  à  TégarA 

ieAet  B  ^  il  faut  recourir  aux  éqiiations  v:=  sin  x^  et  -f^  =  coa  u^ 

du. 
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Quand  on  suppose  ;c  =  o,  la  première  donne  -4=sinot,  et  la  se- 
conde -ff  =  cos  * ,  parce  qu'alors  j  se  réduit  à-^,  uk<t^dy  k  B  dx^ 
et  du  à  fidx, 

100.  Le  théorème  de  Taylor  offre  un  moyen  aussi  simple  qu'élé- 
gant de  réduire  les  fonctions  en  séries,  et  voici  comment: 
Si  on  représente  une  fonction  quelconque  {(x)  par  j ,  on  a  (n^.  11.) 

f(:^+A)=y+/-+^ +/l +  .— , +  etc. 

"^       .  dx  \       dx^    1.2      dx^  i^x.-^      ^x*  1.2. 3. 4 

En  faisant  :c=o,f(Ar+A)se  change  en  f( A ) ,  et  en  désignant  par 

r,  Y' y  Y\  Y"\  etc.  ce  que  deviennent jk,  -j-  ,  -jr*  >  "T^"  >  ^^c-  ^^"^ 

cette  hypothèse ,  on  aura  f  (A)=  r+  F-  +  Y' +.  Y" + etc; 

Cette  équation  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  A  ,  on 
pourra  écrire  x  au  lieu  de  &  ^  ce  qui  ne  changera  rien  aux  quantités 
y,  Y\  etc.  qui  ne  contiennent  point  cette  lettre ,  et  on  aura  alors 

f(:c)=r+r-+r'^-^  ^y"'-^ — +  etc. 

I        1.2         1 .2.3 

Les  opérations  que  nous  avons  faites  sur  la  série 

dy     h        i'y      A* 

y  •\-  -^ h  —7-7 V  etc.  pour  parvenir  à  la  précédente ,  se 

dx    I  dx       1.2 

réduisent  à  supposer  :r  =  o  dans  les  quantités  j^ ,  —,  — ~-  etc. 

et  à  mettre  ensuite  x  au  jieu  de  A;  nous  pouvons  donc  écrire  doré- 

/•/    \          .  ^y  ^       ^*y     ■*^*        d?y      x^ 
navant  f(:c)=y +  -- +  "tt +  -ri +,etcen 

dx     I  dx*"      1  .2  dx^     1.2.3 

nous  rapp.ellant  qu'/7  faudra  foin  :v  =  o  dans  la  -fonction  y  et  dans 
chacun  dt  ses  coefficiens  différentiels.  Quelques  exemples  vont  éclaircîr 
ceci. 

10 1.  Soit,  i^.  jK  =  û'la  fonction  à  développer;  lorsqu'on  fait 
jt:  2=  o ,  on  a  a'=  ^^=  1 ,  d'oîi  F*=  i  ; 
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déplus-  ^-i^=tf,ltf        J  Ir'  =\a 

II 

^AT*  ^    >  donnent  (  ^     ^ 

etc.                    j              \ctc. 
par  conséquent  a*=i  4- 1  ^  -  +  (U)* (- (1  tf)^ [.  etc. 

I  I«2  I  •  2  •  3 

ICI.  Il  est  aîsé'de  s'appercevoîr  par  ce  procédé,  qu'on  ne  sauroit 
développer ,  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  jr ,  une 
fonction  qui  seroit  telle  que  les  quantités  7,  F,  F',  F",  etc.  de- 
viendroient  infinies.  Si  on  avoit ,  par  exemple  ^  y=\x  ^  dans  ce 

cas ,  —=—,  — ^  = -,  —^  =  — ,  etc. ,  et  la  supposition 

dx      X      dx^  X      dx^         x^ 

de  jc  =  o ,  rend  ces  quantités  infinies  aussi  bien  que  y.  Nous  remar- 
querons .en  passant  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  toutes  les  quan- 
tités r,  F,  T\  etc.  deviennent  infinies  à  la  fois  pour  que  la  réduc- 
tion en  série  ne  puisse  avoir  lieu  dans  la  forme  supposée;  nous 
reviendrons  sur  ce  sujet  et  nous  ferons  connoître  à  quoi  tient  la 
difficulté. 

Si  on  s'étoit  proposé  j^  =  1  (^  +  jc)  on  auroit  eu 

F=tf,F=-,F^=~4»   r^''=4-etc. 

U  A  A 

KV              a                        X                  ^      X                               X 
a-\-x)=\a-\ 1 etc.- 

103.  Oi\  appliquera  sans  peine  aux  fonctions  sIuat  et  cos^t: ,  le 
procédé  que  nous  venons  d'exposer  ;  on  trouvera  pour  la  première 

r  =  o ,  r  =  I ,  r'=o ,  r"= — i ,  etc. 

d'où  sin  X  =a? 1 — etc.  ^ 

1.2.3      1.2.3.4.5 

et  pour  la  seconde  r=i ,  F=o,  F'==— i ,  Y'"—  0  etc.. 


AT*  x^ 


d'où  cos  AT  =  I 1 etc., 

J.2         1.2.3.4 

résultats  conformes  à  ceux  du  n^«  3  5  <l6  Tlntroduction, 


2O0        Ch.  il    Usages  analttkiu es 

Soit  encore  à  développer  sin(«+j84:+7:r*  );  on  aura 
j'  =  sin(<je+i8Ar+>jc*)  /  "X  (Y  =sîn« 

-^=(j8+a5,x)eos(*+i8Jir+9'*')  f  eten  V'=^cos«»       v 

„  >  faisante 

etc.  J  V  etc. 

104.  Si  on  représente  par  y  un  arc  de  cercle  dont  le  sinus  soit  x  \ 

dx 
on  aura  Téquation  différentielle  dy  =  —  ,  qui  nous  conduira 

Vl—x* 

au  développement  de  Tare  suivant  les  puissances  du  sinus.  En  effet  ; 
on  en  tirera 

Jy      _JL_i-  J^y  X 

</*         Kl— X»  </** 


5 


(  i-^) 

4rV      3.3  ^iiLiifl^liliTf;^,,^^ 


1. —  ^ 


En  faisant  a:=o  ,  on  trouvera 

r=o ,  r=i ,  r"=o,  r"'=i ,  r'''=o ,  r''=3 . 3  ;  etc. 


s 


3-3^' 


et  par  conséquent  y=;l:^ H  ■■ H  etc.;  mais  nous 

'^  I  .a. 3      1 .1.3  «4.  5 

pouvons  obtenir  immédiatement  le  terme  général  de  cette  suite  ^^  en 

dr^^y         I  I 

observant  que  j^^^'T^  ^*     ; =:^  î  car  l'expression  gêné» 

▼  I— •^* 

*  I 

raie  de  rf*.  — ,  donnée  page  131,  s'anéantît  lorsqu'on  sup- 

r    I— Jlr 

pose  x=io\  toutes  les  fois  que  le  nombre  n  est  impair  ,  et  lorsqu'il 
est  pair  ^  elle  se  réduit  à  son  dernier  terme  ^  qui  devient 

ill4:Z:Ji:i£ZLi);,(;,_x). ..;.,,  en  effaçant  les  facteurs 

communs 
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communs  au  numérateur  et  au  dénominateur.  Le  ^rme  général 


dx"+^  j.i.^  ...(/î+i  ) 


,  de  la  série  cherchée ,  deviendra  donc  ,  en 


d^^y  II 

mettant  pour  -r--^  la  valeur  de  -—  d!". — rfu'on  vient  de  trou- 

^        dx^"-  dx^      \/i—x* 

i.3.5,7...,(/2-Ti)x*+*  . 

ver ,  —     ''  — ^^^ — j^ — r-  :  on  voit  d ailleurs  que  n+  i  sera 

2.4.6.8  ..•.fï(/Z+  i)  ^ 

nécessairement  un  nombre  impair. 

En  écrivant  sin  y  au  lieu  de  x ,  et  en  donnant  à  n  les  valeurs  suc* 
cessives  o ,  1,4^6,  etc.  on  formera  la  série  suivante  : 

sin  y^    .    2  sin  v^     i .  <  sin  y'     ?  •  Ç  .  7SÎn  y» 

2*3        2.. 4. 5      2.4.6«7     2.4.6.9.9 

La  manière  dont  nous  y  sommes  parvenus  a  l'avantage  de  faire 

connoître  la  loi  que  suivent  ses  termes,  et  qu'on  n'àppercevoit 

pas  d'abord  par  le  procédé  du  n^.  35  de  l'Introduction. 

C'est  par  cette  série  que  Newton  a  calculé  la  longueur  de  la 
circonférence.  En  faisant  sin  y  =  i ,  elle  donne  l'arc  de  90*^  ^=: 

1+^ + — ^—+ ^ +  I   g      +^^<^- 

2.3      2..4.5        2.4.6.7       2.4.6.0.9 

i  •  . 

Sx  on  supposoit  siny  = — ,  on  auroit  alors  l'arc  de  30''  par  une 

2 

série  encore  plus  convergente  que  la  précédente ,  car  on  trouveroit 

arc  de  ^^0^=1-+^+^^^+      ^^^   '+^J'\Z     +  «^c; 

2      2^.  3'    ^*4«5     2  •4*0.7     2   «4«o«o«9 

On  parviendroit   à  connoître  la  longueur  de  la  circonférence 

entière  9  en   multipliant  le  premier  résultat  par  4^  ou  le  second 

par  12. 

105.  Passons  à  la  recherche  de  Parc  par  sa  tangente;  en  nom« 

dx  . 
mant  y  l'arc  et  x  sa  tangente ,  on  a  ^y  = r- ,  d'où  U  suit 

dy_     1         d^y  _         IX        d^y  _  2  Sx* 


dx       i  +  x"  dx'  {i+x'Y*  dx^~       (i+x*y-(i+xy 

d*y  _     14X  4Sx^       J?y  _     14  a88y*        '^%4x*- 

A*~(i+jc*)'    {}\xy^  d)^.  ~(i + x*y  ""  (i + ^'y  "*"  (i + *•)' 

jC»A;«/  difflrmtiel.  Ce 


etc. 
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et  en  faisant  *  =  o ,  on  trouve 

r=o,  r'=i ,  Y"=o,  Y"'=—i,  Y'^=o,  r'=z.3.4,  etc.: 

on  a  donc  y=x 1 —etc. 

La  loi  se  manifeste  dès  les  premiers  termes  ;  mais  pour  s'assurer 
qu'elle  est  également  observée  dans  les  suivans ,  on  aura  recours , 
si  l'on  veut ,  à  la  formule  du  n°.  35,  qui  exprime  la  différen- 
tielle n"""  de  la  fonction  (^a  +  l>x  +  ex')'.  En  y  supposant 

r  =  —  1,  tf=i,  i=o ,  c=i,  elle  donnera  la  valeur  de^T.  ^  .  ^,  (*)» 

(♦)  Je  croîs  devoir  faire  remarquer  que" si  dans  l'équation  — r=^  __:_ ,  on 
réduisoit  —         -  en  série,  on  anrolt 
,        .x-^_, Jal^Lk^+'-J-^-b etc. . .  +''^'"      l    *-+  etc. 

/  ,_^.^-4_,  ■  i^»4..Lil.x4+.LJ^p.4. . . .  4-'  •  ^  •  ^  '  •  •  •  ^  ""~^ W  etc; 

^1— X;      —  ^a  2.4  2.4.6  2.4.6......  /ï 

En  représentant  par  ^ ,  i? ,  C, ....  iV,  O  les  coefficiens  des  termes  de  cette  série ,  on 

^^  £y  =r:i  +A x''+Bx^+Cx^+. . . .  +Nx»+  etc.  et  en  difFércntlant  il  viendra 

dx 

tï:=2A  x+aB  x^+6Cx^+.  . . .  +Nx'^i+  etc. 
dx'' 

^=1^+3 .  45x»+ J .  6.  C*<+ . . . .+(«— j)'«iV*»-«+  etc. 

^IÎ^=....;:....i.a.:;-.nJV+a. 3..:. («+00*+ etc.  Lorsque*»; 

tous  les  coefficiens  d'un  ordre  pair  disparoissent ,  et^-;^  se  rWurt  à  i .  a . . .  « .  iv  : 

•^  .    .    j     •'V^*»+'  i-SS'(«— t)x'>^' 


'^<>-z^rr:::(M:r)^^'^'^-Tfr'''"T^r67^        - 

tn  mettant  pour  N  sa  valeur. 

En  réduisant  en  série  le  binôme  {i+x^)"'  dan*  l'équation  j^—'^If^;;  »  ^"  *"'* 

Ar==fci ,  selon  que  -  sera  un  nombre  pair  ou  impair ,  et  le  terme  généra     ^^  ^ 
deviendra  ±  ■    .  ;* 
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io6.  Il  n*est  pas  aussi  facile  de  trouver  le  terme  général  de  la 
série  qui  représente  le  développement  de  Tare  suivant  les  puissances 
de  sa  tangente }  car  en  rienversant  les  dénominations  y  c'est-à-dire  ^ 

dy 

en  appellant  x  Tare  et  ^^  sa  tangente ,  on  a  ^ar=: — =^-y-  et  par  consé- 

dy  dy 

quent  —  =  i  +  j^*  :  l'expression  de  -~—  dépend  donc  alors  de  la 
fonction  y  elle-même, 

dy 
Lorsqu'on  fait*  a:=o  ,  on  a  y^=o  et  -j-  =  i  : 

dx 

à  l'aide  de  ces  valeurs  et  en  différentiant  plusieurs    fois  de  suite 

dy 

1  équation —'=1+^»,  on  trouvera 

dx  " 

dy     ^  ^y     _  d^ 


=0,  --7-r=*f  -7^=o 


dx''         '  dx^  ^  dx^ 

é^y  .  d^y  d^ 

^TT—^^9  •~rT=^>  -7^^=172 ,  etc. 

dx""  '  dx^  '  dx^         ^    ^ 

.  X  ix^  16  x^  lyz.AT' 

donc>'  =  — I + \^ (■ — -  etc: 

I       1.2.3       1.2.3.4.5       1.2.3.4.5.6.7 

Pour  trouver  le  terme  généfal  de  cette  série,  îl  faudroit  connoître 

l'expression  de  ^".(  i  +  j'*) ,  au  moins  dans  le  cas  de  x=o  ;  mais 

on  voit  qu'aucune  différentielle  de  y  ne  pouvant  être  prise  pour 

constante,  l'expression   cherchée  doit  les  contenir  toutes  jusqu'à 

celle  de  l'ordre  n  inclusivement  ;  on  ne  peut  donc  de  cette  manière 

exprimer  le  coefficient  -—^  qu'au  moyen  de  tous  ceux  qui   le 

précèdent. 

Je  ne  m'arrêterai  un  moment  à  cette  recherche  que  parce  qu'elle 
me  fournira  l'occasicA  de  faire  connoître  deux  résultats  différentiels 
remarquables  par  leur  forme. 

107.  J'observe  d'abord  qu'on  a  <i*(i+^*)=^.y=^(j^.^),  et 
que  c'est  la  réduction  des  termes  semblables  qui  empêche  de  recon- 
noître  la  loi  de  formation  des  différentielles  successives  de  y*.  Pour 
éviter  cette  réduction ,  je  suppose  qu'on  ait  yi^M  lieu  de  y*  i  alors 
en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  ^  je  trouve 

Ce    2 
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^"^  ^y  i=y^\+  idyd^  +i^y 

^^  -y  i=y^i  +  3  ^y^\ + 3  ^i^^y + i^y 

d^  .yi=yd^i+4dyd\+6dyd^l+  ^di^y+ld^ 

+  etc. 

L'analogie  de    ces  formules  avec  les  puissances  du  binôme  est 

sensible  9  et  on  la  rend  tout  à  fait  évidente  par  un  procédé  sem* 

blable  à  celui  du  n^  31*  En  effet,  soit 

d\  y  i=:y  d"  i  +A  dy  d''-'  i  +  B  dy  d'^^  l  +  Cd^yd'^l+  çtc.  ; 

A  y  B  y  C  y  etc.  étant  des  coefficiens  constans  ;  si  on  différentie 

cette  équation  il  viendra 

dr^'y[=yd^-^^[jÇ-A'kdyd^[Jr  Byd^y(^\+  CyjPyd^-^i  +  etc. 

et  on  voit  par-là ,  comme  dans  le  n"".  cité ,  que  les  coefficiens 
A  y  By  C,  etc.  se  forment  ainsi  que  ceux  des  termes  correspondans 
des  puissances  des  binômes  ;  on  aura  donc 

d^.y [z=iyd^\ -1- ILdyd'^^:^  +    n\^n—\^  dyd''-^  +  etc. 

I  I  •  1 

Le  développement  de  (di+dyy  donnera  donc  celui  de  ^^yi^  ca 
appliquant  à  la  caractéristique  ^^les  exposans  que  portent  les  ^{  et  les 
i/y,  et  en  observant  que  d°y=y  et  d^i={. 

On  tireroit  l'expression  de  </*.j^rtf  de  ccUede  d^*yiy  en  substi* 
tuant  tuà  letd.tUyd^.tUyd^.iu  etc.  kd^,  d\ ,  d^i  etc.  ;  on  trou- 
veroit  ainsi  un  résultat  parfaitement  analogue  au  développement 
du  trinôme  {y  +  t  +  u)". 

Cela  posé ,  si  dans  d^.y  {  on  fait  ^  =y ,  on  aura  Texpresçion 
de  d^.y^i  et  il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  également  éloi- 
gnés des  extrêmes  de  la  formule  devieadront  égaux  entr'eux:  or 
le  nombre  total  de  ces  termes  étant  n+  i  ^  il   est  évident  qu'il 

Il  "4"  I 
suffira  de  prendre  deux  fois  la  somme  des premiers  termes  pour 

avoir  la  valeur  de  toute  la  formule ,  si  n  est  impair.  Mais  lorsque  n 
est  pair  ^  elle  contient  un  terme  moyen  qui  occupe  le  rang  marqué 

par H  I  et  qui  n'est  point  répété,  on  doit  donc  alors  prendre 
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le  double  des  —  premiers  termes  et  y  ajouter  ce  terme  moyen. 

io8.  A  l'aide  de  ces  considérations ,  et  en  vertu  de  l'équation 
-^  =1 4- V*  qui  donne  — -x-=  ■     ,       -="7^  »  on  formera  suc- 

d*Y       iPy       dW       S  y 

cessivement  -7-=^  >    ,  ,  >  ■  ,  ,  ,  -t^-  etc.  Mais  en  faisant  ^=0  tous 

dx""   '   dx^       dx^  '  ^AT^ 

les  coefHciens  différentiels  d'un  ordre  pair  s'anéantissent ,  et  il  ne 

reste  que  ceux  qui  sont  d'un  ordre  impair  ;  en  substituant  donc  les 

lettres  Y\  Y'\  Y'"  à  chacun  de  ces  derniers  on  trouvera 

Y^  ^x.^Y'Y'' 


1.1.3 

1.1.3 

I.1.3  1.2. 3.4.5 

On  aura  en  général 


(  1.2.3  1.2.3.4. 5  3 

Il  faudra  avoir  l'attention  de  ne  pousser  cette  série  que  jusqu'au 

terme  dont  l'indice  est 1 ,  si —  est  un  nombre  pair;  et  dans 

2  2 

le  cas  oii  —  seroit  un  nombre  impair  ^  comme  on  tomberoit  sur  le 

terme  moyen  dont  on  a  parlé  plus  haut ,  il  ne  faudroit  prendre 
que  la  moitié  de  son  coefficient.  Tout  ceci  est  analogue  à  ce  «qui 
a  été  dit  relativement  aux  séries  des  sinus  des  arcs  multiples  dans  le 
n%  42  de  l'Introduction  y  et  sera  facilement  entendu  par  ceux  qui 
prendront  la  pebe  de  développer  les  formules  qu'on  a  supprimées 
,  à  cause  de  leur  longueur. 

'  109.  On  a  vu  danslen"".  92^  que  la  considération  des  limites  pouvoir 
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conduire  à  la  théorie  du  Calcul  difFérentiel.  Cette  théorie  une  fois 
établie ,  on  en  déduit  bien  aisément  les  procédés  qui  servent  à  déve- 
lopper les  fonctions  en  séries  et  le  théorème  de  Taylor» 

SQiXy  =  J+  Bx+  Cx'  +  Dx^  +  Ex^  +  etc.  j 
en  difFérentiant  cette  expression  ,  on  trouvera 


dx 
dx^ 

(Py 


=B'^^Cx+  iDx''+  4£jc'4- etc. 
=  iC  +i.'^Dx  +  3.4£'jir*+  etc. 
=  1.1.3/)     +i.3*4i^^  +  etc. 


dx' 
etc. 

Si  la  forme  de  la  fonction  y  est  connue  d'ailleurs ,  on  aura  en  x  1  ex- 

dy    d^'y    d^y 

pression  des  quantités  y  y  — ,  ■— ; ,  j- 3 ,  etc.  ;  désignant  par 

Y  y  Y'  9  Y"  y  Y"\  etc.  ce  que  deviennent  ces  quantités  lorsqu'on  fait 
;k:=o,  on  tirera  des  équations  ci-dessus,  en  y  supposant  aussi  x=^Oy 

A:=-Y 

I 
C=-^Y'     \  d'où  y=Y^  r'  -  4-  Y'^^  +  F''— fl-  +  etc. , 

1*2  I  I  1.2  1.2.3 

I  I  comme  dans  le  n"^.  loo. 

1.2.3 

etc.  ) 

Si  on  vouloit  développer  la  fonction  quelconque  f  (x  +  A  )  suivant 
leis  puissances  de  A ,  on  feroit 

f(;c  +  A)=:^  +  5A+  CA*  +  2)  A^  +  £A*  +  etc. 
et  en  difFérentiant  par  rapport  à  A  ^  on  trouveroit 

^ — ^        ^=B+iCk+     7Dh^+         4£A'+ etc. 
dfi 

— ^        ^=      iC+a.32)A+     3.4EA*  +  etc. 

via      =  1.1.3-^    +i.3.4£A  +etc 

etc. 
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Mais  si  on  fait  x+  h  =  x\  W  ^n  résultera  f(.r  +  A)  =  f (;tr')^ 
et  on  aura  </•  f  (  ^'  )  =  f  '  (  ^'  )  ^  x\  de  quelque  manière  que  varie  x'  ; 
d  oîi  il  suit  qu'en  faisant  varier  à  la  fois  ;c  et  A ,  il  viendra 
dx^^^dx  +  dh^tx  que  par  conséquent  la  différentielle  complète  de 
f(:r+A)seraf(x^)(^Ar+^/Oour(x  +  A)^^+r(A:+A)^A, 
expression  dans  laquelle  le  coefficient  différentiel  relatif  à  x  est  le 
même  que  celui  qui  est  relatif  à  h.  On  aura  donc 

d£(x+h)       dî(x^h)      ^„       ., 

— jj^ =  —^ =:i\x-\-h)  ;  on  trouvera  de  même 

^i(x±l{)_^ dï\x+h)   _    d(XxJ^h)  _d'£(x+h) 
dh^     ~  dh         ~         dx         ~       dx"" 

«  .„  général  £lk±ÏLj^l^±]Ù. 

^  dK"  dx"" 

r\  1  y     .         d  ((x+h)    d^((xA-K) 

On  pourra  donc  substituer  -: — ^ ^ ,  — j^      9  etc.  à  la  place 

u  X  d  X 

.    d((x4-h)     d'ffx+h)  .. 

oe  — -jT >  — \,^      etc.  ;  faisant  ensuite  a=o  on  trouvera 


dh 

A=  i{x) 

I        d{(x) 

I  dx 


B  = 


C= ^>  et  en  représentant  f  (jtr)  par  jk,  le  développement 


1 . 1        dx' 

I,2.3      .dx^ 

etc. 

de  la  valeur  que  prend  j^  lorsque  x  se  change  en  Ar+ A ,  sera 

dyh       dy       A*  ^y  A^ 

y-^"^ — I — ^ ( i—         -     etc 

dx  1       dx""     i.x       dx^      1.1.3 

comme  il  résulte  du  théorème  de  Taylor. 

1 10.  Proposons-nous  maintenant  ce  problême  général  :  étant  donnlt 
une  équation  à  deux  variables  ,f(;c,y)=:0,  développer  en  série  or'- 
donnée  suivant  les  puissances  de  a:,  ta  fonction  quelconque  F  (jc,y  ). 

Soit  f  {xjy)=zu;  u  sera  évidemment  une  fonction  implicite  de 
X ;  car  si  on  tiroit  de  l'équation  {{x,y)  =0 ,  la  valeur  de  y  pour 
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la  substituer  dans  F  (  :r ,  ^  ) ,  le  résultat  ne  contiendroit  plus  que  la 
seule  variable  x.  On  aura  donc  (  n*.  loo  ) 


X        __..  a;*         _....     x^ 


u=l/+U'  ^^  U' +  ^'' +    etc.  ,   en    désignant 

I  i.i  1.2.3  *^ 

par  Î7,  U\  U" ^  U"\  etc.  ce^que  deviennent  les  quantités 

diti)    d'(u)       d?(u) 
"'  TT  '-77^-'  -77^^^^-  lorsque  .=0. 

Pour  trouver  U^  j'observe  qu'en  faisant  :r=o ,  la  fonction  F(jr,^) 
ou  2^  ^  ne  contiendra  plus  que  la  seule  inconnue^ ,  et  crue  par  consé- 
quent sa  valeur  sera  déterminée  si  on  chasse  cette  inconnue >  ce  qu'on 
pourra  faire  au  moyen  de  l'équation  fÇ^x^y)  =0 ,  qui  dans  la  même 
hypothèse  devient  une  équation  entre  j^  et  des  constantes  seulement. 

d(u)  '    du     du  dy  #f  /*•  •       ^y 

On  a    = 1 ^;  on  se  déb^rassera  du  coefficient—- 

dx        dx    dy  dx  dx 

en  difFérentiant  l'équatipu  ï{x^y)  =0 ,  qui  donnera  nécessairement 

dy            J^i 
un  résultat  de  la  forme  Mdx+Ndy  =0 , dont  on  tirera  —  = ; 

fl  viendra  par  consequ<int  ~— ^  = — -r. 

\  u  X         ax       cLy  pi 

Maintenant  si  dans  cette  équation  on  fait  a:  =0 ,  et  qu'on  y  substitue 
)a  valeur  de  j^  relative  à  cette  hypothèse ,  on  aura  U\ 

Pour  obtenir  U" ,  on  cherchera  d'abord  — ^— ^,  En  difiërentiant 

dx"" 
^      diu\      du     du  dy 

l'équation -j-^  =  T — Vj—r-  y  et  après  avoir  fait  pour  abréger 

dy        ,       ^              d^{u)      d^u         d'u      ,     d'u    .      dudy' 
-p-=v,on trouvera —r^-=—^ — f-i  ^ —  y' A y '* 4- -1- -:i_; 

dx     -^  '  dx"^        dx^^    dxdy^  ^  dx^^    ^ dy  dx^ 

difFérentiant  aussi  l'équation  Mdx-\-hI dy  =^0^  on  arrivera  à  un 
résultat  de  la  forme  ?dx*^  +  %  Q^dxdy  +  Rdy^  '\r  Nd'y=o^ 

N  dy' 

PV  ce  qui  revient  au  même ,  P  + 1 Q^  ' + -R^ * + —7-^-  =?  o ,  et  du- 

dy' 
quel  pn^rcr?  la  yaleur  de  -f^  pour  la  substituer  ainsi  que  celle  de 

dx 

;y'  9  dans  Pexpriessîon  derj^-:  il  ne  faudr?  pas  wWiw  dç  fajre 

^=0 


\ 
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xsssc  après  les  dififérentiations  et  de  substituer  la  valeur  corres^ 

pondante  de  j^.  En  continuant  ainsi  pour  le  troisième  ordre  et  Içs 

suivans ,  on  trouveroit  W'  et  les  coefEciens  ultérieurs. 

Si  au  lieu  d'une  équation  primitive  entre  xçty^  on  n'a  voit  qu'une 

équation  différentielle,  du  premier  ordre  >  on-  pourroit  toujours  trou- 

dy   d^y 
ver  les  expressions  de-7-j  - — - ,  etc.'  en  a:  et  v;  mais  rien  ne  faisant 

dx   dx 

connoître  la  valeur  de  y  lorsque  a;  :p=  o ,  il  faudroit  regarder  cette 

valeur  comme  une  constante  indéterminée  ^  d'oîi  dépendroient  en-^ 

suite  celles  des  quantités  U^U'  yU"  ^ttc. 

En  partant  d'une  équation  différentielle  du  second  ordre  ^  on  ne 

A      •      •  •  dy  " 

connpAtroit  xny^  ni  y^  ,  et  on  ne  pourroit  trouver  que  l'expression 

dfX 

«e-^-jCt  des  coefficlens  différentiels  ultérieurs  en  x  et  j^;  les  valeurs 

de  V  ^  U\  U'^  etc.  dépendroient  doQC  alors  de  deux  constantes 
indéterminées:  _  „ 

.On  voit  aisément  ce  qui  doit  arriver  pour  les  équations  des  ordres 
plus  élevés. 

Si  on  ne  demandoît  que  le  développement  de  j^,  il  suffiroit 

dy      d^y 

de  trouver  les  valeurs  de  -f^ .  --=— ,  etc.  dans  le  cas  de  x:=zo  9  ou . 

dx    dx* 

ce  qui  revient  au  même,  de  former  les  quantités  JT ,  Y' ^  Y\  etç; 

(fi%ioo). 

^  Je  n'examinerai  point  ici  le  cas  o&  la  fo-*  "tîon  qu'on  se  propose 

de  développer  ne  seroit  donnée  elle-mêjie  que  par  une  équation 

différentielle  ;  il  peut  se  traiter  comme  le  précédent ,  et  ils  ont ,  l'un 

«t- Vautre ,  un  rapport  plus  immédiat  ?vec  le.  Calcul  intégral  qu'avec 

le  Calcufdifférentiefi  je  me  bornerai  a  faire  remarquer  que  les  quantités 

indéterounées  -qui  Mtrent  dani  ^es  coefEciens  du  développement, 

dennent  la  place  des  constantes  que  pouvoit  renfermer  l'équation 

primitive  qu'on  ne  connoit  pas,  et  qui  auroieDt  disparu  par  la 

différentiation  (  n^.  1.5  ,  50  ^t  sulv.  ). 

III.  Parmi  les  diverses  formes  qu'on  pourroit  supposer  à  l'équa* 

ti«f  ^  f  (  x,^r)  =s  0 , ,  nous  ^ç^^ 

Calcul  difcrentUL  Va 


/' 
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^  — . j^  +  ^  ç  (^  )  =  o,  *  (j'  )  désignant  une  fonction  de  ^  ^  dé 
constantes  ;  parce  qu'en  y  faisant  j:  =  o ,  elle  donne  la  valeur  de  y 
sans  qu'il  soit  besoin  d'employer  la  résolution  des  équations  de 
degré  supérieur ,  et  que  de  plus ,  la  série  qu'on  en  tire  est  remar- 
quable par  sa  forme  et  par  les  applications  dont  elle  est  susceptible. 

Supposons  aussi  que  la  fonction  u  ^  qu'on  veut  développer  y  ne 
renferme  que  la  seule  variable  j'  ;  on  pourra  la  représenter  par  4  (  J^  )  i 
et  comme  dans  le  cas  de  x  =  o ,  l'équation  proposée  donne  y=^a^ 
4  (^)  se  changera  alors  en  4  (tf)  :  on  aura  donc  £/=  4  (^). 

Puisque  x^  ou  4  (j^)  n^  contient  point  a?^  on  aura  seulement 

dx         ^  ^-^Z  dx* 
mais  en  difFérentiant  l'équation  a  — y  +  A:(_y)=o,iI  viendra 
—dy+x<f'{y)dy^^{y)dx  =  o,..{})f 

d'où  on  tirera  ^  =      ^  ^  ^},  ,  ; 

dx        \-^xp'{y) 

faisant  x'  =  o ,  et  changeant  y  ta  a,  cette  valeur  se  réduira  à  f  («)  en 
même  tems  que  4'  (^ )  deviendra  4'  («)  f  donc  V  7=^-\f  {a)  ^  («). 

diu") 
En  différentiant  -j-^>  on  trouvera  " 

en  différentiant  aussi  l'équation  (i) ,  il  en  résultera 

faisant  or  =  o ,  et  changeant  jr  en  tf ,  la  valeur  de  ^  dans  cette  hypo« 

»    .  dx  ' 


dy 


thèse  sera  i  ^'  {a)  j-  ou  i  ^'(tf)  p  {a)  ;  or  i  ^ 

donc  tr  =  4" (.)  , (.)  .+4'  U) ±*M1  =  ^'^'('^^^'^y 

da  da 

On  aura  ensuite 


*        9 


{*)  Par  ^(tf)»  jWcnds  le  qoarré^c  p{a)^ct  cng6iéral  f  (tf>»t;»(^(i))». 


tPU    CAtÔ&t'iUFFàREifTtEL, 


tu 


on  obtiendra  la  valeur  de  -—•  en  diflférentlant  l'équation  (i) ,  et  le 


dx 


résultat  doAnera  après  avoir  fait  :ir  =  o  et  changé  j' en  «, 


dx' 


dx' 


dx 


î  *'(^)  ^  +  3 ^p'W  -/r==^«*(-^>W+3*X^>W' 


ï=—~^;  substituant  cette  valeur,  ansi  que  cdles  de      et  de  y^> 


dans  Texpression  de  —7"  >  ^^  trouvera 

On  arriverok  de  même  aux  coefEciens  suiyans ,  et  le  résultat  *fintl 
seroit 


^tf 


I«Z 


</a* 


d^AVyp{ay 


I.2.J 


^il' 


I.1.3.4 


etc# 


\ 


1 1 2.  On  pourroit  craindre  que  la  loi  qui  se  manifeste  dans  les  pre-* 
miers  termes  de,  la  série  que  nous  venons  de  trouver ,  ne  s'étendît  pas 
à  tous  ceux  qui  les  suivent  ;  voici  un  moyen  fort  simple  de  s'assurer 
de  la  vérité  de  l'induction ,  et  qui  montre  en  même  tems  le  parti 
qu'on  peut  tiret  des  éqtiattons  données  entre  tes  coefficiens  différentiels 
d  une  fonction ,  pour  réduire  cette  fonction  en  série.  x 

On  a  dû  remarquer  que  les  difFérentiations  indiquées  dans  la  série 

qui  nous  occupe  sont  relatives  ^  a;  mais  en  vertu  de  l'équation 

«  — y'\'X^  (y  )  =  o ,  la  quantité^  peut  être  considérée  comme  une 

fonction  de  a:  et  de  u ,  tfoîi  il  suit  (  n'»  83  )  qu'il  existe  entre 

dy     dy 

—  et  j-  ufte  relation  dépendante  de  la  nature  de  cette  fonction ,  et 

qli'on  trouveroii  en  dîfférentîant  Féquation  ij— ^+^ ♦  (^)  —  ^i 
ou  ce  qui  revient  au  même,j'  =  tf+jrip  {y)  ,  par  rapport  à  :r  et  par 
rapport  à  a.  Au  lieu  de  nous  arrêter  à  celle-ci  »  nous  prendrons  cette 

Dd  ij 


V 


m        Ch.  il  Usages  anâlyti (iubs 

autre  plus  générale  j'  =  F(tf+x^(y)),T  désignant  une  fonction 
quelconque  donnée  ^  et  en  la  difFérentiant  par  rapport  à  ;r  et  par 
rapport  à  ^ ,  il  viendra 

éliminant  ensuite  F'(<i+^<P  (j'))  >  on  trouvera  après  les  réductions  i 

JL  —  ^(y)^z=zo.  Mais  puisque  «,  ou  4(>'  )>  ne  dépend  que  de^, 
dx  da 

du  ày 

on  aura  seulement  —  =4  (j") T~ 

"^^  ^^Vd'oîi  on  tirera 

dudy       dudy  dy  .  ,    ^^y       i^* 

-.  -^  =  o  ;  mettant  pour  -—  sa  valeur  ^  (  j^  )  -t"  et  faisant 

dxda      dadx  dx  '  da 

pour  abréger  ^  (^)  =  ç,  il  viendra  ^_î£=o,ou£=î£: 

du  .  ,     du 

on  pourra  donc  substituer  à  —  la  quantité  {  — • 

Si  on  difFérentie  l'équation  précédente  par  rapport  à  :%' ,  il  viendra  \ 

i  du 

i = — ; .  Mais  la  quantité  7  -r-  n'étant  autre  chose  que 

dx^  dx  ^  ^da 

dy  , ,  dy 

^Cy)4'(y)7^*  c'est-à-dire;  une  fonction  de  j^  multipliée  par  —  ^• 

da  aa 

on  pourra  la  regarder  comme  le  coefficient  différentiel  d'une  nou- 
velle fonction  de  y  que  nous  représenterons  par  u^  >  et  nous  au« 

,    du 

d^7 

du'         du  da  d^v!  • 

rons  alors  •—  =r---et  — — —  =  —7-; — ♦    En  intervertissant 

da         da  dx  dxda  > 

du' 

J^u        d^u'  dx 

Fordre  des  différentîatîons ,  il  en  résultera  — — =--—-  =  — rr^»  ^^ 

*  dx""       iadx  da 

il  faut  observer  que  la  relation  qui  existe  entre  jz^^  J'^^  également 


^ 


DU    Calcul    dif f é^rbn  t iel.  113 

du!  du!  ^     du'  du' 

liea  entre  — —  et  — —  ,  et  que  par  conséquent  — —  =  :;;  — —  : 

cela  est  facile  à  vérifier ,  puisque  u'  représente  une  fonction  de^ ,  et 
par  cette  raison  on  doit  avoir ,  comme  ci-dessus , 

du'      dy  du'      dy  , 

— r ' •—  =  o.  Mettant  donc  dans  l'expression  de 

dx      da  da      dx 

d^u  du'  du'  du' 

-- —  pour  — ; —  sa  valeur  7  —■ —  et  ensuite  pour  — ; —  la  quan- 
dx*    ^  dx  ^    da  ^  da  ^ 

tité  i  -j—  qu'il  représente ,  on  trouvera 

du'  du 

d^u  da  da 


dx*  da  da 

En  différentiant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  ^ ,  on  ob« 

du 

d^.f — 
^u  da  du      du'* 

tiendra  — -^=-- — ; —  ;  faisant  2*  -7-=—; —  et  intervertissant  Tor- 
dx^      '  dxda  da       da 

du'* 


d 


dPu  dPu"  dx 

dre  des  diflférentiations ,  on  aura  -—5-=———= — 7-7-.  Mais  on 

dx        da  dx  da 

du"  du"  .  du"  ^du 

a  aussi  —. —  =  z  — —  et  par  conséquent  — - —  =  r  t"  î  ^^'^^ 
dx  da  dx  da 

jiu 

^^u  *^  da 


dx"  da* 

du 
rf"-'tf  *^     da  du     du"'-!^^^ 

En  général,  si  j^^^      ^^,„     ,  en  faisant  t-'^=-^^> 

on  trouvera =-: =-; — —, —  •  et  à  cause  de 

dxT-       dxda'-"^       da"~'dx   * 

di^»...*-'    du'"'"'—'    du    ,,    .     ,      dru  '^dâ 


dx  Vtf  ^da^  dx^  doT-l 
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,,  du   cP  u       d*^  u 

Mais  les  valeurs  des  coemciens  diffirentiels  -J- , .  • .  -- — prhesdans 

dx    dx        dx"^ 

rhypothèse  de  :r = o ,  sont  aussi  celles  des  coefHciens  U'  W  V' . .  •" 

du  développement  de  la  fonction  0  (  n"".  i  lo  )  ;  on  aura  donc 


'^'-^-fr  .      du  ^  du 

'  du  X  ^  da      x^  ^  da  x' 


u^UAsi- +  -—} ••••+ -1 +  etc., 

*\da   I  da        i.i  da         I.2.3.,.7Z 

en  observant  toutefois  de  substituer  dans  ç  ou  ^  (^  )  et  dans  —  , 

da 

les  valeurs  de  ^  et  de  y-  relatives  à  la  supposition  de  x  i  o ,  et 

da 

qui  en  vertu  de  l'équation  j'=F(tf  +  ji:ç(j^)),  sont  F  {a)  et  F'  {a  ). 

Dans  le  cas  particulier  représenté  par  Téquation  y=ia-\-x<^  (j')» 

on  aura  simplement  >'  =  /fet-p-  =  ï;Z7,  ^et— •  deviendront  res- 

da  da 

pectiVement  4  (<*)  >  ^  (^)  «t  4'  («)  9  et  par  conséquent  le  développe- 
ment de  u  ordonné  suivant  les  puissances  de  a;  ^  sera 


+ 4 


I  da 


-i. 1 —  ^  "^  ' A 

i.i  a  a*  1.2.3  f 


da^'  I.2.3 

comme  on  Tauroit  conclu  à  Tinspection  des  premiers  termes  trouvés 
dans  le  numéro  précédent. 

113.  Cette  série  ,  à  laquelle  le  C  Lagrange  est  parvenu  par 
induction ,  en  développant  les  racines  des  équations  algébriques  litté- 
rales 9  a  été  démontrée  ensuite  par  le  C.  Laplace ,  d'une  ma« 
nière  dont  la  précédente  ne  diffère  que  par'quelques  légers  change- 
mens  que  Tordre  de  cet  ouvrage  rendoit  nécessaires.  Le  détail  des 
applications^  dont  elle  est  susceptible  nous  meneroit  trop  loin  ;  nous 
nous  bornerons  à  un  petit  nombre  d'exemples ,  et  pour  le  premier , 
nous  prendrons  Téquation  «  —  A7+7j'  =  o*  En  1»  mettant  sous 

la  forme  y  =  -  4 — y,  on  pourra  la  comparer  avec  y-rz^a-^x  ^  {y)% 
et  on  verra  que  tf  =  ^ ,^  =  | ,  9  (y)  =j^'. 
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Si  on  demande  le  développement  de  >'"',  on  aura  4  {y)  =  v», 

et  laissant  pour  abréger  «  à  la  place  de  -,  on  trouvera 

.  '      '  (^ 

et  par  conséquent 

1  iÔ  I.l 


1.2-3  i8^ 


f  etc. 


« 


ou  en  mettant  •  au  lieu  At  a 


+ 


1.2.3  i^ 


3» 


Il  doit  y  avoir  en  général  autant  de  valeurs  différentes  de  ^"*  que 
l'équaxioa  proposée  a  de  racines  y  et  on  pourroit  trouver  le  déve- 
loppement de  chacune  d'elles  en  particulier  comme  nous  venons  de 
trouver  le  précédent ,  en  changeant  seulement  la  forme  de  celte 
équation  j  mais  nous  renverrons  ces  détails  au  chapitre  suivant  ^  qui 
sera  consacré  spécialement  à  la  théorie  des  équations» 

114»  Soit  pour  second  exemple ,  l'équation 
«•^^y+^y*— <^y+i>^— etc.  =  0;  on  en  tirera 


*  .  y^ 


y  =  -+—(>—^J^+t>*  — etc.)  et  en  comparant  à>^=tf+:r^(j^), 


ti      (^ 


on  trouvera  ^  =  2, :r  =  ^,^(jr)=j.*(>—J^j.+ij.*-.  etc.). 

Supposons   encore  qu'on    cherche   le  développement  de  ^"•,  et 
écrivons  toujours  a  au  lieu  de  - .  nous  aurons 

4(tf)=a*,  4'(tf)=fl2tf"^« ,  ^(^)_^«(^^ — J^tf+ia'— etc.); 


4 
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d'où  y'^=ar  +  —  ar^'  (  > — S'a  + 1 a'—  etc.)  - 

'^TTT  da  'J\ 

m       d\ar^\y^Sa+ta^-^çtc.y    i 


+ 


j.1.3  ^fl*  18 

etc. 


3 


Si  le  nombre  des  termes  de  l'équation  proposée  est  limité ,  la  série 
que  nous  venons  de  trouver  donnera  le  développement  de  la  puis- 
sance m  de  Tune  de  ses  racines  ;  dans  le  cas  contraire  ^  nous  aurons 
l'expression  dej^"*  déduite  du  retour  de  la  série 
A^=zfiy  —  yy^-^Sy^  —  tj^^+etc.  on  voit  que  cette  méthode  est 
plus  générale  que  celle  qui  est  indiquée  pour  la  série 
i;  =  tf  jr+AA:'+</^^+etc.  dansle  n*.  45  de  l'Introduction  j  car  elle 
réunit  à  l'avantage  de  donner  une  puissance  quelconque  (le  la  quantité 
qu'on  cherche ,  celui  de  faire  connoître  la  loi  suivant  laquelle  se 
forment  les  difFérens  termes.  Au  restç  si  on  fait  m<=i^  qu'on  effectue 

les  di^érentiations  et  qu'on  change  y  en  x  ^  a  ou  -  en  ç ,  i8  en  ^ , 


—  7  en  * ,  <r  en  c ,  etc.  ^  on  retombera  sur  le  résultat  de  l'article  cité. 
Je  ne  m'arrêterai  point  à  développer  ces  calculs  qui  peuvent  fournir 
au  lecteur  une  occstsîoa  de  s'exercer. 

115.  Prenons  pour  dernier   exemple   l'équation  traitscendfiAte 
j'  =  tf+^sin^,  elle  donnera  par  sa  comparaison  avec 
y^=A'\-x^{y)y  ^(y)  =  sinj^,  et  si  on  veut  avoir  le  dévelop- 
pement du  logarithme  àtyy  on  aura  ^  {a)  ^=^\  4 ^  f  (a)  =: sin «-  et 

sin^  *    ^^na^ 

d-^ dr — -r- ... 

^        ^         sina  X  a         x^  a!"         x- 

lj^=l4+ 7+—:; +—77 -+etç, 

a      I  di^        i.i  </a*       I.2.3 

1 16.  Si  dans  l'équation  a  -^y-^x  ç(y)=o,  on  feît  ^  =  i ,  clic 
fe  réduira  à  tf-^j^  + ^(j^)  =0;  c'est  sous  cçttç  forme  qufi  If 
C.  Lagrange  Ta  présentée ,  et  on  a  alors 

+  etc.    * 

En 


S 

i 


l8 
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Ért  supposant 4  {y)  =  (p{y)  ^\\  viendra 

^(r)=^W+-^'(^M^)+ -^.^^  ^  + ; T-ï — 

I  i.i  da  1.1.3  ^« 

etc. 

On  pourroit  donner  à  cette  série  la  forme  suivante  ^  qui  mérite  d'être 
remarquée , 

Enfin  en  prenant  4  (  j'  )  =  j^ ,  on  aura 

I     ,     ,        I     d.ip{ay  I       d^^{ay   ,     ^ 

I  1.2      da  1.2.3       ^^ 

Si  on  substitue  dans  l'équation  a  — y-^-tp  (7  )  =  o,  à  la  place  de  y  et 
àe^{y)  ^  les  développemens  trouvés  ci-dessus ,  elle  devient  identi- 
que y  comme  on  devoit  s'y  attendre. 

1 17.  Nous  avons  déjà  fait  voir  dans  le  n*.  102 ,  que  la  fonction  1  x 
ne  pou  voit  se  |lévelopper  dans  une  série  de  la  forme 
A^B  X  +  Cx^-^-D  x^'\'  etc.  ;  il  en  est  de  même  d'un  grand  nombre 
de  fonctions  soit  algébriques,  soit  transcendantes;' et  le  Calcul  diffé- 
rentiel ,  comme  nous  l'avons  dit,  montre  que  cette  forme  ne  sauroit 

dy   d^  Y 

leur  convenir ,  en  donnant  pour  ~ ,  —  -  etc.  des  expressions  qui  de- 

dx   dxr 

viennent  infinies  dans  le  cas  de  :3ir  =  o. 

Soit  la  fonction  j^  donnée  par  l'équation  {y  —  a^-^-b xy^^o\ 

m 

dy               ■•—  b  y 
en  différentiant  on  trouveroit  -7^=-—; ^ — ; — ;  maïs  de  la 

dx      2  \y  —  tf  ;  +  !>  X 

dy 
supposition  de  a:  =  œ,  ILrésulte  j^  =  lï ,  et  par  conséquent  -p-  &^ 

dx 

vient  alors ou  infini.  En  cherchant  les  coefficiens  différentiels 

o 

des  ordres  supérieurs ,  on  trouveroit  également  pour  chacun  d'eux  , 

dans  le  cas  de  a?  =  o ,  des  valeurs  infinies ,  et  on  en  concluroit  que  la 

fonction  y  ne  sauroit  avoir  un  développement  ordonné  suivant  les 

puissances  entières  et^positives  de  x. 

Poiu- examiner  plus  particulièrement  la  nature  de  la  fonction  j^. 

Calcul  diffcrcntîtl.  ^  Ee 
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résolvons  l'équation  proposée ,  nous  trouverons 

bx     i     • 

y  =  ^  —  —"=^-:V  b^  X*  —  j^a  b  X ^  ou  bien 

y-^^a ±—  (  I  —  —  y  ;  développant  par  la  formule  du  bi- 


nôme 


la  quantité  f    ^  "•  "T"  )  ^^^  viendra 


/ 


X  il  1   ^AT  2.4    ir*^:*  2.4.6    ^':c-^         J 

Si  on  prend  le  signe  supérieur ,  on  aura 

1. 1   4*.tf*        1. 1.3  4^.tf^ 

4.4    ^^       4.4.0  r*jc* 

et  le  signe  inférieur  donnera 

i;i   4*.tf*        1.1.3    4^«<*' 
4*4     ^jr         4.4.6    ^  of* 

séries   qui  procèdent  toutes  deux  suivant  les  puissances  négatives 

dé  jf. 

I       y— 

On  auroit  pu  donner  à  la  quantité  radicale  — V  b*x^  —  4a bx 

1  /^         bx\^ 

cette  autre  forme  (  —  abxy  l   i  -^  —   r ,  et  en  développant 


Q-T^' 


on  auroit  eu 


X  (^         1  4^       2.4    4*.tf'        x.4.6    4^a* 

Cette  série  sera  imaginaire  tant  que  x  aura  une  valeur  positive  ;  mais 
pour  x  =  o^  elle  donne j^  =  a^tt  en  faisant  x  négative ,  on  trouve 

>'  =  tf  +  —=t(abyx^^i  + --r-T  +  «^c- 

2  "^       ^  2  4iî-      2.4    4*.tf* 

Ce  résultat  renferme  des  puissances  fractionnaires  de  x ,  et  par  consé- 
quent ne  rentre  pas  plus  que  les  précédens  dans  la  forme 
J  +  Bx  +  Cx^'+Dx^+ttc. 

Lors  donc  qu'on  trouvera  des  valeurs  infinies  pour  les  coefHcieni;^ 
r,  r,  r\  r"  etc.  (n*.  loo)  ou  U,  Xr,  U\  U''  etc.  (n^  /lo),  U 
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''4  . 

faudra  chercher  à  priori  la  forme  du  développement  de  la  fonction 
proposée.  Nous  y  sommes  parvenus  dans  l'exemple  précédent  par  la 
résolution  de  l'équation  donnée  ;  mais  ce  moyen  ne  seroit  plus  prati- 
cable 31  çlle  passoit  le  quatrième  degré ,  et  il  devicndroit  déjà  très* 
peu  commode  pour  le  troisième  »  à  cause  de  la  complication  des  for- 
mules qui  expriment  les  racines  dans  ce  cas.  Voyons  donc  comment 
on  pourroit  éluder  la  difficulté. 

1 18.  Quelle  que  soit  la  forme  du  développement  cherché ,  d'abord 
qu'on  le  suppose  composé  d'une  suite  de  monômes ,  un  quelconque 
de  ses  termes  pourra  être  représenté  pa^^^  x  * ,  ensorte  qu'on  aur^ 
en  général  y  =  Ax^-^-Bx^  +  0''+etc. ,  les  exposans  « ,  i8 ,  >.  etc. 
pouvant  Être  des  Qombres  quelconques.  Cependant ,  lorsqu'on  déve*- 
loppe  une  fonction  on  a  presque  toujours  pour  but  d'en  trouver  une 
valeur  approchée ,  ce  qui-exige  que  la  série  <i  laquelle  on  parvient  sott 
convergente  :  or  »  on  ne  peut  remplir  en  général  cette  dernière  condi* 
tion  que  lorsque  la  quantité  x  est  très-petite  ou  très-grande.  Dans  lé 
premier  cas,  il  est  évident  que  les  exposans  «,  j8 , >  etr.  doivent  être 
positifs  et  rangés  suivant  l'ordre  de  leurs  grandeurs  respectives  >  en 
commençant  par  le  plus  petit  ;  dans  le  second ,  au  contraire ,  ils  doi- 
vent être  négatifs ,  ou  du  moins  finir  par  devenir  tels ,  et  par  consé« 
quent  s'il  y  en  a  de  positifs  il  faudra  les  écrire  les  premiers ,  en  com* 
mençant  par  le  plus  grand.  Tout  ceci  est  fondé  sur  ce  qui  a  été  dit 
dans  l'Introduction  (  n**.  8  et  suiv.  ). 

Une  série  qui  procède  suivant  les  puissances  positives  de  la  variablç 
s'appelle  sirit  asundanu ,  et  quand  rfle  est  wdonnée  par  rapport  aux 
puissances  négatives ,  elle  se  nomme  siric  descendante. 

Les  méthodes  analytiques  d'approximation  ont  toutes  la  plus  grande 
analogie  avec  celles  que  l'usage  des  fractions  décimales  a  introduites 
en  Arithmétique  y  et  qui  consistent  à  chercher  successivement  les  chif&es 
de  l'espèce  la  plus  haute  ^  et  à  négliger  centx  des  espèces  inférieures.  Les 
nombres  y  par  l'arrangement  même  des  chiffres  qui  les  expriment,  sont 
ordonnés  suivant  Içs  puissances  de  xo  (  ^  )  ;  on  juge  de  la  valeur  des 

(*)  Le  nombre  549,  537,  par  exeiople,  n*est  autre  chose  que 

5  (  10  )»-|-4(  10)*+ 9(  J0)*+5  (  io)t'+3  («o>-+7  (  10  )-». 

Ee  ij 
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chiffres  qu'on  trouve  et  de  celle  des  chiffres  qui  restent  à  trouver ,  ou 
qu'on  néglige ,  par  le  rang  qu'ils  occupent ,  et  les  plus  considérables  se 
présentent  les  premiers  :  on  ordonnera  donc  aussi  les  expressions  algé- 
briques afin  de  trouver  d'abord  les  plus  grands  termes  et  ensuite  ceux 
qui  sont  inférieurs  ;  mais  cela  ne  peut  se  faire  à  moins  qu'on  n'as- 
signe un  degré  de  grandeur  à  l'une  des  quantités  qui  entrent  dans  Tex» 
pression  qu'on  considère. 

n  ne  paroît  pas  facile  de  discerner  les  plus  grands  termes  dans  une 
expression  qui  renfermerolt  deux  variables  données  implicitement 
Tune  par  l'autre  ;  telle  seroit ,  par  exemple ,  l'équation 

^x^y'+Bx^y^'+Cx^'y'^+etc.  =o. 
Les  quantités  x  et  y  sont  liées  entre  elles  d'une  manière  qui  »  quoique 
déterminée ,  ne  permet  pas  de  juger  à  la  simple  inspection ,  comment 
les  changemens  de  l'une  influent  sur  l'autre ,  et  il  arrivera  souvent 
qu'elles  marcheront  en  sens  inverse ,  ensorte  que  la  première  étant 
très-petite ,  la  seconde  sera  très-grande  et  réciproquement  ;  ou  bien 
que  l'une  décroissant  très-rapidement ,  l'autre  n'éprouvera  pendant 
ce  temps  que  fort  peu  de  diminution. 

Les  Géomètres  ont  imaginé  différens  moyens  pour  distinguer  parmi 
les  termes  d'une  équation,  ceux  qui  sont  les  plus  grands.  Newton  in- 
venta le  parallélogramme  analytique  que  de  Gua  réduisit  ensuite  à  un 
triangle  :  Taylor  a  employé  une  construction  géométrique  ;  mais  le 
C.  Lagrange  a  donné  un  procédé  analytique  très -simple  et  très* 
commode  »  que  nous  allons  faire  connoître. 

119.  Soit  une  équation  quelconque 

ax'^y^  a'  Jf  "»y + a''  x'^'y'+ a'''  x"^'"  y'"  +  etc.  =  O  ; 
on  représentera  par  Ax^  le  premier  terme  du  développement  de^ ,  et 
en  supposant  x  très-petite ,  il  suffira  d'avoir  égard  à  ce  terme  qui  com- 
posera la  plus  grande  partie  de  la  valeur  de  y.  En  le  substituant  à  la 
place  de  cette  variable ,  dans  l'équation  proposée  y  on  trouvera 

Cette  équation  ne  devant  avoir  lieu  que  d  une  manière  approchée  ^ 
il  faut  en  classer  les  termes  suivant  l'ordre  de  leur  grandeur  »  marqué 
par  l'exposant  dont  ils  sontai^ctés,  et  ne  conserver  que  ceux  qui 
.sont  du  degré  le  moins  élevé:  or^  cela  ne  se  peut  tant  que  l'expo- 
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sant  A  est  inconnu.  Pour  le  déterminer  on  remarquera  que  Téquatlon 
que  nous  considérons  ne  sauroît  être  satisfaite, en  n'ayant  égard  qu'aux 
puissances  inférieures  de  x ,  quelle  que  soit  d'ailleurs  cette  variable ,  s'il 
ne  s'y  trouve*deux  termes  comparables  entre  eux ,  c'est-à-dire  du  même 
degré ,  et  dont  l'exposant  soit  plus  petit  que  ceux  des  autres. 
,  Il  s'agit  donc  maintenant  de  troaver  pour  4  une  valeur  qui  rende 
deux  des  nombres 

égaux  entre  eux  et  plus  petits  que  tous  les  autres. 

Chaque  équation  qu'on  formeroit  en  égalant  deux  à  deux  les  nom- 
bres proposés ,  donneroit  une  valeur  de  a  qui  satisferoit  à  la  première 
condition 9  et  qu'il  faiidroit  substituer  dans  m+nA^m'-^^n! a'»  etc.^ 
pour  s'assurer  si  elle  remplit  la  seconde  ;  imais  en  opérant  ainsi ,  on  fe? 
roit  souvent  .beaucoup  de  combinaisons  inutiles  qu'on  peut  éviter  ^ 
comme  on  va  le  voir. 

En  égalant  seulement  le  premier  .terme  à  chacun  de  ceux  qui  le 
suivent ,  pour  en  tirer  diverses  valeurs  de  «t ,  qu'on  désignera  pajp 
« ,  £t",  a'\  etc. ,  il  en  résultera 
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Au  lieu  d'essayer  ces  valeurs  chacune  en  particulier  ^  cherchons  dant 
la  série 

.m+iiA ,  m^+n'  a  ,  m'^+n'^  a  ,  m'^'+ »'"  a  ,  etc.  •  •  •  •  •  (i) 
l'expression  des  difiërences  entre  le  premier  terme  et  chacun  des  au» 
très,  il  viendra 

»/ —  m+  (n'—  /7)  « ,  mf^-^m^  (nf*--^ «)  a  ,  /»'''—  m+  {ri" —  ti)  a,  etc. 
Mais  au  moyen  des  valeurs  de  a  trouvées  précédemment  ^  on  aura 
m'^m^  —J{n'^n)^  m'^m=—A\n!'^n),  ni" —m='^A''\Ti'' —n) 
et  par  conséquent  les  différences  ci-dessus  pourront  être  exprimées 
comme  il  suit  : 

(»'—«)(«  —  «'),  (n''— »)(*  —  *''),  (n'^'—n)  (et -^.t'^^),  etc. 
Si  on  fait  pour  abréger  m+/t  «t  =  çr ,  la  série  (i)  prendra  la  forme 
»  ,  ,r+  {ri^n)  [a^o!)  ,  ^•\^y—n)  (et—*'')  ,  ^+  {n^'^n)  {a^a!'^  ,  etC.  (l) 

et  comme  on  peut  toujours  ranger  de  telle  manière  qu'on  voudra  les 
termes  de  l'équation  proposée^on  les  écrira  de  manière  que  les  nombres 
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n ,  72',  Ti\  vl^'  etc.  forment  une  progression  croissante ,  ce  qui  rendra 
positives  toutes  les  quamités  n! —  n ,  n' —  n ,  ti" —  n  etc.  Dans  cet 
état  de  choses^  on  voit  évidemment  que  si  on  donne  à  et  la  plus 
grande  des  valeurs  représentées  par  «',  a!\  a\  etc.  le  terme  qui  répond 
à  cette  valeur  deviendra  égal  au  premier  n  et  plus  petit  que  tous 
les  autres.  En  effet ,  si  pour  fixer  les  idées  on  suppose  qu'elle  soit 
et%  le  quatrième  terme  de  la  série  (i)  se  réduira  à  v,  et  on  vetra 
en  même  tems  que  les  quantités  {n! — n)  (* — «  ),  {n^' — à)  (* — ct")etc. 
seront  toutes  positives. 

La  plus  grande  des  quantités  a',  <t\  et"',  etc.  satisfera  donc  aux  deux 
conditions  demandées.     ' 

Si  la  question  proposée  aencoré  d'Ëutres  solutions  ;  ce  ne  peut  être  ' 
que  des  nombres  plus  petits  que  celui  qu'on  vient  de  trouver ,  car  si 
dans  la  série  (i)  on  substituoit  au  lieu  de  et  un  nombre  plus  grand  que 
a\  qui  par  hypothèse  surpasse  les  autres  valwirs  tt\a^  t»}^  etc. ,  le 
premier-  terme  deviendroit  moindre  que  tous  ceux  qui  le  suivent; 
et  par  conséquent  la  seconde  condition  ne  sauroit  être  remplie. 

Supposons  donc  qu'on  prenne  pour  tt  un  nom!)re  plus  petit  que 
tf"V  alors  les  termes  tt  ,  ^+  {n' —  n)  (et  —  et'  ),  îr+  {ri' — n)  (<»  —  Â') 
seront  plus  grands  que  7r+(/z'"  —  «)  (<t  —  et'''),  car  la  différence 
It-^fit'"  sera  négative  et  surpassera  toutes  les  différences  négatives  qui 
pourroient  se  trouver  parmi  les  précédentes  ;  de  plus  elle  tsi  multi* 
pliée  par  la  quantité  n'"—  n  qui  surpasse  aussi  les  quantités  /î'—  n  et 
ri'-r^n^  puisque  les  nombres  ;z ,  n',  ri!'  forment  une  progression  crois- 
sante. Il  stiit  de  là  qu'on  doit  faire  abstraction  de  tous  les  termes  qu) 
précèdent  celui  dans  lequel  se  trouve  la  plus  grande  des  valeur^ 
«'^  À\  et'"  etc.  En  coàsidéraitt  ceux  qui  le  suivent ,  on  vetra  que  \ti 
plus  petits  d'entre  eux  peuvent  devenir  moindres  que  les  premiers , 
parce  qtie  si  dans  les  diflerences  «  -^  et'%  a-^J"  etc.  il  s'en  trouve  qui 
soient  négatives,  comme  elles  seront  multipliées  par  des  nombres 
/z^''—  n ,  izT— ^  n ,  etc.  pUis  grands  que  leiurs  correspondans  daiis  l'aufré 
partie  de  la  série  p  elles  donneront  des  résultats  négatifs  qui  surpasse*- 
ront  ceux  qu'on  auroit  trouvés  dans  les  termes  qui  précèdent  le  qua« 
jrième. 

On  conclura  donc  de  là  que  pour  obtenir  une  seconde  solution ,  il  ne 


DU  Calcul  différentiel.  xi% 

faut  avoir  égard  qu'au  terme  qui  contient  la  plus  grande  valeur  de  « 
et  à  ceux  qui  viennent  après  lui.  Dans  ITiypothèse  que  nous  avons 
établie ,  «*'  étant  la  plus  grande  valeur ,  le  terme  qui  la  donne  est  re- 
présenté par  m^^* + n!'/.  a  dans  la  série  (  i  )  ;  on  considérera  donc  la  nou- 
velle sérié /7ï^' +«'''*,  m"'+/t'''a,  ;»''+«''*  etc.  et  on  opérera  sur 
celle-ci  comm^  nous  avons  fait  sur  la  proposé^. 

Il  pourroit  arriver  qu'une  même  valeur  de  a  rendît  plusieurs  termjes 
égaux  au  premier ,  dans  la  série  (î)  ;  alors  il  ne  faudroit  parer  pour  la 
recherche  d'une  nouvelle  solution ,  que  de  celui  de  ces  termes  qui  se 
trouve  le  plus  éloigné  du  premier,  car  il  est  aisé  de  voir  que  tous  ceux 
qui  sont  avant  lui  le  surpasseront,  lorsqu'on  prendra  pour  «  un 
nombre  moindre  que  la  plus  grande  valeur  'trouvée  dans  l'opératioa 
,précédente.    ,  ..,-.- 

^.  Les  détails  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer ,  sont  renfermés 
dans  la  règle  suivante  : 

On  igaUra  le  premier  terme  de  la  série  à  chacun  des  suivgns  ;  on  prendra 

•     '  •  1        •        , 

la  plus  grande  des  valeurs  de  a  ^  qui  résulteront  des  équçLÙons  qu^on  aura 
formées  ainsi ,  et  ce  serg.  la  première  solution  de  la  qtustion  proposée.  On 
pardra  ensuite  du  dernier  des  termes j  qui  par  sa  comparaison  <ivec  If  premier 
a  donné  cetu  plus  grande  valeur ,  pour  L  égalera  chacun  d^s  suivans^  ce  qui 
fera  connoître  de  nouvelles  valeurs  de  a^  parmi  lesqûetles  on  choisira  la 
plus  grande  qui  résoudra  encore  la  question.  On  pardra  de  nouveau  du 
terme  le  plus  avancé  de  ceux  qui  ont  donné  la  solution  précédente  j  eton  le 
comparera  avec  les  termes  ultérieurs ,  comme  on  ta  indiqué  ci-dessus. 

En  continuant  ainsi  on  parviendra  à  trouver  toutes  les  valeurs  de 
et  qui  rendent  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  termes  de  la  série  (i) 
égaux  entre  eux  et  moindres  que  tous  les  autres. 

izo.  Prenons  pour  exemple  l'équation  v 

"^  X  X^  X 

En  y  substituant  j4  at*  au  lieu  de  j  ,  iflle  deviendra 
a+a'Jx^^+  a'^'x-^"^^'+  fl'">^^;r-^^*+ a''^x*+5  V^«-a:^-^.=o 
et  pour  en  connoître  les  plus  grands  termes,  dans  la  supposition  de  x 
très-petite,  il  faudra  déterminer  a  de  manière  à  rendre  di^iux  des 
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nombres  o y  3  +  *>  — i  +  ia,  — 5  +  4<&9 1+5  *, — 3  +  6*,  égaux 
entre  eux  et  plus  petits  que  les  autres. 

On  égalera ,  d'après  la  règle ,  le  premier  terme  à  tous  les  autres ,  ce 

qui  donnera  successivement  pour  <*  les  notabres  —  'î»-,-» ,ti 

2456 

dont  le  plus  grand ,  - ,  satisfait  à  la  question;  En  effet ,  en  substituant 

4         ,  .    , 

•^  à  * ,  les  nombres  proposés  deviennent  o,— ,-,0,— ,  —  »  et 
4  .  4    4         4     4 

les  deux  termes  égaux  sont  plus  petits  que  les  autres. 

On  prendra  ensuite  le  terme  —  5  +  4  «^ ,  d'oii  pn  a  tiré  la  solution 
précédente ,  pour  le  comparer  aux  deux  sui  vans  2  +  5  *  et  — 3  +  6  «  ; 
il  résultera  de  ïà  «t  =  —  3  et  *  ==  —  i".  En  regardant  comme  la 
plus  grande  des  valeurs  celle  qui  s'éloigne  le  moins  du  positif ,  on 
prendra  «  =  —1  et  on  aura  les  six  nombres  0,2,  — 3 ,  — '9,  — 3 ,  — 9  ^ 
parmi  lesquels  -^  9  est  le  plus  petit.  Ici  Topération  est  achevée  ; 
puisque  la  solution  qu'on  vient  d'obtenir  est  déduite  de  la  comparai- 
son du  quatrième  terme  avec  le  dernier. 

v'  En  scrbstituaht  les  deux  valeurs  de  a,  dans  l'équation  proposée  ^  elle 
deviendra ,  en  vertu  de  la  première , 

il  •  H  li 

itt  en  vertu  de  la  seconde 

Pans  Tun  et  l'autre  cas ,  si  on  représente  at  pjr  la  fraction  - ,  j  dé- 

signant  un  nombre  quelconque ,  mais  très-grand ,  les  deux  termes  dans 
lesquels  x  se  trouve  avec  le  plus  petit  exposant,  ^eroQt  les  plus  conr 
sidérables, 

121.  Pour  connoître  les  termes  les  plus  considérables  d'une  équation 

dans  1^  supposition  de  x  très^grande ,  on  substituera  --  à  jr,  et  on  cher- 

chera  parmi  les  termes  de  l'équation  transformée  ceux  qui  deviennent 
les  plus  grands  lorsqu'on  suppose  la  valçur  de  t  fort  petite ,  hypo- 
thèse qui  rend  celle  de  x  très-grande.  . 

On  parviendroit  directement  au  même  but  en  observant  qu'après  la 

substitution 
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substitution  de  Ax*  pour  jc,  dans  Téquation  proposée,  les  plus 
,^nds  termes  seront  ceux  qui  renfermeront  la  plus  haute  puissance  de 
Xjti  que  par  .conséquent  on  les  trouvera  en  déterminant  ot ,  de  manière 
que  deux  des  nomil^s  de  la  suite  «.+;? «&,;»'+ /z'e»,  m" +/t"«,  etc. 
deviennent  égaux  entre  eux  et  surpassent  tous  les  autres*  Cette  dernière 
question  se  résoudra  en. prenant  parmi  les  quantités  «^<t^^  ft^'-  etc.  du 
n"*.  119,  celle  qui  est  la  plus  petite  et  en  continuant  à  choisir  dans 
chaque  nouvelle  série  la  plus  petite  des  valeurs  de  «. 

Dans  l'exemple  du  numéro  précédent ,  la  plus  petite  des  valeurs  de  <t 
que  nous  avons  trouvée^  d'abord ,  est  — 3, et  elle  donne  les  six  nombres 
0,0,  — 7,  —17,  — 13,  -^15»  dont  les  deux  premiers ^  égaux 
entre  eux  ,  doivent  être  regardés  comme  les  plus  grands  y  puisque  les 
autres  sont  négatifs.  La  solution  — 3  ayant  été  déduite  de  la  com^ 
paraison  du  second  terme  de  la  suite  proposée  avec  le  premier ,  on 
égalera ,  conformément  à  la  règle ,  ce  second  terme  à  chacun  de  ceux 
qui  le  suivent  pour  obtenir  une  autre  solution.  La  plus  petite  valeur 

de  et  tirée  de  cette  opération  sera  -,  et  il  en  résultera  cette  série 

©•-i, ,  — 4,    — , ,  dans  laquelle  —  remplira  les  con* 

4  4  4         4  4 

ditions  imposées.  Enfin  comparant  le  cinquième  terme  de  la  suite 
proposée  avec  le  sixième  ,  on  trouvera  a  =  ç ,  d'où  il  viendra 
O9  ^9  99 1 5  5  ^7 >  ^7  9  et  27  satisfera  encore  à  la  question. 
La  substitution  des  trois  valeurs  de  «  dans  l'équation 

a'  y* 

X 

donnera  autant  de  résultats ,  .qui  renfermeront  chacun  deux  termes 
affectés  du  même  exposant  et  susceptibles  de  devenir  plus  grands  que 
tous  les  autres  lorsqu'on  donnera  à  x  nne  valeur  très*g;rande« 

Le  procédé  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour  trouver  et^  dérive 
tcop. simplement  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n%  1 19  pour  qu'il  soit 
besoin  de  le  démontrer  en  particulier  ;  nous  obsei;verons  que  si  dans 
la  série  des  jexposans  m+not,  /»'+//«,  etc. ,  il  s'en  trouvoit  qui 
f  enfermassent  le  (même  multiple  de  « ,:  leur  grandeur  r^pective  ne 
dépendrait  que  du  nombre  /n^  et.  que  par  CQnséquent  il  de  faudroit 
Calcul  diffénntitl.  Ff 
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considérer  que  celui  de  ces  termes  dans  lequel  .m  est  le  plus  petit  ^ 
si  on  cherche  les  moindres  exposans  ^  et  au  contraire  cdui  oii  il  est 
le  plus  grand ,  si  on  cherche  les  plus  hauts  exposans* 

]  %%.  L'exposant  «  du  terme  A  x*  étanf  connu  ^  il  est  facile  de  trou- 
ver le  coefficient  A  ;  il  suffit  pour  cela  d'égaler  à  zéro  tous  les  termes 
aftctés  du  plus  petit  exposant ,  si  on  suf^se  x  très^petiie ,  ou  du  plus 
éleré ,  si  on  suppose  x  très- grande*  Dans  le  premier  cas  l'équation 

*  a^a'AxT^a''*x^—a'''A^+à'''A^xT^a''A^xT^o{n\iio) 


donner — a"' A^:=^Oy  d'oîi  --<=ï/TL,  Ceux  qui  auront  bien  saisi 

Tesprit  de  ce  qui  précède  »  verront  aisément  que  la  supposition  de  x 
très*petite  rend  les  termes  affectés  de  cette  variable,  dans  l'équation 
ci-dessus ,  si  petits  »  qu'aucun  d'eux  ne  peut  entrer  en  comparaison 
avec  les  deux  autres  a  et  a"'  A^  qui  doivent  par  conséquent  se  dé- 
truire entr'eux.  Si  on  conservoit  quelque  doute  à  cet  égard ,  on  le  dissi- 

peroit  en  substituant  -  au  lieu  é^x^  car  alors  on  s'appercevroit  qu'on 

peut  toujours  prendre  le  nombre  q  assez  grand  pour  que  la  somme  des 
termes  oîi  il  entre  comm%  diviseur  ^  devienne  d'une  petitesse  telle 
qu'on  voudra* 

En  employant  l'équation 

a-'a'A  x^^a'^A^  x^a'^'A^  x^^^a^'A^  x'^—a''A^x-^=^Oi 
donnée  par  la  seconde  valeur  de  « ,  on  aura  de  la  même  manière 

—  a"A^ — A''-<i^  =  o ,  d'où -^  =  V^  •— 7- 2  cette  valeur  sera  imagi- 
naire tant  que  les  deux  quantités  a!^^  et  à^  seront  de  même  signe*  Oti 
voit  par  cet  exemple  qi^on  obtiendra ,  en  général ,  autant  de  déve^ 
loppemens^ particuliers  de  j^  que  «  aura  de  valeurs  différentes. 

Ayant  le  premier  terme  Ax*  y  pour  trouver  le  second  on  substi- 
tuera A  x  ^^Bx^  au  lieu  de  y\  ou,  ce  qui  revient  au  fluême^  oo 
changera  <f  abord  y  en  Ax^+y'  dans  l'équation  proposée ,  puis  après 
les  réductions  on  écrira  j9:t^  poury;  et  on  déterminera  /B  et  J? 
comme  on  a  déterminé  «  et  A.  On  obtiendra  le  troisième  en  mettant 
^x^'\'y"  à  la  place de^'dans  l'équation  qui  contient  cette  nouvelle 
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variable  ;  les  réduaioDS  étant  faites ,  on  remplacera  y"  par  C^r^et  on 
trouvera  7  et  C  comme  on  a  trouvé  ^etA^ii^B:  Tapération  con- 
tinuée de  la  même  manière  fera  connoîtte  les  termes  suivans. 

113.  Soit  pour  exemple  Inéquation  (jy-^a)  *+*^y=o  (n^  i  J7  ); 
en   la  développant  elle  devient  a*  —  %ay-\'hxy-\-y*  =:Oy 
et  on  trouve  <^  —  xaA  x^+b  A  a:*+''*+  A^  ***  =  o  ^ 

en  y  substituant  ^;tr«  au  lieu  de  y.  Pour  déterminer  «,  dans  la 
supposition  de  x  très-petite ,  il  ne  faudra  avoir  égard  qu'aux  expo 
sans  o  ^  «  et  x  «  ^  d  après  la  remarque  qui  termine  le  n*".  m.  On  n'ob- 
tiendra  qu'une  seule  valeur  pour  * ,  savoir  «  =  0,  qui  donnera  Téqua* 
tion  tf*  —  1  tf  ^+^*  =  o,  de  laquelle  on  tirera  A  =za;  et  par  consé- 
quent le  terme  Ax"  $e  réduira  à  a.  On  substituera  donc  dans  la  pro« 
posée  a+y  àjr,  et  il  viendra  A li jc+ i^jry+jr'*  t=  o. . .  .(i); 

changeant  ensuite  y  en  Bx^ ^on  aura  iax+bB ;i:'+^+ ^* x^=o 

la  valeur  de  fi  sera'-étréquationa*+5*=odonnera-B=( — al?)^. 

1     1 
Faisant  ensuite  y  =(—«*)  ^  x  ^+y  dans  Téquation  (i)  ,  et  laissant 

pour  abréger  BkU,  place  de  ( —  4  3)  '  ^  il  en  résultera 

s  I 

bBx^  +  xBx  V+*J*^y''+y^=o...(i)> 

puisque  ab+ -ff*=o. 
Mettant  Cx^  pour  y,  on  trouvera  y=i,  bB+%B  C=o  ou 

C  = et  par  conséquent  Cr>'=—  — , 

bx  . 

Nous  substituerons  encore  —  — [-y'^f  ou  bien  Cx+y,  au  lieu 

de  y^  et  nous  aurons 

{bc+a)x'+%Bx^y'+{b+iC)xy'+y''=o....{i), 

en  observant  que  bB^iB  C=o.  Nous  mettrons  ensuite  Dx^  pour  y\ 
et  en  opérant  comme  précédèmment^nous  trouvions 

1  '  b* 

l—l,        zBD =  0 

2  4 

Ff  X 
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ou   D  = = 1  :=  l  — <tr  I     X  — —  — . 

8  5       %{—ab)\      V         -'    ^       Z4tf 

On  voit  assez  comment  il  faudroit  continuer  l'opération^  et  en 
réunissant  les  quatre  termes  déjà  trouvés  on.  aura 

^    ^       bx       i  ^   b      ' 


I     1 


ou  bien  en  rassemblant  les  tennes  multipliés  par  ( — ab)^ x^ ^  exr 
pression  susceptible  du  double  signe  db  ^ 

ix  i       i  I   ^AT 

ce  résultat  est  le  même  que  le  dernier  développement  du  n".  i  ly* 

Si  on  suppose  x  très-grande ,  il  faudra  chercher  alors  dans  Téqua-* 
tion  a*  —  iaj4x*+bj4  jc'"*? -f  ^*  x""'  =  o ,  les  fermes  qui  doivent 
contenir  la  phis  haute  puissance  de  ;t:;  et  d'après  ce  qui  a  été  dit 
n**.  i^i. ,  on  trouvera  pour  et  deux  valeurs  différentes,  savoir: 
«  =  —  I  et«=i.  La  première  nous  donnera  a^+iA  =  Oy  et  par 


a  .  a 


conséquent  A  =  — — -  ;  posant  ensuite  j^  = r  ^  ""^  +^  >  ^^^  ^^^^^ 


a* 


sant  subsister  A  pour  —  ,  il  viendra 

A'' x^"" -^  1  aA xy  +  z  J x"' y—  lay' +b xy+y^  =o: 
en  écrivant  J^^  pour  j^' et  cherchant  les  termes  dans  lesquels  Texpo-^ 
sant  de  x  doit  être  le  plus  grand ,  on  trouvera ,   . 

B  =  ^x,^%aA+bB  =  o^ttB  =  ——  — — . 

p  b 

En  continuant  ainsi ,  on  obtiendroit  le  premier  développement  de 
j^  jlonné  dans  le  n**.  1 17.  Le  second, n'échappera  pas  non  plus  à  la  mé- 
thode précédente  ;  car  la  deuxième  valeur  de  *  nous  fournira  Téqua- 
tion  bA^A^=^  o ,  et  de  là  on  déduira  A  =  — b^Ax""  =^bx.LaL 
substitution  de— *a:+y  à  la  place  dej^i dans  l'équation  proposée ^ 
donnera  a^+  xabx  —  2  a  y —  b  ^y +y*  =  o  ;  puis  changeant  y  en 
Bx* ^  on  trouvera  jB  =  o 9  xab-^bB z=zo  et  S=^xa.  En  pous- 
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sant  plus  loin  ces  calculs  y  on  parviendra  sans  peine  aux  termes  ulté- 
rieurs du  second  développement  dey  dans  le  numéro  cité. 

114.  Je  donnerai  encore  un  exemple,  afin  d'éclaircir  quelques  diflî« 
cultes  qu'on  pourroit  rencontrer"  dans  l'application  de  la  méthode  qui 
nous  occupe ,  et  Téquation  ax^-\-x^y  —  ay^  =  o  en  sera  le  sujet. 

En  y  mettant  A  x*  au  lieu  de^ ,  elle  deviendra 
tf  A:^+-4;t:^+*— tf -4^  a:^*  =  o;  ct  cn  déterminant  a.  dans  la  supposi- 
tion de  X  très-petite ,  on  trouvera  «  =  1  ,4  —  aA^'=^\\  d'où  -<^=  r: 
le  premier  terme  du  développement  dey  sera  donc  x. 

On  fera  ensuite  y  =  x^y' ,  ce  qui  donnera  la  transformée 

■  » 

x^—7,a  xy+xy—j  a  xy'^—y^=  o , 

dans  laquelle  on  changera  y'  en  -9  :i:  ^.  En  cherchant  toutes  les  valeurs 
dont  j8  est  susceptible ,  on  trouvera  /3  =  1  et  i3=i ,  mais  on  voit 
aisément  qu'il  faut  rejetter  la  seconde;  car  dans  l'hypothèse  de  x 
très-petite  la  série  cherchée  doit  être  ascendante ,  et  cette  condition 
exige  que  jô  surpasse  a.  La  première  valeur  de  ^  donne  r — 3  ^  -B  =  o, 

1  X* 

d  oîi  on  tire  B=  —  et  B  x^  =^  — . 

se"" 
Poçanty'  =  — -+y'',  on  obtiendra  une  secondé  ttansforméc  dans 

3^ 

laquelle  on  changera  y"  en  Cx ^,  pt  on  trouvera  >  =  4 ,  ^  =  i.  Il 

faudra^  par  la  même  raison  que  ci-dessus,  s'en  tenir  à  la  première  de 

I  x^ 

ces  valeurs ,  d'oîr  il  résultera  C  =  —  -; — - ,  <7x  ^  =  — 


8ia^'  81  a^' 


Ces  calculs  peuvent  être  poussés  maintenant  aussi  loin  qu'on  vou- 
dra »  sans  qu'il  s'élève  de  nouvelles  difficultés  ,.et  on  aura  pour  dernier 


x'  x^  X? 


Résultat  y  =  :r  H — -  + etc. 

j;a       8 1  «•*      243  a^ 

L'équation  proposée  fournit  encore  trois  autres  séries  qui  naissent 
delà  supposition  de  x  très- grande,  et  qui  par  conséiquent  sont  des- 
cendantes. ^»Pour  y  parvenir   on    déterminera  a  dans  l'équation 
a  <îc? + A  x^^ — tf  -rf^  a;^*  =  o ,  xle  manière  que  les  exposans  qui  de- 
viennent égaux  surpassent  tous  les  autres-;  les  valieurs  dé  cette  quantité 
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seront  alors  o  et  ~.  La  première  donnera  A=i  —  ^,  et  en  cherchant  les 


2 

fermes  suîvans  elle  conduit  à  la  série 


La  seconde  donne  A  —  ii  ^^  =  o ,  d'oti  on  tire  A^=dcia     *.  En  em- 


ployant séparément  chacune  des  deux  valeurs  de  A  dans  les  opérations 
subséquentes ,  on  trouvera  les  deux  séries  suivantes ,  qui  ne  diffèrent 
que  par  les  signes  de  leurs  termes  : 

I       s  6  5 


-•-S 


^=      a   ^x'  +  la^\a^x     ^+'^a^x      etc.    ^ 

Il  faut ,  dans  la  recherche  de  cts  séries ,  qui  sont  descendantes ,  avoir 
Tattention  de  ne  prendre  parmi  les'valeurs  qu'on  trouve  pour  chacua 
des  exposans0,7,  «Tetc.  que  celles  qui  sont  moindres  que  l'exposant 
précédent.  ' 

115.  Ces  deux  exemples  doivent  suffire  pour  montrer  comment  on 
peut  trouver  les  divers  développemens  d'une  fonction  implicite  donnée 
par  une  équation  algébrique.  Il  arrivera  souvent  que  la  déterminatioa 
d'un  ou  de  plusieurs  coefficiens  A^B^C^  etc.  demandera  qu'on  résolve 
une  équation  d'un  degré  supérieur  au  premier  ;  mais  cet  obstacle  n'ar- 
iétera  point  la  méthode  ^  parce  que  l'équation  à  résoudre  ne  renfermera 
que  des  quantités  constantes  ;  oiî  pourra  donc  dans  les  ap[dication$ 
particulières  obtenir  la  valeur  numérique  du  coefficient  dierché ,  au 
moins  par  approximation ,  et  dans  le  cas  général  on  continuera  d^opé* 
rer  sur  la  lettre  qui  le  représente  comme  sur  une  quantité  connue.  Si  oô 
avoit  l'équation  xa^+x^-^  ay^  -^axy  —y'  =?  o ,  en  y  supposant 
X  très-petite  ^  le  coefficient  A  seroit  donné  par  Téquatioa 

aa^ — a^  A — -^^  =  0. 

> 

Pans  cet  exemple  l'équation  à  résoudre  étant  d'un  d^ré  impair,  a 
au  moins  une'  racine  réelle  ;  le  premier  terme  du  développement 
cherché  se  présentera  donc  aus^  sous  une  forme  réelle  ;  mais  si  on  étoit 
conduit  à  une  équation  de  degi^  pair^  s<nt  au  commencement  soit  dans 
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le  cours  d'un  développement ,  il  faudroit  d'abord  s'assurer  si  cette 
équation  a  des  racines  réelles  ou  non  ^  pour  connoître  si  ce  développe» 
ment  est  réel  ou  imaginaire. 

Cette  précaution  est  importante ,  et  pour  l'avoir  négligée ,  de  Gua 
est  tombé  dans  une  grande  erreur.  Elle  montre  avec  quelle  circonspec- 
tion il  faut  traiter  les  séries ,  et  combien  peu  on  doit  compter  sur  les 
conclusions  qu'on  en  tire,  lorsque  la  loi  que  suivent  leurs  termes  n'est 
pas  évidente;  puisqu'on  doit  toujours  craindre  qu'ils  ne  changent  de 
forme  dans  la  partie  de  la  série  qu'on  n'a  pas  calculée ,  et  que  même  ils 
n'y  deviennent  imaginaires. 

1 27.  La  méthode  précédente  feroit  aussi  connoître  le  développe^ 

ment  de  y  sous  la  forme  d'un»  fraction  continue  ;  car  après  avoir 

A  x" 
trouvé  le  premier  terme, -rf.^",   on  pourroit  supposer  j^  = j^ 

y'  étant  une  quantité  fort  petite ,  puisque  par  lliypothèse  le  terme 
jix^  forme  la  plus  grande  partie  de  la  valeur  dey.  Ayant  substitué 
cette  expression  au  lieu  At  y  ^  dans  l'équation  proposée ,  et  hit 
disparoître  les  dénominateurs ,  on  obtiendra  une  première  transformée 
en  X  et  y,  dans  laquelle  on  remplacera  y  par  -ff:c^,et  on  déter* 
minera  ensuite  fi  et  S  conformément  à  l'hypothèse  établie  sur  le 
àegré  de  grandeur  de  x. 

Sx^ 

On  fera  y  = --jr  dans  la  première  transformée ,  et  il  en  ré- 

sultera  une  secondé  en  x  et  y ,  dans  laquelle  on  mettra  Cx^  au 
lieu  de  y.  Ayant  déterminé  y  et  C^  comme  à  l'ordinaire^  on  po* 

sera  y"= ^ ,  ce  qui  donnera  une  troisième  transformée  ,  sur 

laquelle  on  opérera  comme  sur  les  précédentes. 

En  remontant  des  valeurs  de  y ,  y  ,y' ,  etc.  à  celle  de  j^ ,  on 

trouvera 

Jx' 

M^     Il    II   1    - 

l  +  Dxf 

i+etc' 


■V 
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On  voit  qu'il  doit  y  avoir  deux  espèces  de  développetneiis  de  cct<è 
forme  :  les  uns  ascendans  ^  c'est-à-dire ,  dans  lesquels  les  exposans 
des  puissances  de  x  vont  en  augmentant  ^  convergent  vers  la  va? 
leur  de  la  fonction  y ,  lorsque  x  est  très»petite  ;  les  autres ,  au  con- 
traire ^  qui  sont  descendans,  parce  que  les  exposans  de  a:  diminuent 
suivant  le  progrès  de  la  fraction ,  ne  sont  convergens  que  dans  le 
cas  oii  AT  a  une  très*grande  valeur* 

Je  laisse  aux  lecteurs  familiarisés  avec  la  théorie  des  fractions 
continues,  le  soin  de  s'exercer  sur  quelques  çxemples;  mon  but 
dans  ce  moment  n'est  que  d'indiquer  une  application  intéressante 
«ur  laquelle  je  reviendrai  arec  plus  de  détail  dans  le  Calcul  inté- 
gral,  parce  qu'elle  oflore  un  moyen  très-élégant  pour  trouver  les 
valeurs  approchées  et  quelquefois  exactes,  des  fonctions  données 
par  des  équations  difFérentielles  ,  moyen  qu'on  doit  au  C.  Lagrange  l 
ainsi  que  tout  ce  qui  précède. 

Il  est  à  propos  dé  remarquer  qu'on  pourroit  tirer  aussi  des  équa- 
tions  des  différentielles ,  des  développemens  de  la  forme 
Ax'''\'Bx^-{-Cx^+  etc,,  par  le  procédé  qui  nous  a  servi  pour  les 
équations  algébriques.  Ea  effet ,  ayant  changé  y  en  Ax''  ^  il  faudra 

dy  -d^Y 

mettre  ct-^jc— '  à  la  place  de  -r-,  aU — 0-<^jt**^ à  celle  de  — -^  etc.; 

dx     ^       ^  dx* 

ces  substitutions  feront  disparoître  les  différentielles  de  l'équation 

proposée ,  et  alors  on  déterminera  Att  A  comme  dans  une  équation 

algébrique:  la  recherche  des  termes  suivans  n'aura  pas  plus  de 

diffiailté;. 

âonsldératîoçs      !%%•  J'ai  promis  (  n^.'  lo  )  d'expliquer  comment  il  arrive  que 

<ur  ce  que  devient  ^        j^ 

le  développemciu  fcs  coefficiens  différentiels  -^,  -r^^  etc.  deviennent  infinis;  et  pour* 

def(*+^)dans  dx     dx^  ?       r        • 

f  uîiw^  ^*  ^^  ^^^^  ^^  réduction  de  la  fonction  proposée  en  série  ne  peut  plus 

6'e0ectuer  par  la  formule  déduite  du  théorème  de  Taylor:  poui; 
remplir  cet  engagement ,  je  ferai  voir  que  la  forme  qu'on  a  sup« 
posée  9  n^.  %  ^  z\x  développement  d'une  fonction  quelconque  de 
^+ A,  quoique  vraie  en  général,  ae  sauroit  convenir  à  certains  cas 
particuliers, 
y oijci  UQ  des  plus  sittplc$  de  ce  ^tnxç  i 

Soit 


\ 
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Soit  f(;r)  =  (A:  —  tf)»;  on  aura 

dX  fl  JC* 

et  il  viendra 

Cette  série  a  lieu  en  général  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  ;  mais 
cependant  lorsque  jc  =  ^ ,  et  que  n  représente  un  nombre  entier,  tous 
lès  termes  qui  la  composent  disparoissent ,  à  l'exception  de  celui  dans 
lequel  l'exposant  de  la  quantité  x  —  a  est  nul  ;  il  ne  reste  donc  du 
développepient  ci-dessus  que  le  terme  A",  auquel  se  réduit  la  fonction 
(x— tf+Jt)" ,  lorsqu'on  y  met  a  au  lieu  de  x. 

Si  n  était  un  nombre  fractionnaire  *  positif ,  lu  série  précédente 
donnerait 

ix-a+kr=o,^ar+-^ Ti: — ^ — -— .. 

m(x — a)"*  i .  xm^(x — tf  )"• 

i.(m — i)(m — i)*' 

+ ' ; — +  etcj 


la  supposition  de  x^=  a  rendroit  le  premier  terme  du  second  mem- 
bre nul  et  tous  les  autres  infinis  :  mais  cette  même  supposition  réduit 

la  fonction  proposée  (x-^a+k)'^  à  â:"»  ,  résultat  dans  lequel  k  se 
trouve  élevé  à  une  puissance  fractionnaire ,  et  qui  par  conséquent 
ne  saurait  s'accorder  avec  la  forme  générale  du  développement  de 
fix+k). 

1 19.  Quoique  l'exemple  que  j'ai  choisi  ne  présente  que  ce  qur  arrive 
dans  un  seul  cas  particulier ,  on  doit  cependant  s'appercevoir  que 
toutes-les  fois  que  la  fonction  qu'on  voudra  développer  sera  irration- 
nelle en  général ,  et  que  par  la  substitution  d'une  valeur  particulière 
de  X  elle  cessera  de  l'être,  alors  l'irrationalité  tombera  nécessairement 
sur  l'accroissement  A,  et  le  développement  ordonné  suivant  les 
puissances  entières  de  cette  quantité  ne  pourra  plus  représenter  la 
fonction  proposée  :  l'exemple  si^ivant  achèvera  d'éclaircir  ceci. 

La  fonction  y  =  t+  V^— a,  se  réduit  à  ^=* ,  lorsqu'on  suppose 
Calcul  diffcrcnùcL  ^S 


I 
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AT  =  tf  ;  elle  perd  donc  dans  ce  cas  particulier  son  irrationalité ,  et  les 
deux  valeurs  dont  elle  est  susceptible  se  réduisent  à  une  seule  j  mais 
du  moment  oii  x  a  changé ,  elle  reprend  sa  première  forme  ;  par 
conséquent  quelque  petit  que  soit  k  ^  y  doit  avoir  encore  deux 

valeurs  lorsque  x  =  a+k^  et  il  devient  en  effet  bdtzVki  Cepen- 


k             k* 
dant  la  série  Y+  F'  -  +  Y^^ J-  etc.  ne  sauroit  donner  dans  la  clr- 

I  1.2 

constance  présente  deux  valeurs  à  la  fois ,  puisque  la  quantité  y  cal- 
culée dans  rhypothèse  de  x=za ,  n'en  a  qu'une ,  et  que  les  coefficiens 

Jy     4^  y 

différentiels  j^,  — ^  »  etc.  déduits  d'équations  où  ils  ne  montent  qu  au 

dx    d  X 

premier  degré ,  ne  peuvent  avoir  non  plus  qu'une  valeur  pour  chaque 
valeur  particulière  de  y.  On  doit  voir  maintenant  d'une  manière  claire 
pourquoi  la  série  ci-dessus  ne  saurotk  représenter  y  dans  la  supposi- 
tion de  X  =  tf  ;  on  sent  d'ailleurs  que  dans  tout  autre  cas  la  difE- 
culte  cesse  d'avoir  lieu ,  puisque  j^  reprenant  ses  deux  valeurs ,  chacun 
des  coefEcieâs  différentiels  en  prend  aussi  deux ,  l'une  relative  à  la 
première  valeur  de^  et  l'autre  à  la  seconde ,  et  que  par  ce  moyen  la 
série  que  nous  considérons  devient  double. 

130.  L'espèce  de  paradoxe  que  nous  examinons  ^  loin  d'infirmer  la 
généralité  de  la  proposition  que  nous  avons  énoncée  n*".  i,  nous 
offre  au  contraire  le  moyen  de  l'établir  sur  des  fondemens  plus  solides 
que  l'induction  dont  nous  l'avons  dédwite.  Puisque  la  nature  d'une 
fonction ,  ou  l'équation  dom  elle  dépend ,  déterminent  toujours  le 
nombre  de  valeurs  soit  réelles,  soit  imaginaires ,  qu'elle  doit  prendre 
pour  chaque  valeur  particulière  de  la  variabk  qu'elle  renferme ,  il  tst 
évident  que  la  série  qui  exprime  son  développement  ne  doit  pas  en 
donner  davantage  :  c'est  néanmoins  ce  qui  arriveroit,  si  la  série 
//+P  A+  Q  A*  +  /î  A*+  etc.  du  numéro  cité^renfermoitdes  puissance$ 
fractionnaires  de  k  ;  car  les  coefficiens  P  ,  Q  5  ^  ^  etc. ,  rece- 
vant de  chacune  des  valeurs  de  // ,  «ne  valeur  particulière ,  cette  cir- 
constance seule  fournit  autant  de  séries  diverses  que  \t  comporte  la 

nature  de  la  fonction   proposée;  d'un  autre  côté  é^  puissances 

i     1 
fractionnaires ,  telles  que  ïâ^k^,  etc.  ^  auroient  elles  -  miBmes  autant 
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de  valeurs  qu'en  pourrolent  donner  des  équations  de  la  forme 
A* — J=^o,k^ — -5=0,  etc.  et  qui  étant  employées  tour-à-tour^ 
porteroient  le  nombre  des  séries  résultantes  beaucoup  au-delà  de 
celui  des  valeurs  que  doit  avoir  la  fonction  proposée  (^). 

C'est  le  C.  Lagrangequi  le  premier  a  montré  avec  autant  d'élégance 
que  de  simplicité  le  nœud  de  la  difficulté  précédente,  qui  n'avoit  pas 
encore  été  bien  nettement  développée. 

131.  Si  on  remonte  à  la  formation  des  coefficiens  différentiels 
{  n^  9  et  j  o  ) ,  on  se  rappellera  que  chacun  d'eux  n'est  autre  chose  que 
le  coefficient  de  la  première  puissance  de  X:  d^ans  le  développement  de  la 
différence  de.  celui  qui  le  précède ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  est  égal 
au  premier  terme  de  ce  développement  divisé  par  l'accroissement  k. 
En  appliquant  cette  dernière  notion  an  cas  particulier  que  présente 

^  M       f  II     El       ■      ■ 

la  fonction  t+yx  —  ^ ,  lorsqu'on  substitue  tf+A  au  lieu  de  jr ,  on 

iiy 

verra  que  le  coefficient  -y  doit  alors  devenir  infini  ;  oh  en  conclura  par 

dx 

conséquent  que  le  résultat  donné  par  le  Calcul  différentiel  dans  la  même 

circonstance,  est  une^  suite  nécessaire  de  la  forme  attribuée  au  déve** 

loppement  de{(x+k)^  et  qu'il  rectifie  en  quelque  sorte  lapplication 

de  cette  forme  à  un  cas  particulier  qu'elle  ne  sauroit  comprendre. 

En  effet ,  la  supposition  de  jr=tf  +  k  dans  la  fonction  b+V  x  —  a 
l 
donne  *+Jt*;  la  différence  entre  cette  valeur  et  celle  qui  répond  à 

jc  =  tf ,  étant  A  ^ ,  si  on  la  divise  par  * ,  il  viendra  — ^ ,  quantité  ^quî^ 

Jy  ^  ^ 

valente  à  --=^  ,  et  qui  devient  infinie  lorsqu'on  fait  A  =  o. 

ax 


(*  )  On  doit  se  rzppzW-st  ici  ce  qu'on  trouve  dans  tous  les  livres  d'algèbre  sur  la 
multiplicité  des  racines  quarrées  ,  cubiques  ,  etc.  d'une  quantité  quelconque ,  çt  la  né- 
cessité de  les  employer  toutes,  lorsqu'on  n'a  aucune  raison  pour  faire  usage  de 
l'une  d'elles  ptutdt  que  des  autres.  Il  faut  aus^i  prendre  garde  qu'il  ne  s*agit  dans  cet 
article  que  de  séries  ascendantes  qui  ,  convergeant  lorsque  A:  est  très-petit ,  doivent 
représenter  la  fonction  proposée  d'autant  plus  exactement  que  k  aura  une  valeur 
moindre,  et  sont  Us  seules  qui  puissent  le  faire  dans  ce  cas. 

Gg  2 
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Quand  un  des  coefficiens  --,  — ^ ,  etc.  devient  infini  par  la  substî- 

dx   dx  . 

tution  d'une  valeur  particulière  de  jc ,  la  fonction  proposée  restant 
toujours  finie ,  cela  n'arrive  que  par  révanoûissement  d'un  dénomi- 
nateur que  la  difFérentiation  a  introduit  dans  le  coefficient  dont  il 
s'agit  ;  et  comme  les  diversjes  puissances  de  ce  dénominateur  forment 
elles-mêmes  les  dénominateurs  des  coefficiens  suivans ,  il  est  évident 
que  chacun  de  ceux-ci  deviendra  infini  en  même  tems  que  le  premier. 

131.  Pour  donner  à  ces  remarques  toute  l'étendue  et  la  clarté  que 
mérite  leur  importance  ,  examinons  encore  les  développemens  de 
xjuelques  fonctions  plus  compliquées  que  les  précédentes. 

Soit  y^Lbx^-^cÇx  —  d)^ i 
la  fonction  y.  développée  par  le  théorème  de  Tâ)4©r ,  lorsque  x  sç 
change  tn  x+k^  priendra  la  forme 

-     C  -       >Jt 

bx^-\'c{x  -^ay  +  libx^lc^x  —  ay  -     >- 


+{3^*  +!4^(^-^0  '}-^+etc. 


La  supposition  de  jc  =  tf  réduit  les  deux  premiers  termes  de  cette 
série  ^ba^-^-xb  ak^ti  rend  infinis  les  suivans ,  à  cause  des  puissances 
négatives  de  jc  —  a  qu'ils  contiennent.  Si  dans  le  coefficient  difFéren- 

tiel  du  premier  ordre  1  b  x+^c  (x  —  ^  )  ^,  on  met  a+k  à  la  place  de  x^ 

2. 

il  deviendra  ib(a+k)+  -ck^  i  et  retranchant  ensuite  la  valeur 
qu'il  prend  lorsque  x  =a ,  on  trouvera  xbk+-çk^i  divisant  ce  ré- 


A 


sultat  par  k ,  on  doit ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  numéro  précé- 
dent, en  tirer  une  quantité  équivalente  à  — ~  ou  au  coefficient  de 


d  X*  i.a 

mais  le  quotient  xb+-  -j  auquel  on  parvient ,  devient  infini  lors- 
qu'on fait  ^  =  o ,  ce  qui  est  conforme  au  résultat  du  Calcul  diffé- 
rentiel. 
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Le  théorème  de  Taylor  appliqué  à  la  fonction 
en  supposant  que  JT  dey ieane^+/:,  donnera*.  ;  - 

PC  /■»  "*  P       ^  le 

et  on  aura  en  génel'al 
j-j.=wC/n— i). . .  .(m— «+ 1>*"— +-Liîl_ï^ -Mll-^i^ ^»(— a), 

...Tant  que  n  sera  moindre  que ^ ,  les  puissances  de  (^-r-^)  étant 


i/;c- 


</» 


J' 


V 


positive^.^  's'éyanouii;Qnt  kKi.qu'op  fera  fc^ss^4^  >  St  la  valeuj;  dç  j— j 

particulière,  à  ce  cas ,  sera  /w  ( /»  7—  i ) .  •  -  i  •  ♦,•  •  (^  — 7  /ï+ j)  ^  a  ""*•., 

En  supposant  que  m  désigne  un  nombre  entier  positif,  cette  exprès* 
sionelle-mêine  deviendra  nulle  si  û  surpassé  //z;  mais  jusques-là  les 
icrmeç  du  dî^veloppemént  ci- dessus  seront  ^      '    .        -^ 


I  '       V     • 


I        •         *  i^i  .  .•'.;'     :>.j^  .,r  i*      .     :      A 


30 .« 


Passé  le  terme  m  (m  —  i) (m^ —  n  +  1)  ba""^ — ,  on 

rencontrera  j  si  m  est  moindre  que  ^,  urié  suit*  déco^fficiens ndb' 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  atteint  un  ordre  de  différefttia^pn^ay^i;^  U(i  ^^ 

y.  P 

posant  supérieur  à  -.  . 

g  -  *  -, 

On  voit  par-là  que ,  dans  la  suite  des  coefficiens  différentiels ,  il 
peut  s'en  trouver  qui  aient  une  Valeur  ffdle ,  d'autres  qiiî  soient  nuTs,* 
et  enfin  d'autres  qui  soient  infinis.  On  aura  un  exemple  de  ces  diffé-^ 


.  > 


P      7 
rens  cas ,  en  prenant  m=i  et  -0=  i-  ;  car  on  trouvera     r 

q      1 


•••       ^ 
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dx  1  ' 

dx^        1    1  2  X    ^  '      ' 

et  la  supposition^  de  »:  =  a  donnera 

;.  En  faisant  Jr=tf+i^  ^n5  ^4;i^+c(jr—*tf)f, 
il  viendra  A(tf+*)'"  +  ^Jt  j ,  et  sous  cette  forme  on  voit  aisément  que 
si  m  est  moindre  que  ^ ,  il  y  aura  une  lacune  entre  le  dernier  terme  bl^ 

de.  rpîfprêssiori  5(a+A)"  développ^éc  et  te  terme  ck  f.  Sionrepré- 
sente  par  r  le  lionïbfe  emiet  contenu  dans  -,  cette  lettre  désignera 

aussi  Tordre  du  terme  qiû  précède  le  premier  de  ceux  que  la  sup* 

position  de  JT  =  tf  rend  infinis ,  et  qaî  sera  dç  la  forme  A|jr— rj) t^ % 
JU  désignant  un  <facteur  constant.  Prenant ,  ainsi  qu'on  Ta  fait  dans  les 
!!••.  précécfens ,  ta  différence  de  cette  expression ,  dans  le  cas  Atx:s=za^ 

on  trouvera  Nk^  ''>  et  en  divisant  par  k ,  il  viendra  Nkn  ""*^*.  Pouf 
passer  de  ce  résultat  à  la  valeur  du  coefficient  différentiel  de  Tordre 

r4- 1 ,  il  faut  faire  4:=  o;  maïa^^-^-r  étant.,  par  Thypothèse  ,  ua 

nombre  inoindre  q^e  fnnité ,  l -exposant  ^  *^r — i  sera  négatif,  et  par 

conséquent  la  supposition  de  x=a  rendra  la  quantité  AITS:  ^ ~^*  infinie. 

IJ3.  Nous  rapprocherons  ici  les  conséquences  qu'on  doit  tirer  des 
exemples  précédens.  Il  résulte  d'abor.d  <jle  ce  qui  arrive  aux  coefficiens 
diâërentiçls  de  là  fonction ^==(ji:-t-û)\  lorsqu'on  y  faitx=tf(n*  ixS  ), 
qu'en  général  tous  ceux  d'une  fonction  de  la  forme  ^=A'(x—tf)', 
depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  Tordre  /r— *i  inclusivement,  s'éva» 
nouirofit  dans  le  cas  de  ^  7=  ^ ,  si  /^  est  un  nombre  entier  positif,  et  quf 


■ 

I 
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la  fonction  At  x  ^  représentée  par  ^ ,  ne  deviei^ne  pas  infinie  dans  la 
même  circonstance.  Pour  s'en  convaincre ,  il  jsuffit  de  faire 
JCc^r,  {x — ay  =  u;  iï  vient  jryz=idr' .su=^ 

tdTu^ dtd^'u+— i-^tdr^^u .+iid^t(  n%  107  ) 

et  pui^ue  u ,  ainsi  que  ses  différentielles ,  jusqu'à  celles  de  Tordre  n — i , 
sont  nulles  dans  la  supposition  de  x=a ,  il  s'ensuit  que  d^y  sera  nulle 
tant   que  m   ne  surpassera ' pas  n — i ,  et  qu'on  aura,  si  m  =  n  ^ 

i*^  ==/^zi=  I  .  !• . . . .  .^r^^^A?'". 
Le  développement  de   là  fonction  proposée  ne   renfermera  donc 
aucune  puissance  de  k  inférieure  à  la  puissance  n. 

Dans  le  cas  où  l'exposant  n  est  un  nombre  fractionnaire,  les 
coefEciens  différentiels  de  XÇx-^ay  deviendront  infinis  en  fàî- 
sant  jf = tf ,  dès  que  l'exposant  de  leur  ordre  surpassera  ce  nombre. 

Enfin  si  n  étoit  un  nombre  négatif,  la  fonction  proposée  devien- 
droit  infinie  en  même  tenips  que  ses  coefficîens  différentiels. 

134.  Dansles  cas  particuliers  oîi  le  Calcul  différentiel  se  refuse  à  l'ex- 
pression du  développement  de  f(x+k)  9  on  peuty  parvenir  soit  comme 
du  Ta  fait  peut  les  exemples  çi«<lessus  ,^soit  par  Tappliçdtion  df  la  mé^ 
thode  exposée  dans  les  n*»  119  et  suivans  r  le  premier  de  ces  moyens 
lie  peut  s'employer  qu'à  Vigaxd  des  fonctions  explicites.  Si  on  avoit 
y=^(a  —  xyva^ — x^ ,  par  exemple ,  et  qu'on  fît  jt-  =r  a ,  les  coefH- 
ciens  différentiels  deviendroient  infinis;  mais  en  écrivant  <x+*  au 
Beu  de  je ,  pn  trouveroit 

y^k'  {/_3  a^k-^^ak^—k'=^--k^^B  {  3  a'^  (3  a'  +  k)k  }  •  '. 
et  en  développant  il  viendra 

—  (  3-»*)  ''*  '~  —  -(  3  O  •  *  ^+  «c- 

Je  n'ai  calculé  que  les  deux  premiers  termes  ^  parce  que  dans  l'usagé 
que  nous  ferons  des  développemens  de  ce  genre  par  la  suite ,  leur  pre- 
mier terme  suffira  •  le  plus  souvent. 

S'il  s'agissoit  d'une  fonction  implicite  ,  on  substitueroît  a+k  à  x 
dans  l'équation  dont  elle  dépend  ;  regardant  etisuite  y  tt  k  comme  les 


140         .       CH.    ÏI.  ''VsAGES   ANÀLTtiQUES 

seules  variables  de  Téquation  résultante ,  on  troaveroit  d*après  les 
numéros  cités  plus  haut  j  Texpression  de  la  première  par  une  série  as* 
cendante ,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  seconde. 
'    L*équaiion  ^^— i  x^y""  +  2  a:*—  û*  =  o  nous  servira  d'exemple,  Ea 

la  differentiant ,  on  en  tire  —  =  — ^ j—  ,  et  en  supposant  ;r  =  ^  ^ 

•/  «^ 

elle  se  réduit  à  j^^— r  i^*^' -|- a^  =  o  ;  d'oîi  il  suit^=n±:tf  et 

;;3'        '     ;       '    .      ^ 

rfj>^  =  —  — .  Pour  obtenir  les^premiers  termes  du  développement  de^, 

dans  ce  cas  particulier,  on  changera  :c  en  tf  +  ^,  et  à  cause  que  ;r=tf 
donne^  =  ±  tf,  on  écrira  a + -^  A*  au  lieu  de^,  en  faisant  abstraction 
du, double  signe  db,  qu*on  restituerolt  facilement  s'il  en  étoît  besoin: 
on  aura  ainsi, 

*  <—  i  (^+*)*+i  (''+*)* (^+^ ^-)'—  (^+-^*-)*-o; 

Comme  on  ne  doit  considérer  dans  cette  équation  que  les  termes  afièc- 

>  •  •  • 

tés  de  la  plus  petite  puissance  de  k ,  il  suffira  (  n".  1 11  )  d'avoir  égard 
à  — 4a^it+8d*urfA^^— 4^*^'*"  — 4^^'*'*  — ^*A**  =  o, 

d*oii  on  tirera   «  =3  -  et  tf+-<4*  =0;  on  aura  donc  pour  résultat 

y  =  ±tf±il:  «V^-tf  +  etc.  =±tf=fcV/^aA+ etc. 
On  voit  par-là,  qu'en  prenant  x^  a,^  la  valeur  de  jasera  imaginai* 
re,  et  qu'elle  deviendra  réelle  si  pn  suppose  k  négatif,  ou  jf  <  ir. 
L'équation  proposée  étant  résolue  par  rapport  à  ^,  à  la  manière 

des  équation^  flu  «second  degré,  dofînêra  y:=dtz^ x^-\-\/^^ — x^  ; 
substituant  tf +*  à  rc  et  développant  le  résultat ,  seulement  dans  le  pre-, 
mier  terme,  on  retombera  sur  ceux  que  nous  avons  trouvés  ci-dessus. 

Nous  observerons  qu'on  peut  envisager  la  quantité  =f=A«K-tf 
comme  l'expression  de  la  différentielle  de  y,  dans  le  cas  oîi  or  =  ^  , 
puisqu'elle  forme  alors  le  premier  terme  du  développement  de  la  diffé- 
rence entre  les  valeurs  dcf  j^,  correspondantes  àji:  =  <içtàaf  =  tf +*• 

Nous  n'avons  point  cherché  à  faire  à  la  fonction  !  x  l'application  des 

procédés  indiqués  précédemment ,  parce  qu'elle  ne  sauroit  admettre  , 

dans  aucun  cas  ,  un  développement  de  la  forme 

Ax*-\'Bx^^Cx'''\'^\c,  ( //z/r. ti*.  Z9 ) 

13J. 
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lîç.  Non-seulement  il  peut  arriver  que  les  coefficiens  différentiels      Des  expressions 
soient  nuls  ou  infinis  dans  quelques  cas  particuliers ,  mais  ils  peuvent  5"*  deviennent  | 

*        *  '^  '        ,    ^      '^  dans   certains  cas 

encore  se  présenter  dans  d'autres  sous  une  formç  indéterminée ,  en  deve-  particuliers. 
nant^.  Si  onavoit,  par  exemple,  ayr=iV  a^x^ — x^y  on  en  déduiroit 


^—  _ 

dx~  ^ 


ar  X —  %x* 


u   X 


,  et  en  faisant  a:  =  o ,  il  viendroît  a  -—  =  -. 
x^  ^^      ^ 

Cependa;it  avec  un  peu  d'attention  on  verra  que  le  numérateur  et  le 

a^  X  —  la:* 


dénominateur  de  la  fraction 


ne  s'évanouissent  en  même 


temps  que  parce  qu'ils  sont  affectés  du  facteur  conimun  x\  si  on  les 

dy  a^ —  1  x^ 

en  délivré ,  on  trouvera  a -y-  =^  , 

dx       |/^» — x^ 

dy  I 

et  par  conséquent  --^  =  db-,  lorsque  :c  =  o. 

dx  A 

En  général  si  on  fait  jt  =  a  dans  une  expression  de  la  forme 
-— -—- ,  elle  deviendra  -  :  néanmoins  sa  vraie  valeur  doit  être 

(l{x  —  a)"  o 

OU  nulle,  ou  finie,  ou  infinie, selon  qu'on  aura  m^n^  m=m^  rn<Cni 
car  en  efiaçant  les  facteurs  commune  au  numérateur  et  au  dénomina« 


teur ,  on  trouvera  — i — ^^ —  dans  le  premier  cas ,  —  dans  le  scr 


cond ,  et  ^ 


^  r        tr-=  dMs  le  troisième ,  bien  entendu  que  les  quan* 
tités  P  et  Q  ne  deviendront  ni  nulles  ni  infinies  par  la  supposition  de 

liOrs  donc  qu'une  expression  quelconque  se  présente  sous  la 

o   • 
forme ,- ,  il  faut ,  pour  eonnoitre  sa  vraie  signification ,  la  dégager  des 

Q  ' 

acteurs  qui  sont  communs  à  sonnumérateur  et  à  $on  dénonûnateun  Ia: 
fradion  — — - ,  par  exemple,  qui  détient  -  lorsque  x-=la  y  étant 


Calcul  diffirtnùel. 


Hh 
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réduite  à  ses  moindres  termes  se  change  en  — ,  et  donne  — 

quand  on  y  fait  a:  =  ^ . 

136.  Les  remarques  du  n*.  1 3  3  nous  fourniront ,  pour  parvenir  à  la 
vraie  valeur  d'une  fonction  qui  devient  --^  un  moyen  plus  simple  et 

plus  général  que  la  recherche  du  diviseur  commun.  On  a  *vu  que 
toutes  les  diflférentielles  d'une  expression  de  la  forme  P(x  —  tf)* 
jusqu'à  celle  de  l'ordre  m —  i  inclusivement  ^  s'évanouissent  dans  la 
supposition  de  x  =  /j ,  lorsque  m  est  un  nombre  entier ,  et  qu'alors 
la  différentielle  de  l'ordre  m  se  réduit  k  i.%...mPdx^i  le  facteur 
{x — tf)"  disparoît  donc  dans  cette  hypothèse  après  m  dîfférentiatîons. 
Il  n'est  pas  nécfessaire  qu'on  connoisse  l'exposant  m ,  ni  même  que 
le  facteur  {x  —  ay  soit  en  évidence  ^  pour  savoir  quand  l'expres- 
sion P(x  —  ay  en  est  délivrée  ;  il  suffit  de  s'assurer  après  chaque 
differentiation  si  le  résultat  obtenu  s'évanouit  ou  non  ^  lorsqu'on  met  a 
à  Ja  place  de  x  ;  dans  le  dernier  cas  l'opération  est  finie,  et  ce  qu'on 
a  trouvé  représente  la  quantité  i.x...mP.  Soit  pour  exemple  la  fonc- 
tion x^  — ax^ —  a^x+ a^ ,  qui  s'évanouit  par  la  supposition  de  Jt  =  ^  ; 
sa  différentielle  première  s'évanouit  aussi  dans  cette  hypothèse,  mais 
non  pas  sa  différentielle  seconde ,  qui  est  (  *  *•  —  %a)dx^i  la  voilà 
donc  délivrée  du  facteur  {x — a) ,  et  puisqu'il  a  fallu  pour  cela 
deux  diffirentiations ,  on  en  doit  conclure  qu'elle  est  de  la  forme 
P{x — a)^\  ce  qui  est  d'ailleurs  aisé  à  vérifier,  car  on  trouvera 

x^'^ax^—a^X'^a^:rz{x'\'a){x  —  ay. 
En  appliquant  ce  qui  précède  à  la  fractio;a  ■*   \^    y^  ,  on- verra 

qu'en  differentiant  plusieurs  fols  de  suite  son  numérateur  et  son  dé- 
nominateinr ,  ils  seront  délivrés  à  la  fois  du  facteur  (a: — a)^sim=n. 
Si  c'est  Te  numérateur  qui  donne  4e  premier  un  résultat  qui  ne  s'év>a-^ 
nouisse  pas ,  ce  sera  une  preuve  que  le  facteur  (x — a)  s'y  trouve  élevé 
à'uhé  puissance  moindre  qiié  dans  le  dénominateur ,  et  par  conséquent 
la  fraction  proposée  sera  ià^nie  ;  si  c'est  au  contraire  le  dénominateur  ^ 
la  fraction  proposée  sera  Huile*  On  peut  donc  énoncef  la  règle  sui- 
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Tante  :  Four  obtenir  la  vraie  valeur  ^uju  fonction  qui  devient  -  lorsquon 

éonm  à  X  une  valeur  parnculihre  ,  il  faut  differentier  son  numérateur  et 
son  dinominauur ,  jusquà  ce  quon  trouve  pour  tun  ou  pour  t autre  un 
résultat  qui  ne  i évanouisse  pas  ;  la  fonction  proposée  sera  infinie  dans 
U  premier  cas  ,  nulle  dans  le  second ,  et  si  elle  a  une  valeur  finie ,  on 
rencontrera  en  nieme  umps  deux  résultats  qui  ru  s^ anéantiront  point. 
Quelques  exemples  éclairciront  suffisamment  ceci. 

137.  Soit,  iMa  fonction  -~ dont  on  demande  la  valeur  lors- 

^^  ^  =  tf  ;  en  différentiant  son  numérateur  et  son  dénominateur ,  on 

trouvera  — - — — - ,  d'où  il  résulte  -^ — ,  lorsqu'on  change  «  en  t» , 

40      ^^^      ■••     w^^  ^^ 

de  même  que  dans  le  n',  1 3  5. 

jc"—  1  " 

a*.  La  formule qui  exprime  la  somme  des  n  premiers  ter- 

mes  de  la  progression  géométrique  ^iixix^ix^i  etc.  devient  ? 

o 

quand  ^  =  i  •  cependant  cette  somme  dans  la  progression 
H I  :  I  :  I  :  I  ,  etc.  à  laquelle  on  est  conduit  alors  ,  a  une  valeur 
déterminée  et  égale  à  /z ,  que  la  règle  précédente  va  nous  donner  aussi* 
En  effet ,  après  avoir  difêrentié  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 

Texpressîon on  trouve, ; ,  et  en  écrivant  i  au  lieu 

AT— I  dx 

dex,  il  vient ;ï^ 

3  .  La  vraie  valeur  de  — ^ HL—    dans  le  cas  où  ^  =  c 

bx^ — %bcx'\'bc^ 
ne  peut  s'obtenir  qu'après  deux  différentiations ,  car  la  première  donne 

ax — ac       ,    -  .  o 

-T-- — 7— ,  résultat  qui  devient  encore  -  ;  mais  en  différentiant  on 


trouve  7». 

b 


m    r>t-      t  «         «  x—^ax*-'^aX'^û? 

4  .  Cherchons  encore  la  valeur  de  la  fraction ~~ 

lorsque  :r=ra;  nous  trouverons,  après  avoir  différentîé  une  fois' le 

Hh  2 


244  Ch.  il   Usages  analytiques 

numérateur  et  le  dénominateur,  que  le  premier  seul  devient ' encore 
nul  quand  on  met  a  au  lieu  àt  x  \  ce  qui  nous  apprend  que  la 
vraie  valeur  de  la  fonction  proposée  est  nUlle,  Le  contraire  auroit 


ax — jr* 


eu  lieu  pour  la  fonction  ~- -. 

5**.  Quoiqu'on  ne  voie  pas  tout  de  suite  comment  il  est  possible 
de  donner  la  forme  -^-, V-  à  la  fonction  transcendante , 

qui  devient  -,  lorsque  Ar=o,  on  peut  néanmoins  y  appliquer  la 

o 

règle,  et  après  avoir  dlfFérentié  son  numérateur  et  son  dénominateur, 

on,  trouve  a'\a — ^  *  I  ^  :  en  mettant  o  pour  jc ,  on  a  1^—1 1  pour  la 

vraie  valeur  cherchée. 

Ce  résultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux  fonctions 
a*  et  ^*  leurs  développemens  (  Introduction  ^  n**.  12  ),  car  il  vient 


a'— h 


—  =  (1^-10  +  1  (l-y-0O^}--^+  etc. 


et  la  supposition  de  jc=o  réduit  le  second  membre  de  cette  équation 
à  son  premier  terme  :  en  suivant  l'opération ,  on  remarquera  qu'il 
y  a  un  facteur  x  qui  disparoît  par  la  division. 

^«   f     r       .•  * — sin^r+corAT  .,   •     v     O    ,  „ 

6  .  La  fonction  — : se  réduit  à  —  lorsque  "arc 

sm^f+cosa:— -1  x  o 

x=^o''  ;  mais  en  lui  appliquant  la  règle ,  on  trouve  que  sa  vraie 
valeur  est  alors  — i. 

tf  — JT— tf  1  <l+ tf  1  X 


7*.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  fonctions 


^ — V^iax — x* 


x*—^x  ,  o 

et j — ;  la  première  devient  -  lorsque  x^=a ,  et  la  seconde 

lorsque  x=i  ;  leurs  vraies  valeurs  sont  respectivement  — 1  et  — 1. 

13 8.  Il  est  aisé  de^voir  que  la  règle  du  n*".  136  ne  seroit  pas 
applicable  au  cas  où  les  facteurs  qui  s'évanouissent  seroîent  élevés  à 
des  puissances  fractionnaires,  car  les  différentielles  de  la  fonction 
Pj^x — <z)"*  sont  ou  nulles  ou  infinies  lorsque  m  n'est  pas  un  nombre 
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8 


entier  (  n*.  13}  ).  Si  on  avoit  par  exemple  V: ^  ,  quoique 


i 


la  vraie  valeur  de  cette  fraction  f-  lorsque  x=a ,  soit  i  <t^  ,  on  n'y 
parviendroit  jamais    par   la    différentiation  :    on   trouveroit   suc- 


1 

9 


.        ixix'—a*)'    '^x^—a^Y+-ixXx*-^a') 

cessivcment  -i— ^ (-  ^-^ ^—-^ — ^^ ; — ^~  etc.  ; 

le  premier  de  ces  résulta;^  devient  encore  -.  quand  on  fait  x=^ajet 

o     ' 

la  même  supposition  rend  infinis  les  numérateurs  et  les  déno- 
minateurs de  chacun  des  suivans.  Si  on  fait  disparoître  les  ex- 
posans  négatifs  en  passant  au  dénominateur  ceux  qui.  se  trouvent 
dans  le  numérateur ,  et  vice  versa ,  les  expressions  nouvelles  qui  naî- 

o  "^ 

Iront  de  ce  changement  se  réduiront  toutes  à  ~. 

139.  Voici  un  procédé  général  exempt  de  toute  difficulté  ^  qui 
comprend  la  règle  dû  n*,  136,  et  que  je  n'ai  présenté  le  dernier 
que  parce  qu'il  m*a  semblé  que.  les  considérations  du  n*.  cité  pou- 
voient  jetter  un  grand  jour  sur  Tobjet  qui  nous  occupe. 

Soit  -rrrr  uue  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 

s^évanouls^ent  tous  deux  quand  ji;  =  4  ;  en  substituant  â+ A:  au  lieu 
de  X  ,  les  fonctions  X  et  X^  se  développeront  *  suivant  des  séries 
ascendantes  de  la  forme  ^it-+5Jt^+  etc.,  A^hf'\'Bk^'+  etc.. 
puisqu'elles  doivent  devenir  nulles  dans  THypotHèsè  de  k  =  0 ,  qui 

.       jx      11    j  *-       y~       ^**+5A^+etc.  ..     . 

tépond  à  celle  de  ^  ==  ^  ;  on  aura  donc      .  _  , — nHlM' >  au  lieu 

»  *   -.'  j%  h*  ^ B  k    +etc. 

de  la  fraction  proposée.  Si  d,a;n$  ce  résultat  on  suppose  en  effet  A  =  p, 

X 

on  doit  retomber  sut  la  valeur  que  reçoit  la  fonction-— 7- ,  lorsqu'on 

change  jc  en  ^ ,  et  quoiqu'il  seihblè  d'abord  se  réduire  à  -,  on  va  voir 
cependant  qu  il  a  toujoi^rs  une  valeur  déterminée.  £n  distinguant  les 
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trois  cas  *>*',*  =  *'  et  «  <  «' ,  nous  pourrons  dans  les  deux 
premiers  écrire  ainsi  qu'il  suit  l'expression  précédente  : 

Sous  cette  forme  il  est  aisé  d'appercevoir  que  tant  que  «  surpas- 
sera  «%  la  supposition  de  A  =  o  rendra  la  fraction  nulle ,  et  qu'elle  se 

A 
réduira  à  --7  lorsqu'on  aura  a  =  tt\  Dans  le  troisième  cas  ^  au  con- 
A 

^    ,  ^+5A:^-«+  etc.  . 

traire ,  ou  «  est  <  *  ,  on  aura  --rn 7:rrhi •  et  ce  ré- 

*  ^'A:*'-^'+5'Jt^'"-'+ etc.* 

sultat  deviendra  infini  par  la  supposition  de  ^  =  o.  Dans  tous  ces  cas^ 
la  vraie  valeur  qu'on  cherche  ne  dépend  que  du  premier  terme  de 
chaque  série. 

La  règle  suivante  s'étend  à  toutes  les  fonctions  qui  peuvent  se 

représenter  sous  la  forme  indéterminée  -  :  cherche^  le  premier  urmt 

de  chacune  des  séries  ascendantes  qui  expriment  le  développement  du  nu-* 
mérateur  etdu  dénominateur^  lorsque  x==aHhk,  réduise:^  à  sa  plus  simpU 
expression  la  nouvelle  fraction  formée  de  ces  premiers  termes  ^  et  faites  ensuite 
k  =  0  ;  les  résultats  que  vous  obtiendrez  seront  les  dijfflrentes  va&urs  que 
prend  la  fraction  proposée  lorsqz^on  fai^x  =?:  a. 

Cette  règle  paroîtra  quelquefois  plus  commode  que  le  procédé  de 
la  dlflFérentiation ,  dans  le  cas  oîi  il  peut  s'employer.  Ce  n'est ,  par 
exemple  »  qu'après  avoir  diflerentié  quatre  fois  de  suite  le  numérateur 
t%  le  déiiominateur  de  la  fraction 

K^"^  ^a  x^^ja^  X —  %a^ —  1  a^  Y  %  ax^-^a^ 


w^i^'mv'f^      ■■  '   ■  '***^ 


qu'on  parvient  à  en  trouver  la  vrâié  valeur  dans  le  cas  oti  jr  =  tf. 
%ïi  écrivant  4^  4- A:  auUeu:de^t  çomofe  U  presait  la  règle  »  il  vient 


^m^^^ÊÊmmmÊ0tmmtmm 


réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales  on  siura 
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V/?trF  =«-  --  --il-  -  etc. 

La  substitution  de  ces  deux  suites  dans  la  fraction  précédente  don- 
nera —  5  tf  pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

Dans  les  cas  où  la  valeur  particulière  de  x  fait  disparoître  quel- 
ques  radicaux ,  et  qui  par- là  échappent  à  la  règle  du  n*.  1 36 ,  il  faut 
nécessairement  avoir  recours  à  celle  dont  nous  venons  de  faire  usage. 


s 


La  fraction  ^  dont  on  ne  peut  obtenir  la  valeur  par  la 

difFérentiatîon  lorsque  A:  =  tf(n^.  138),  donne 

i =(iii+A) 

en  changeant  or  en  ^  +  A: ,  et  faisant  A  =  o  on  obtient  la  vraie 
valeur  {^ay. 

X40«  Une  fonction  peut  encore  se  présenter  sous  plusieurs  formes 

indéterminées ,  différentes  en  apparence  de  - ,  mais  qui  dans  le  fond 

o 

reviennent  au  même ,  et  qu'il  est  bon  de  connoître. 

I*.  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  « — p  peuvent 
oevenir  infinis  en  même  temps  ;  nous  en  avons  donné  un  exemple 
dans  le  n\  138  sur  l'expression  ^C^'-^^O" +-3^V"^^)-'  ^^  ^^^^ 

avons' indiqué  comment  on  pbùvoit  en  tirer  un  résultat  qui  de- 
vînt |  qùand-:r=;i.  Erf  général;  fa  fraction' :-^"étaht  écrite  ainsi 


J 


— 7— -».»e  redwraà  -  lorsque  Jtrt.^ ^seront  infipis; 


r"« 


•t. 
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la  substitution  de  a-^k  au  lieu  de  x  conduira  aussi  à  sa  vraie  valeur 
sans  qu'il  soit  besoin  de  la  changer  de  forme.  L'exemple. rapporte 
ci-dessus  devient  par  cette  substitution 

-k    ' 

4 

I 

et  en  faisant  ^  =  0,  il  en  résulte  4 a*  (itf)    " 

^» 

Si  on  demandoit  la  valeur  que  reçoit  la  fonction  —quand a: est 

infini  ^  ou  ^  ce  qui  est  la  même  chose ,  la  limite  de  cette  fonction  , 
on  ne  pourroit  y  parvenir  par  aucun  des  procédés  dont  nous  avons 
fait  usage  jusqu'à  présent ,  à  cause  de  l'impossibilité  de  réduire  1  x 
en  série  ,  et  il  faudroit  recourir  aux  considérations  particu- 
lières à  la  nature  de  la  fonction   proposée.   On   a  par  le  n*.  15 

de   l'Introduction   ji:  =  i  +  _  +  i ^  +  t^^ — '—  +  etc. ,  ce 

qui  fait  voir  que  plus  ,Ia  quantité  x  sera  grande ,  plus  elle  surp^s- 

x 

sera  son  logarithme ,  et  plus  aussi  la  valeur  de  l'expression  r—  sera 


x-  X     ,    ^       .       od" 


jt 


considérable  ;  mais  ;—  =  jc""*  X  r-  î  la  fonction  ;—   augmentera 

\x  \^  \x 

donc  sans  cesse  et  deviendra  infinie  en  même  temps  que  x.  Il  faut 
pourtant  excepter  de  cette  conclusion  le  cas  où  Fex posant  »  seroit 
•  infiniment  petit ,  car  il  suit  de  ce  que  ^*  =  i  ^  que  quel  que  soit  x  » 
on  peut  toujours  rendre  x"^  aussi  peu  différent  de  l'unité  qu'on 
voudra  9  en  prenant  /t.  d'une  petitesse  convenable  (*). 

i*.  Il  peut  arriver  qu'on  rencontre  un  produit  composé  de  deux 
feçteurs  >  l'un  infini  et  l'autre  ixul  :  çoit  -P  Q  ce  produit  ;  si  la  sup-; 

:     h  ï 

position  de  ;r  =?=  tf  donne  P=r=^>  ^~""*  ^^  ^^^^  Q  =^ >  ^^  * 


(*)  J'ai  supposé  qu'il  s*agtssoij  de  logarithines  f^fj>érien$ ,  .maïs  «î  le  inoddi 
n*étoit.pas  égal  à  Tunîté,  le  nombre *jc  ne  '  finirait  pas  mo\ni  par  surp^^er. 
ton  logarithme 9  seulement  çda  n*arriver*it  pas  sussî^tftt  que  »'=^u 


\ 


\ 
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sera  une  quantité  nulle  dans  la  même  hypothèse;  il  viendra  donc 

^«  =  ¥  =  ô- 

Prenons  pour  exemple  l'expresâon  (  i — x)  tan  ,  ^  désî- 

gnant  la  demi -circonférence  ;  lorsqu'on  fait  jc=  i  ^  d'un  côté  la 

quantité  i  —  x  s'évanouit ,  et  de  l'autre  l'angle étant  de  90* 

1 

a  sa  tangente  infinie.  Pour  parvenir  donc  à  connoître  la  vraie  valeur 

*ft  X  I 

de  ce  produit,  il  faut  faire  tan  z=  -— ,  eten  se rappellant que 

2  R 

tan  A  =  'i ,  on  aura  R  =  cot ;  la  fonction  proposée/de- 

cot  A  2 

viendra  par  conséquent 9  fraction  qui  se  réduit  à  -  lorsr 

cot— — 
2 

que  :v  =  I,  On  trouvera  par  la  règle  du  n**.  136  que  sa  vraie  var 

,2  ,  7r  X  h'Jrdx 

leur  est  —  ,  en  observant  que  a.  cot =  — 


7F 


'       (-^)- 


(  n*.  22.  ) ,  et  que  sin  —  =  sîn  90"*  =  i. 

2 

3''.  Supposons  enfin  qu'on  demande  la  valeur  de  la  différence 
P  —  Q ,  lorsque  les  fonctions  de  x  représentées  par  les  lettres 
P  et  Q  sont  infinies.  Si  ces  fonctions  sont  algébriques  ,  ration* 
nelles  et  entières ,  elles  ne  peuvent  devenir  infinies  que  dans  le  cas 
oîi  X  le  devient  aussi.,  et  l'expression  P —  Q  ne  peut  avoir  une 
valeur  finie  à  moins  qu'on  n'ait  P  =  Q  +  i^  i  étant  une  quantité 
constante.  Quand  P  et  Q  sont  des  fractions  dont  les  dénominateurs 
s'évanouissent ,  il  est  facile  de  changer  la  fonction  proposée  dans 

une  autre  qui  devienne  -  ;  il  suffit  pour  cela  de  réduire  -P  et  Q  au 

o 

m 

même  dénominateur. 

Soit ,  par  exemple ,  P  = et  Q  == ;  il  en  résultera 

l-^x  i-^x* 

Calcul  différentiel.  li 
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Texpression ,  dont  chaque  termie  devient  infini 


I  X  I JC* 


lorsque  .y=  i  :  en  réduisant  au  même  dénominateur  on  trouvera 

■~"  I  -4"  2t  X  — -  .T*  O  ' 

7 r-7 —^,  Cette  fraction  donne  -  en  y  faisant  jc  =  i ,  et 

(l— a:)  (i  — a:*)  o  -^  •     • 

sa  vraie  valeur  dans  ce  cas  est  -. 

XI 

Considérons  encore  les  fonctions  transcendantes ;—  . 

X  —  I        Ix 

et  — -— — .  La   première,    quand  a:  =  i    devient  la 

IX  XX  tan  TTx 

différence  de  deux  quantités  infinies^   mais  en  substituant  1  +  ^  au 

I  +)t               I 
lieu  de  ^ ,  elle  prend  la  forme  — ; r-7 rr  î 

k"      k^ 

or,  1  (i+A)  =  A 1 etc.:  donc 

*       3 

'  A*        k' 
-^ l-etc 

"1        1(1  +  *)""        nTT+T)  .        *' 


Divisant  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction  par  k^ ,  et  faisant 

I 

1 
dans  le  cas  oii  jt:=  i. 


ensuite  *  =  o ,  elle  donne  -  pour  la  vraie  valeur  de r-  , 

1  '^  X — i       \x 


La  fonction  — —  devient ,  lorsqu^on  y 

X  x"^         zx  tan  'TTx  00 

fait  a:  =  o }  mais  si  on  met  i  à  la  place  de  x^et  qu'on  substitue , 


9r 


k       iw'k' 


au  lieu  de  tan  Trk^  le  développement  — H h  etc. ,  qui  ré- 

-  I        1.1.3 

suite  de  la  formule  du  n"".  106 ,  on  aura 


a  A*        X7fk^       Aw' k^ 

1 — -î +  etc. 

I  1.2.3 

On  réduira  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur  ;  on  divisera 
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les  deux  termes  du  résultat  par  k^  ,   et  en  supposant  A:  =  o ,  on 

obtiendra  — .  Je  ferai  remarquer  qu'en  réduisant  les  deux  fermes  de 

la    fonction   proposée   au    même   dénominateur  ,   on   trouveroit 

:; ,  et  SI  on  écriyoït  o  au  heu  de  :r,  il  viendroit  -• 

2  X  tan  *7r  X  o 

141.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  fonctions  expli* 
cites  de  x  ;  il  nous  reste  à  montrer  comment  la  règle  du  n"".  139 
s'applique  aux  fonctions  implicites  ;  c'est  ce  que  nous  allons  faire 

sur  l'expression  de  -p  tirée  de  l'équation  ax^'\-x^y  —  ay^=^o. 

dx 

dy         î  a  x*"  -4-  1  AT*  y 

On  a  -7^  = — 7^,  et  lorsque  a:=o,  ontrouve  v  — o 

dx         i^y^ — X 

dy       G 

et  -j^  =  -•  Mais  si  ^  au  lieu  de  supposer  x  nul  ^  on  le  regarde 
dx      o 

comme  une  quantité  très-petite  y  on  pourra  substituer  à  la  place  de  y 

la  première  série  du  n"*.  1 24  y  et  il  viendra 

dy 3  tf  a:*4-  3  jc^  +etc.  ^ 

dx        3  tf  jir*+A:^  +  etc.  * 

divisant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  x^ ,  et  faisant  ensuite 

dy        î  n 
AT  =  O ,  on  obtiendra  7^  =  —  =  i. 

dx       ja 

dy 

La  quantité  -y-  a  encore  deux  valeurs  imaginaires  ;  car  en  se 

dx 

reportant  au  numéro  cité  y  on  verra  que  dans  la  recherche  du  premier 

terme  de  la  série  ascendante  dont  on  a  fait  usage  y  le  coefficient  ^^  qui 

multiplie  le  premier  terme  y  étant  donné  par  l'équation  a  —  aui^=Oy 

ou  ^'  — 1  =  05  a  trois  valeurs ,  la  première  égale  à  l'unité  y  et  les 

deux  autres  imaginaires  ;  on  auroit  donc  à  proprement  parler  trois 

séries   ascendantes   à   substituer  à  la  place   de  y  dans  l'exprès- 

dy 

sion  de  -f^. 
dx  • 

o         -        .      v' 

En  général  y  lorsque  la  supposition  de  ^  =  ^  rendra  -une fonction 

li  2 
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quelconque  de  :r  et  de  j^,  j  étant  lui-même  une  fonction  implicite 
de  X  donnée  par  une  équation,  il  faudra  substituer  a-\-k  à  jt,  et 
mettre  successivement  au  lieu  de  y  les  diverses  séries  ascendantes 
qui  expriment  son  développement  suivant  les  puissances  de  )  \  on 
cherchera  ensuite  ce  que  devient  le  résultat,  en  y  faisant  it==o, 
et  on  obtiendra  par- là  la  vraie  valeur  de  la  fonction  proposée. 

142.  Avant   de  quitter  ce  sujet,  sur  lequel  on  me  pardonnera 

de  m*être  un  peu  étendu ,  à  cause  de  son  importance ,  Je  ferai 

connoître  un  procédé  que  fournît  le  Calcul  différentiel ,  pour  trouver 

la  vraie  valeur  des  coefficiens  différentiels  d'une  fonction  implicite  9 

o 
lorsqu'ils  se  présentent  sous  la  forme  -. 

En  remontant  à  la  génération  des  équations  différentielles  à  deux: 

variables ,  on  se  rappellera  qu'elles  naissent  de  la  substitution  de  ;c+£ 

dy  h      d^  y      A* 
et  de  v+  —  — h   ,       — —  +  etc. ,  au  lieu  de  jc  et  de  j^ ,  dans  une 
dx  1      d  x''    1.2 

équation  primitive  «^  =  o  (  n"*.  40  ) ,  et  qu'on  les  forme  en  égalant 

successivement  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  puissance  de  A.  Mais 

si  quelque  valeur  particulière  de  x  fait  évanouir  ilf  et  ^ ,  la  diffé- 

dy 

rentielle  première  Af  +  -^^  j—  =  o   (  n'.   49  )   devenant  identique 

dy 
d'elle-même ,  ne  peut  plus  servir  à  déterminer  -77  >  il  ^ttt  recourir 

dans  ce  cas  à  la  différentielle  seconde  qui ,  parce  que  A^  =  o ,  se 

dy  ^  y^  dy 

réduit  à  P+  Q  -~  +  -R  -7^  =  o  •  voilà 'donc  -f-  donné    par   une 

dx  dx^  dx 

équation  du  second  degré.  Si  les  coefficiens  P ,  Q  et  /i  s'évanouis- 

soient  aussi ,.  on  feroit  usage  de  la  différentielle  troisième  qui ,  dans 

cette  hypothèse,  devlendroit  5+7-^+^--^  + V  -^  =0  et 

'  dx         d  X  d  X 

dy 

détermlneroit   -—  :  si  les  coefficiens  de  cette  dernière  s'a  néant  issoknt 

dx 

encore ,  on  chercheroit  la  différentielle  quatrième  et  ainsi  de  suite. 

d""  y     d^  y     ' 
Comme  les  termes  affectés  de  •— ~- ,  etc.  disparoissent ,  on  voit 

d  X  d  X 


t 
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qu*il  suffira  de  difFérentier  plusieurs  fois  de  suite  Téquation  primitive 
»  =  o,  en  regardant  dx  çx  dy  comme  constans ,  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  à  un  résultat  que  la  substitution  de  la  valeur  particulière 
de  X  ne  fasse  point  évanouir. 

En  appliquant  ce  procédé  à  Téquation  a  x^-^x^ y  —  aj'^  =  o, 
on  verra  que  les  différentielles  première  et  seconde  s'évanouissent 
par  la  supposition  de  ^  =  o ,  et  que  la  différentielle  troisième  se 

dy^ 

dx' 


CL    Y 

réduit  à  6  tf  dx^ —  6  a dy^  =  o i  d'oh  il  résulte  -y-^ 1=0:  on  a 


dy 
donc  -~-  =  I  ^  de  même  que  dans  le  numéro  précédent. 
dx 

dy  ,  », 

Si  on  égale  à  —  une  fonction  quelconque  de  x ,  Téquation  qui 

dx 

en  résultera  pouvant  être  prise  pour  la  difFérentielle  d'une  équation 
primitive ,  des  différentiations  répétées  feroient  connoître ,  comme 
dans  l'exemple  précédent,  la  vraie  valeur  de  cette  fonction^  si  elle  étoit 

susceptible  de  devenir  ~.  Telle  est  la  règle  que   le  C.   Cousin  , 

(  Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral^  Paris  ^  '79^  >  '/i-^*. 
Tome  !•' ,  page  117.)  donne  pour  trouver  dans  tous  les  cas  ce  que 
signifient  les  fonctions  qui  paraissent  indéterminées  ;  mais  il  faut 
observer  que  présentée  sous  cette  forme  ,  elle  n'est  pas  aussi  générale 
que  l'auteur  l'annonce ,  et  qu'elle  se  refuse  aux  cas  qui  échappent  à 
celle  que  nous  avons  donnée  n*.  136 ,  à  moins  qu'on  n'ait  préala- 
blement fait  disparoître  les  radicaux ,  condition  qu'il  étoit  indis- 
pensable d'exprimer. 

Si  on  se  proposoit  la  fonction  ^— ^-  ,  on  en  tireroit 


s 


{x-ay 


dv  (x* fl*^ 

j^=  ^ f  ,  d'bîi  {^x  —  af  dy*—  {x*—a.*Y  dx^^a. 


i9 


Après  trois  différentiations  ,  on  auroit ,  en  faisant  :^  =  ^ , 

edx^dy^—/^ia\dx^:=^o^ 


» 


^v 
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dy  - 

ce  qui  doûneroit  -~  =  (2  tf  )^,  résultat  qui  est  conforme  à  celui  du 

dx 

n**.  139.  Dans  un  exemple  plus  compliqué  Tévanouissement  des  ra- 
dicaux auroit  pu  entraîner  beaucoup  de  calculs ,  et  par  cette  raison 
le  procédé  actuel  ne  sauroît  être  commode  en  général. 

143.  Pour  mieux  fixer  Tattention  du  lecteur  sur  les  propositions  et 
les  règles  énoncées  dans  les  articles  précédens ,  nous  allons  en  faire 
la  récapitulation. 

I V  Toute  fonction  qui  se  présente  sous  la  forme  -  ,  lorsqu'on 
1  ^  o 

donne  une  certaine  valeur  particulière  à  la  variable  dont  elle  dé- 
pend 9  a  toujours  une  valeur  déterminée ,  soit  nulle ,  soit  finie  ^ 
soit  infinie. 

o 
Cependant  >  il  y  a  des  quantités  exprimées  par  -  ^  qui  sont  réelle- 

^^ 
ment  indéterminées.  Si  on  avoit ,  par  exemple ,  les  deux  équations 

bc'—b'c 
on  en  tireroit ,  y       ab' — a  b 


r    t  u    i  *f    \ comme  on  sait ,1        ^  ^■ 


-ac' 


aV—Jb 


ces  valeurs  deviendroient  -,  en  y  faisant  d=^a m ,  ^'=i  ih.  c':=^c  mi 

o 

et  dans  ce  cas  la  question  seroit  réellement  indéterminée ,  puisque  la 

seconde  équation  se  changeant  en  /7i/2X"+^ /wj+c /w=:0,  ne  dit  rien 

de  plus  que  la  première.  Nous  avons  pareillement  rencontré  dans  le 

n*.   60  deux   résultats  vraiment  indéterminés  ;  mais  dans  l'une  et 

l'autre  circonstance  les  fonctions  ne  deviennent  - ,  que  parce  que  plu* 

sieurs  quantités  prennent  à  la  fois  des  valeurs  particulières.  (  Voyez 
11%  147  ).  \       ^ 

x*".  Dans  tous  les  cas  où  la  fonction  dont  on  cherche  la  vraie 
valeur  ne  renferme  point  de  radicaux  ^  ou  bien  lorsque  les  quan- 
tités placées  sous  ces  signes  ne  s'évanouissent  pas  ^  ensorte  qu'au- 
cune irrationalité  ne  disparoît  ^  on  peut  se  servir  de  la  règle  du 
n*.  136.  Pans  le  cas  contraire,  il  h\xt  employer. celle  du  n\  139. 
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Au  reste  nous  croyons  devoir  prévenir  ceux  de  nos  lecteurs  qui 
étudient  le  Calcul  différentiel  pour  la  première  fois ,  que  Ics  faits 
analytiques  exposés  dans  les  n*»'  1 18  et  1 3  5 ,  peuvent  se  peindre  , 
en  quelque  sorte ,  par  les  lignes  courbes ,  et  qu'ils  se  rapportent  à 
certaines  circonstances  de  leurs  formes.  Ces  rapprochemens ,  qui  jette- 
ront un  grand  jour  sur  tout  ce  qui  a  été  dit  jusqu'à  préseiit  ^  seront 
développés  avec  soin  dans  le  Chapitre  IV. 

1 44,   Nous  dirons  très- peu  de  chose  sur  la  manière  de  réduire      ^"  développe- 

,.,-..•,  .  ,  ,  VI         •        1       I        ^^^^  ^de$    fonc- 

en  séries  les  fonctions  de  deux  variables ,  parce  qu  il  arrive  le  plus  tîons  de  deux  va- 
souvent  qu'on  ne  les  développe  que  par  rapport  à  Tune  de^  va-  '^^^^^s* 
riables  qu'elles  contiennent,  en  supposant  à  l'autre  une  valeur 
constante ,  et  qu'alors  elles  doivent  être  traitées  de  même  que  les 
fonctions  d'une  seule  variable*  Il  sera  peut-être  utile  néanmoins  de 
faire  voir  que  la  formule  du  n**.  32,  s'emploie  à  développer  les 
fonctions  de  deux  variables ,  comme  celle  du  n**.  1 1  s'applique  aux 
fonctions  qui  n'en  renferment  qu'une. 

Si  on  fait^r  =  o  tt  y^=o  dans  la  formule  du  n*.  31,  c'est-à- 
dire  daqs  u  et  dans  chacun  de  ses  coefEciens  différentiels ,  elle  donnera 
le  développement  def(A,A)  ordonné  suivant  les  puissances  des 
quantités  ^  et  A:  ;  mais  on  pourra  écrire  x  au  lieu  de  i ,  et  j^  au 
lieu  de  A ,  et  il  en  résultera 

i     C  du  du       ^ 

i     (  d^u        .         d^u  .     ^""^       > 

+  etc. 
en   observant  de  faire  x  tt  y  nuls  tant  dans  u  que  dans  les  expres- 
sions qu'on  obtiendra  pour  chacun  des  coefficiens  différentiels  :  ceci 
est  absolument  semblable  à  ce  qui  a  été  dit  n**.  loo,  et  offre  les 
mêmes  remarques. 

On  pourroit  encore  obtenir  le  développement  de  f{x^y)  par  la 
differentiatibn  ,  ainsi  qu^on  est  parvenu  à  celui  de  f  (x)  dans  le 
n**.  109 ;  car  si  on  suppose     u=A+  B  x  +  Cy 

+  Dx*  +  £xy+Fy 
.+  etc. 
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les  lettres  A^  B^  C,  etc.  désignant  des  quantités  indépendantes 
de  X  et  de  j ,  et  qu'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  y ,  plusieurs  fois  de  suite ,  de  manière  à  obtenir  les 

j  rr    •  i«/rf  •   i      du    du      d*  U  d^  U 

expressions  des  coeraciens  différentiels  — ,  —  , , ^etc, 

dx   dy     d x^     dx  dy 

on  aura ,  en  égalant  à  zéro  x  çty  après  les  différentiations  , 
du         ^  du  ^ 

=5,        -—  =c. 


dx  dy 

d^u  d^u  d^u 

=  i,2.Z),  -j — - — =i.i.£,  — p —  =  i»2  F,    etc.: 


dx^  ^     dxdy  '    dy^ 

à  regard  de  -^ ,  on  trouvera  sa  valeur  en  cherchant  celle  de  la 
fonction  u ,  lorsque  x  tt  y  sont  nuls, 

145.  Lorsque  la  fonction  à  développer  sera  donnée  implicite- 
ment par  une  pu  plusieurs  équations ,  on  suivra  un  procédé  ana- 
logue à  celui  du  n°.  iio.  Proposons-nous ,  par  exemple ,  de  réduire 
en  série  une  fonction  quelconque  «,  renfermant  quatre  variables 
t ^  X y  y  çx  [^  entre  lesquelles  on  ait  les  deux  équations  P==o,  Q=o. 

Dans  toutes  les  questions  de  ce  genre ,  il  faut  d*abord  reconr 
noître  quelles  sont  les  variables  qu'on  doit  regarder  comme  indé- 
pendantes ;  ici ,  puisqu'il  existe  deux  équations ,  on  pourra  toujours 
déterminer  deux  des  variables  en  fonction  des  deux  autres.  Suppo- 
sons donc  que  ce  soient  ttix  qu'on  regarde  comme  indépendantes  ; 
on  verra  facilement  que  dans  cette  "hypothèse  u  est  une  fonction 
implicite  de  ces  dernières ,  puisqu'on  peut  en  chasser  ^  et  [^  au 
moyen  des  équations  données  :  cela  fait ,  si  on  y  suppose  ^  et  x 
nuls  ,  on  aura  le  premier  terme  de  son  développement. 
|i;Pour  obtenir  les  termes  qui  sont  multipliés  par  x  et  par  ^^  il 
faut  trouver,  en  ;  et  en  at,  les  expressions  dçs  coeffic'iens  diflférentiels 
{du)  idu) 
dt         dx 

d{u) 

4{u) 


dx 


du 

— + 

dt^ 

du 

dy 

dy 

du      d:^ 
di     dt^ 

du 

du 

dy 

dx 

du      d[^ 
di     dx* 

d'après 
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d'après  le  n"*.  81,  on  tirera  aussi  des  équations  P=o  et  Q=o , 

dP  dP       dy  dP       di 

•\ ; —    — : 1 : —    — ; — =0 


d^  dy         dt  d^         dt 

dQ         dQ        dy  dQ       d[ 

-j ; — 7—  +   — • — ; =  O 


dt  dy         dt  d!^  dt 

dP  dP  dy  dP  d[ 

dx  dy  dx  d[  dx 

dQ.  ,    dQ  dy  dQ  d^ 

dx  dy  dx  d[  dx 

dy       dz 

De  ces  quatre  équations,  les  deux  premières  donneront  —  et  j^jCt 

dy  d?  . 

les  deux  dernières,  — ; —  et  — ~-  ,  en  t^x^y  et  7  ;  substituant  dans 

dx         dx 

m 

d(u)       d(u)    .  -  ,  f  r  • 

■■  ^    ^  et    .,       les  valeurs  qu  on  aura  trouvées  ;    faisant  ensuite 
dt  dx 

^  1=  Q ,  ;t:  =  o ,  et  remplaçant  y  et  i  par  les  valeurs  particulières  qu'ils 

reçoivent  dans  cette  circonstance,  les   résultats  qu'on   obtiendra 

seront  les  quantités  qui  doivent  multiplier  la  première  puissance  de 

X  et  celle  de  y. 

T^      t.      1,       I,  .       j    ^'(^)    ^(^)  d""^{u) 

En  cherchant  lexpression  de  — p-^ ,  -t-t^-  •  •  •  •' —^ *  etc.   on 

'^  dt*  ^ dtdx  dt^'dx"  ' 

obtlendroit  les  coefficîens  de  ^^tx. . .  fx'^y  etc.  dans  le  développement 
de  la  fonction  proposée  ;  mais  les  calculs  deviennent  trop  compliqués 
pour  nous  y  arrêter  ,  et  ils  n'offrent  d'ailleurs  aucune  difficulté  lors- 
qu'on possègle  la  théorie  de  la  différentiation  des  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

146.  Le  C.  Laplace  s'étant  occupé  des  fonctions  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables ,  analogues  à  celles  que  nous  avons  considérées 
^  dans  le  n^.  1 1 1 ,  d'après  le  C.  Lagrange ,  est  parvenu  dans  ce  cas 
général  à  jin  développement  d'une  forme  très-simple.  Un  ouvrage 
de  Ja  nnture  de  celui -ci  ne  comportant  pas  tous  les  détails  qu'il  a 
insérés  dans  son  intéressant  Mémoire ,  nous  nous  bornerons  à  ce  qui 
regarde  les  fonctions  de  deux  variables,  et  en  exposant  les  artifices 
Calcul  diffinmid-,  Kk 
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ingénieux  que  le  C.  Laplace  a  employés  dans  cette  recherche  ^  nous 
remplirons  le  but  que  nous  nous  sommes  proposé ,  celui  de  faire 
connoître  les  procédés  analytiques  les  plus  remarquables. 

Soit  u  une  fonction  quelconque  des  deux  quantités  y  et  £,  dé- 
terminée par  les  deux  équations 

y  =  F{a  +  t^{y,l))  [  =  Fi{b+x(pi{yy[)) 
F  et  Fi  ^  p  et  ^i  désignant  aussi  des  fonctions  quelconques  ;  si  on 
avoit  particularisé  ces  dernières  y  et  que  la  forme  des  équations 
cî*dessus  permît  Télimination ,  on  parviendroit  à  connoître  sépa- 
rément les  valeurs  de  j^  et  de  ^ ,  en  a  et  t^  b  et  x.  On  doit  donc 
regarder  les  deux  premières  quantités ,  comme  des  fonctions  des 
quatre  dernières  ,  et  en  les  difFérentiant  sous  ce  point  de  vue,  on 
formeroit  les  coefficiens  diiBFérentiels  suivans. 


da 


0+'^) 


Jb  ^    ^   ^'      db     ■ 

dx  ^        dx 

Pour  abréger ,  on  a  écrit  seulement  (p  au  lieu  de  9  {y  ^i)  et  on 
en  usera  de  même  à  l'égard  de  <pî  {y  yOi  ^^  ^  ^^  P^^*^  sup- 
primé les  parenthèses  aux  différentielles  des  fonctions  «  ,  ^  et  (p  i , 
parce  que  ne  contenant  qu'implicitement  les  variables  r  et  ;r,  il 
n'y  a  aucune  confusion  à  craindre  (  n^.  70). 
En  supposant  t  tt  x  nuls  ^  il  en  résultera 

aa  I  I     aa 

dy  m  \    d? 

-7"=^'(^)-^l     on  trouvera    1    -7*=^ 

^^  1.1        A        I    ^^ 

,  >  dans  les  mêmes  / 

^y  I     .  1    ^T         ,   >  V 

-—  =  0  i    circonstances   J    ■77=-'^  *(^) 

dp  I  i    dp 

tf-^  ;  V    dx         ^  '' 
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tt  deviendra  fonction  de   a   et  de   ^   seulement  ,    puisqu'alors 

j.==F(«)etî  =  Fi(Oi 

les  expressions  de  -4^  et  -7—^  données  dans  le  n*.  précédent ,  se 
•^  dt         dx 

réduiront  à 

dt         dy  dt       dy 
dCu)      dudr       du  _,    .,. 
dx        didx      di        ^   ^  ^ 

^    ''      da'  ^  ->'  -'-     ' 


du 

d  u 

dt 

""   da 

du 

d  u 

et  parce  que  j  i^^  ^"^^ 

^    ^       db)  \^  dx  db     ^ 

lorsque  x  =  o  et  r  =  o. 

Concevons  pour   un   moment  que  Ton  ait  tiré  de  Téquation 

{=i^i(*  +  :c^i)la  valeur  de  ç  ,  et  qu*on  Tait  substituée  dans  la 

fonction  u  ;  cette  fonction  ne  dépendra  plus  alors  que  des  variables  j^ 

et  a:,  et  dans  les  difFérentîations  relatives  à  /  il  suffira  d'avoir  égard  à  la 

première ,  puisque  la  seconde  est  une  des  variables  indépendantes.  Mais 

si  on  chasse  en  même  temps  ^  de  réquation^=/^(tf  + /^),  la 

fonction  ^  ,  lorsqu'on  difFérentiera  par  rapport  à  /,   pourra  être 

considérée  comme  ne  renfermant  que  y  ;  on  aura  donc   en  vertu 

du  n*".  1 1 1 1 

du 


Jru  da 


df"  da"^' 


et  par  conséquent 


d^+"u 


jrn^x 


du 

Il   est   clair   que  le  développement  de  d".  f""  —    se  déduira   de 

V  Kk  1 
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du 

celui  de  ^.  ^  — ,  «n  y  mettant  (p"*  pQur  (^ ,  </.  ^"*  pour  ^^ ,  ^*,  ç* 
pouf"  d^(p ,  et  ainsi  de  suite  :  on  pourra  donc  au  lieu  de  ^"*  — -, 

aa 
'  du  .  , 

écrire   seulement   tp  —  ;  mais  cette  dernière  quantité  étant  égale 

da 

du 

à  —,  lorsque  t  est  nul,  il  en  résultera 
dt 


jmJf^ 


u  \^  daf'dt   J 


Tout  étant  semblable  entre  les  variables  j/' et  {,  tttx^a  et  h^ 

on  aura  aussi 

du 

^//  ^      db 


cquation  qu'on  pourra  changer  en  '•— ^r=— — ^, 

en  écrivant  <pi ,  au  lieu  de  ^i" ,  et  en  substituant  au  lieu  de  ^i  jr  > 

sa  valeur  ---  ,  dans  le  cas  oh  :i:  =  o  ;  mais  il  faudra  avoir  Tatten- 
dx 

tion  de  remplacer  ^i  par  91*"  dans  le  résultat. 

d!'u  di^'^u 

Mettons  cette  expression  de  — —  dans  celle  de     ^      -,  trouvée 

dxr  d  t  d  X; 

ci-dessus,  il  viendra 


cT'^u 


\dtdx  J 


■ 

en  se  rappellant  toujours  qu'il  faut  substituer  ^"*  à  ^,  ^i"  à  <pi ,  et 

après  les  diiférentiations  ,  faire  f  =  o ,  et  jkt =0. 

Les  opérations  précédentes  nous  ont  procuré  l'avantage  de  ne 

d!^  "^"w 
faire  dépendre  le  coefficient  --^    ~  que  de  celui  du  second  ordre 

di^dx^ 

d^u 

- — --  ,  et  les  difFérentiations  relatives  à  ^  et  à  *  ne  causeront  aucun' 

dt^x 
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embarras  ^  puisqu'elles  se  présentent  sous  une  forme  très  -  simple 
lorsque  t  tt  x  sont  nuls ,  ainsi  qu'on  a  dû  le  remarquer  au  com- 
mencement de  ces  articles.  II  ne  reste  donc  plus  qu'à  déterminer 

1  expression  de  3-—* ,   ce  qui  sera  facile. 

du      du 
En  difFérentiant  par  rapport  à  a:  ,  l'équation  -—  =  —  ^,  il  vien- 

dt      d<i 

.,        d^u  d^u.  du       d^  *    du  du 

ara  —  = ^  -|- ;  or  on  a  =  ■■    *  *  ai: 

dxdt       dxda  da       dx  dx  db 

du 
0  •  ^  I  —  • 
,  d'u  db       du  dp    ^^  .  .  ,     . 

donc  - — p  =  ^  — ; 1-  - — --.  Mais  ^  exprimant  9  ainsi  que  u  ^ 

dxdt  da  da  dx 

une  fonction  quelconque  de  ^  et  de  ;( ,  il  existe  entre  7--  et  ■—  la 

dx        db 
du  du 

même  relation  qu  entre  —i —  et  —rr  •  ^^  *"ra  donc  encore 

dx  db 

=  ^  I  — - ,  d  ou 


dx         ^    db 


d^u  d^u  dpi    du  dp  du 

-.        ist  ^  ^i  — ' — '  +  9 V  9^  —  —  J 

dxdt  dadb  da     db  db  da 

et  comme  il  faut  changer  ^  en  ^"*  ^  ^  1  en  ^ ï*^,  il  viendra 


dxdt      "^  ^       dadb   »      '^   ^  da     db   '       "^      "^      db  da^ 

bien  entendu\iue  ^  et  ^i  ainsi  que  u  ^  seront  réduits  â  des  fonctions 

de  tf  et  de  ^  j^  en  mettant  au  lieu  de  y  tt  i  leurs  valeurs  ^  lorsque 

d'u 
t  et  x  sont  nuls.  Ayant  formé  ainsi  - — -- ,  que  nous  représente- 

dxdt 

rons  par  27^"+">  on  aura  pour  le  terme  général  du  développement 
de  la  fonction  proposée , 

_- _-  , J 

doT^^db^    '         I*2«««/7Z*I2.*../2 

on  obtiendra  chacun  des  termes  individuellement  ^  en  prenant  pour 
m  et  pour  n  tous  les  nombres  entiers  ô,  1,1,3^  etc. 
Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  que  le  développement  que  nous  venons 
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de  trouver  y  pourra  s'appliquer  à  des  questions  analogues  à  celles 
«les  û°*.  113  >  114  et  115. 

147.  Les  développemens  des  fonctions  de  plusieurs  variables  , 
qu'on  obtiendroît  par  ce  qui  précède ,  dépendent  des  valeurs  par- 
ticulières de  leiu"S  coefEciens  différentiels  qui ,  dans  certains  cas , 
peuvent ,  comme  ceux  des  fonctions  d'une  seule  variable ,  devenir 
ou  nuls  ou  infinis,  ou  enfin  paroître  indéterminés.  L'examen  de 
ces  diverses  circonstances  oifriroit  des  détails  analogues  à  ceux 
qu'on  trouve  dans  les  n^\  i }  ï  €t  suiv.  :  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas ,  parce  qu'ils  nous  meneroient  trop  loin  ,  cf  que  d'ailleurs  il  est 
facile  d'étendre  aux  fonctions  de  plusieurs  variables ,  ce  qui  a  été 
dit  à  l'égard  des  fonctions  d'une  seule  ;  cependant  les  cas  oîi  les 

premières  deviennent  ~ ,  présentent  des  différences  emportantes  que 

nous  ne  pouvons  passer  sous  silence; 

Une  fonction  de  deux  variables^  par  exemple,  peut  devenir  - 

o 

de  plusieurs  manières  :  1®.  lorsqu'une  des  variables  restant  indé- 
terminée, l'autre  prend  une  valeur  particulière  ;,z*.  lorsque  cha- 
cune  d'elles  reçoit  une  détermination  qui  lui  est  propre* 

Soit  7  n^  — > . ; — ' — r-  ;    en    faisant    x — a    on    aura 

l=-  3  quel  que  soit  y  :  mais  en  supprimant  les  facteurs  communs j^ 

la   fonction   z  se  réduit    à  r= — ^ ,  qui  devient  r= — . 

y+x—u  •  ^.  .  .      ^       j^  . 

Ce  cas  est  très -simple;  toutes  les  fois  qu'il  a  lieu  ,  l'application  des 

règles   des  n^^    136,  139  »   conduit   à  un   résultat  déterminé  par 

rapport  à  a:,  et  qui  ne  dépend  plus  que  de  la  valeiur  de  ^. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  si  on  avait  î=  — ^^ ^.    Cette 

jr — t 

fonction  qui  devient  -  lorsqu'on  a  x:=a  et  y=t ,  est  réellement 

o 

indéterminée;  pour  s'en  convaincre ,  on  fera  j/' — ^  =  i»(;r— «) 
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ce  qui  est   permis  ,  puisque  y   ti   x  sont    indéterminés  ;   il    ré- 


c 


sultera  de  ^cettc  supposition  [•=  — ,  quantité  susceptible  de  toutes 

m 

les  valeurs  possibles ,  à  raison  de  celles  qu'on  peut  donner  à  m  : 

on.auroitpu  prévoir  ce  résultat ,  puisque  la  fonction  {^  ne  dépend 

uniquement  que  du  rapport  des  quantités  {x — a)  et  {y — b).  Si 

on  se  contentoit  de  faire  j«r=tf  ou  y=^b ,  elle  deviendroit  nulle  dans 

le  premier  cas ,  et  infinie  dans  le  second. 

Il  arrive  aussi  quelquefois  que  toutes  les  valeurs  que  la  fonction 

proposée  peut  avoir  dans  un  cas  particulier  ,  quoiqu'infinies  en 

nombre ,  sont  comprises  entre  certaines  limites  :  telles  seroient  celles 

c  (  jc— tf  )  (  y^'^h  ) 

que  reçoit  la  fonction  î= -^— -~-,  lorsque  x=^a  tXy=h. 

(x — a)  Ar\y — b) 

En  faisant  V — b=im  (  x — a  ) ,  on  aura  ?=         ■   =         ■  ■  ;  il  t%\ 

.  i+/n  I 

f-  m 

m. . 

aisé  de  remarquer  que  la  supposition  de.  ;7z=::i  donnera  la  plus 
grande  valeur  que  puisse  avoir  î,  et  que   par   conséquent   cette 

Ce 

fonction  sera  toujours  comprise  entre   les  limites  —t.    et , 

qu'on  obtient  lorsqu'on  met  + 1  et — i  à  la  place  de  /».  Ces  résultats 
faciles  à  saisir  en  eux-mêmes ,  seront  encore  vérifiés  dans  la  suite 
par  des  applications  géométriques. 

Prenons  1  exemple  plus  gênerai  î=  -) '-—, — ~ ~~-  ; 

lorsque  x=a  et  y=b^  i  devient  -^et  en  écrivant  ^2 + fret  b+k  au 
lieu  de  :r  et  de  j' ,  il  en  résulte  ;[=  -— 7 — ^--^  ,    expression    de 

h    +^  k 

laquelle  on  ne  peut  rien  conclure  à  l'égard  de  i^  tant    que  les 

quantités  A  et  Jt  demeureront  indépendantes  Tune  de  l'autre.  Si  on 

{ait  k^=jih^  y  ûL  étant  un  nombre  positif,  afin  que  k  et  h  puissent 

A"*  4-  cjf*k  *" 
s'évanouir  en   même  temps ,  on  trouvera  {=  f  jnffanf  9  ^^ 

il      tTC  a    il 

suivant  les  diverses  hypothèses  qu'on  fera  sur  a,  on  obtiendra 
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pour-[,  dans  le  cas  de  A=o,  des  valeurs  soit  nulles.,  sort  finies^ 
;$oit  infinies. 

Considérons  en  dernier  lieu  la  fonction , 


G 


que  la  supposition  de  x=yz=a  rend  -;  substituons  a + A  et  ^+/: 

au  lieu  de  a:  et  de  y  respectivement ,  nous  aurons 

{h—k)J'^k{a'^hy—h{a^k)\ 

^~  {h—k)hk 

en  développant  les  puissances  indiquées,  faisant  le$  réductions  et 

effectuant  la  division  par  (  A — k  )  hk^ 

7:=,!!:^ L  ^«-^  +  -i i^ '  a^^{h  +  A:  )  +  etc. 

Cette  expression  ne  renfermant  plus  que  des  termes  dégagés  des 
quantités  A  et  it ,  ou  'susceptibles  de  devenir  nuls ,  en  même  temps 
qu'elles ,  donnera  une  valeur  déterminée. de  la  fonction  proposée ,  et 

en  faisant  A  et  A;  égaux  à  ^éro ,  on  obtiendra  i^= a     . 

J'observerai  qu'on  parviendroît  aussi  à  cette  valeur ,  en  traitant 
d'abord  la  fonction  proposée  comme  ne  renfermant  que  la  seule 
variable  ;r,  et  cherchant  par  la  règle  du  n^.  136,  ce  qu'elle  de- 
vient lorsqu'on  suppose  Ar=y;  puis  en  différentiant  deux  fois  de 
suite  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  résultat ,  px>ur  obtenir  sa 
vraie  valeur ,  lorsque  y  =  tf.  Ces  divers  exemples  suffisent  pour  pré- 
parer le  lecteur  aux  difficultés  du  nîeme  genre ,  qu'il  pourrait  ren^ 
ipontrer  par  la  suite ,  et  po>ir  le  mettre  sur  la  voie  de  leur  solution. 

Recherche  des       148.  Avant  de  terminer  ce  çhapijtre,  il  npus  reste  à  traiter  une 

Maxima  et  des  Mi'        '     .     .   .  ^  ti  •  1  •       t  «        «        1         « 

«fmtf  des  fonctions  qw^stion  importante;  celle  qui  a  pour  objet  la  recherche  des  plus 
d'une  ou  de  plu-  grandes  ou  des  moindres  valeurs  dont  est  susceptible  une  fonction 

sieurs  variables.        .         , 

donnée. 

Considérons  en  premier  lieu  une  fonction  d'une  seule  variable , 
et  supposons  que  cette  variable  passe  successivement  par  tous  les 
degrés  de  grandeur  ;  il  pourra  arriver  que  la  série  des  valeurs  que 

re    ^oit 
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reçoit  la  fonction  proposée ,  d'abord  croissante,  devienne  ensuite 
décroissante  ;  et  alors  il  y  aura  une  d<f  i&es  valeurs  qui  surpasisera 
toutes  les  autres.  Si  au  contraire  la  série  des  valeurs  de  la  fonction 
proposée  est  d'abord  décroissante ,  et  devient  ensuite  croissante  ^  on 
en  rencontrera  nécessairement  une  qui  sera  moindre  que  toutes  les 
autres:  le  terme  où\4?accroissement  d*une  fonction  s'arrête,  s'ap» 
pelle  Maximum ,  et  celui  oîi  die  cesse  de  décroître ,  ^inimum^ 

Prenons  pour  exemple  la  fonction  y  =  fc — (x  —  «)*:  en  fai- 
sant AT  =  o ,  on  a  jK  =  ^  —  <**  ,  et  la  quantité  {x  —  a)  venant  à 
décroître  lorsque  x  augmente ,  y  augmente  aussi  ^  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  X  =  tf ,  d'oïl  il  résulte  y=^i  pour  le  maximum  ;  mais  passé  ce 
terme ,  quoique  x  prenne  de  nouveaux  accroissemens ,  y  décroît , 
et  devient  nul,  quand  (x  —  d)*  =  fc.  La  marche  de  la  fonction 
proposée  est  facile  à  suivre,  et  on  peut  d'ailleiurs  vérifier  que 
la  plus  grande  valeur  de  y  répond  à  \xr  =  a  ,  en  substituant 
successivement  a  +  iTet  a  —  «Tau  lieu  de  ;i: ;  on  trouvera  dans 
l'un  et  l'autre  cas  un  résultat  y^=^b  —  J^'  toujours  moindre  que  b^ 

Soit  encore  j^  =  ^  +  (:r  —  ay.  Dans  cet  exemple,  x  étant  nul , 
on  a  jK  =  ^  +  ^*  J  puis  à  mesure  que  x  augmente ,  la  quantité 
{x  —  ay  va  en  diminuant  ainsi  que  y ,  jusqu'à  ce , que  :i;  =  ^  : 
passé  ce  terme ,  (  :c  —  ay  augmente ,  et  il  en  est  de  même  de  y  dont 
le  minimum  répond  par  conséquent  à  la  supposition  àt  x:=a. 

Toute  fonction  qui  croît  ou  décroît  sans  cesse ,  lorsque  la  va* 
riable  dont  elle  dépend  croît ,  n'est  susceptible  ni  de  maximum  ni 
de  minimum ,  puis^u'à  une  valeur  quelconque  il  en  succède  tou- 
jours une  plus  grande  ou  une  moindre. 

Le  caracehre  essentiel  du  maximum  consiste  en  u  que  Us  valeurs 
qui  le  préeidem  ou  qui  U  suivent  immédiatement  sont  plus  petites  que  lui; 
U  minimum ,  au  contraire ,  est  surpassl  par  Us  valeurs  qui  U  pré^ 
codent  ou  qui  U  suivent  immédiatement. 

J'ai  dit  immédiatement  y  parce  qu'il  arrive  souvent  qu'une  fonc- 
tion a  des  valeurs  qui  surpassent  son  maximum  ou  qui  sont 
moindres  que  son  minimum  ,  ou  enfin  qu'elle  a  plusieurs  maxima 
et  plusieurs  minima  inégaux  entr'eux  :  tout  cela  est  aisé  à  conce- 
voir; Car  si  après  avoir  crû  et  décru,  par  exemple,  cette  fonction 
Calcul  dijfferentiel»  1^1 
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vient  à  croître  de  nouveau  et  indéfiniment ,  elle  finira   par   sur- 
passer le  maximum  qu'elle  a  eu  d^abord. 

Au  lieu  de  supposer  qu'elle  croisse  indéfiniment ,  nous  pouvons 
imaginer  qu'elle  décroisse  après  un  certain  terme ,  et  de  là  naîtra  un 
nouveau  maximum  qui  pourra  être  différent  du  premier:  on  verra 
sans  peine  ce  qui  doit  arriver ,  lorsque  ces  changemens  se  répètent 
et  varient  dans  leurs  quantités  respectives.  Passons  maintenant  à 
la  méthode  dont  on  fait  usage  pour  découvrir  les  maxima  et 
minima  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

149.  Soit  donc  y  une  fonction  quelconque  de:r,  et  supposons 
que  X  ait  atteint  la  valeur  qui  donne  le  maximum  ou  le  minimum 
de  cette  fonction  ;  il  suit  de  ce  qui  précède  que  si  on  cherche 
les  valeurs  de  j ,  correspondantes  à  jc — A  et  à  ;r  +  A  ,  on  doit  obtenir 
dans  l'un  et  l'autre  cas  des  résultats  moindres  que  le  maximum  ou  plus 
grands  que  le  minimum.  En  désignant  par  ^y  la  valeur  de  y  qui  ré- 
pond à  X — h  et  par^^  celle  qui  répond  à  x-^-h^  on  aura  ,  d'après 
le  théorème  de  Taylor , 

dy  h  d^y  A*  d'^Y  h^ 

dx    I  dx""  i.i  dx^  I.  1.  3 

dy    A-  d^y  A»  d^y  h^ 

dx    i  dx""  1,1  dx^  1.1.} 

Or  ,  puîsqu'en  général  on  peut  prendre  A  assez  petite  pour  que  le 

dy  *      .  .  • 

terme  —    surpasse  la    somme    de   tous   ceux    qui    le    suivent  , 
dx 

on  voit  que  j  sera  plus  grand  que  la  première  valeur  ^y ,  et  moindre 

que  la  seconde  y^  ;  la  fonction  proposée  ne  sera  par  conséquent  ni 

un   maximum*  ni  un  minimum  tant  que  —  ne  sera  pas  nul.  Mais 

t  ^x 

dy 
si  on  avoir  -^  =:  o ,  comme  il  viendroit  alors 

dx 

d^y       A*    •         d'y        h' 

sy=y  +  -7-T -TT + .  etc. 

dx""        1.2  dx^        I.1.3 

d^y      A*  d'y         h' 

•^'       -^^      dx'      1.1     ^     dx'      1.1.3 
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On  aiifoit  en  même  t€mps>'<^j/  ^^y<yj  9  lorsque  le  coefficient  --^ 

iiX 

serait  une  quantité  positive  ;  ou  bien;y>^y  et  y>jK,  lorsqu'il  seroit 
une  quantité  négative  :  le  premier  cas  donneroit  y  minimum ,  et 
le  second  y  maximu/n.  Nous  concluerons  de  là ,  que  pçur  trouver , 
^uand  W7€  fonction  y  doit  atteindra  son  maximum  ou  son  minimum  , 
car  l  un  et  t autre  sont  donnes  par  la  même  équation  ,  il  faut  chercher 

f  dv 

/  expression  du  premier  coefficient  différentiel^  et  l'égaler  â  zéro. 

dx 

Dans  l'exemple  y=^i  —  (jt-^^)*,  rapporté  ci-dessus,  on  a 

dy 

^  =  —  1  {x  —  tf  )  ,  et  en  régalant  à  zéro ,  on  trouve  x=a.  Pour 
savoir  maintenant  si  cette  valeur  répond  à  un  maximum  ou  à  un 

d^  y 

minimum ,  on  cherchera  ce  que  devient  -^^  9  ^^  comme  il  se  ré- 

dx 

duit   à— î-i,   quantité   négative,  il  s'ensuit  que  la    supposition 

de  X  :=  a    donne   le    maximum.   En   traitant    de  même  la   fonc-^ 

tion  j^  =  *  +  (x  —  d )*,  on  auroit  encore  trouvé  jt  =  4 ,  mai^ 

dy 

-j-7-  seroit  devenu  positif,  et  par  conséquent  c'est  le  minimum 
qui  a  lieu  dans  ce  cas. 

•  «       dy 

1 50.  De  ce  qu'on  doit  avoir  — =^  =  0  »  dans  le  cas  du  m^i- 

dx 

ximum  ou  du  minimum^  il  n'en  faHt  pas  conclure  que  l'un  ou 
l'autre  ont  nécessairement  lieu  toutes  les  fois  que  ^  cette  condition 

est  remplie.  En  effet ,  si  la  valeur  de  x ,  qui  rend  -~  nul ,  faisoit 

dx 

2  .  A  d^y  d^y 

evanoiur  en  même  temps  ——  ,  sans  que  -r-^  disparût ,  comme 
on  trouveroit  dans  cette  circonstance 

—  I  11    II-      JLm  1        >       ■■ 

dx'    "ïj^'S  <^^*      1.1.3.4 

d^y         h'  Sy  h* 


,y—y 773- ■^'  -rr    .  ,   .    . —  etc. 


y  \ 


dx*     1.2.3  '^^       1.1.3.4 

Ll  X 


et  que  le  terme         3    — pourroit ,  au  moyen  0  une  valeur 

Or  X 
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d'y         h? 

convenable  de  A,  surpasser  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suî- 
Tent^  il  n'y  auroît  plus  entre  les  trois  quantités  ^y  j  y^  y^y  la 
subordination  qui  convient  au  maximum  ou  au  minimum  :  la 
moyenne  seroit  plus  grande  que  l'une  des  extrêmes  et  moindre  que 
Tautre. 


Mais  si  on  avoit  aussi  --—^  ==  o  ^  il  viendroit 


'^  dx^       I  •2.3.4 

d^y  h' 

y^—y+':!Zr   +  etc.; 

dx^      l.x.3.4 

les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  seroient  encore  rem« 

d^y 

plies  >  et  on  reconnoîtroit  au  signe  de  -j—  ^  ^^^^^  ^^  ^^^^  ^^^^ 

avoir  lieu. 

Sans  qu'il  soit  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  considérations ,  on 
verra  qu'en  général  il  ne  peut  y  avoir  de  maximum  ou  de  minimum 
que  quand  le  premier  des  coefEciens  di£Férentiels  qui  ne  s'évanouis-» 
sent  pas  est  d'un  ordre  pair  ^  et  que  ce  coefficient  doit  être  négatif  ^ 
lors  du  maximujfi  ^  et  positif ,  lors  du  minimum. 

151.  Examinons  d'après  ces  remarques ,  quels  peuvent  être  les 
maxima  et  les  minima  de  la  fonction  ^  =  ^  4-  (jt  -—  n  )%  En  la  diffé- 

rentîant,  onentire-p  =  «  {x — tf)"'"  =0  ,  d'oîi  il  suit  xz=zai 

dx  'f 

maintenant  si  /i  est  un  nombre  entier ,  tous  les  coefficiens  différentiels 
jusqu'à  celui  de  l'ordre  •«  exclusivement ,  s'évanouissent  par  cette 
valeur  de  x,  et  on  voit  par-là  que  dans  le  cas  où  n  sera  impair ,  la 
fonction  proposée  n'aura  ni  maximum  ni  minimum.  Mais  si  l'expo* 
sant  n  est  pair ,  elle  aura  un  maximum  ^  parce  que  le  coefficient 

d^Y 

- — ^  ,  le  premier  de  ceux  qui  ne  s'évanouissent  pas  y  sera  positif  : 

dx**" 


I 
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il  auroît  été  négatif  si  on  a  voit  eu  y  =  i  —  (;t  —  u  )",  et  la  valeur 
ât  x^=za  auroit  donné  un  minimum. 

Si  n  étoit  un  nombre  fractionnaire ,  il  y  auroit  alors  des  coefficient 
diflFérentiels  qui  deviendroient  infinis  (n*.  128),  et  les  développ^- 
mens  de  y,  correspondans  k  x — h  ttï  x^h^  cessant  d'avoir  la 
forme  générale  sur  laquelle  on  a  établi  la  règle  du  n^.  149 ,  il  fau- 
droit  chercher  a  priori  ce  que  devient  la  fonction  proposée  lors- 
qu'on y  substitue  successivement  tf— A  et  ^  +  A  au  lieu  de  x.  Sx 
on  parvenoit  à  deux  résultats  moindres  ou  plus  grands  que  celui 
que  donne  la  supposition  de  ;i;  =  ^ ,  il  y  auroit  maximum  dans  le 
premier  cas  y  et  minimum  dans  le  second  ;  mais  si  les  résultats  trouvés 
étoient ,  Tun  plus  grand,  l'autre  plus  petit,  que  la  valeur  qui  répond 

à  x=zaj  il  n'y  auroit  ni  maximum  ni  minimum.  Soit  n  =  -, 
p  tt  q  étant  des  nombres  premiers  entr'eux 

on  aura  lorsque  >  ^ 

x=a+h^  y^=b  +  (+ A)7 
p  étant  pair  et  q  impair  ^  il  y  aura  minimum  ;  car  alors  (— 'Ay =r  A^  et 

il  vient  ^j^  =  A+Af,^^  =  i+Af  ,  quantités  toutes  deux  plus 
grandes  que  A  qui  résulte  de  la  supposition  de  x=:ai  dans  le  cas 
contraire  où  p  seroit  impair  et  q  pair ,  ^y  seroit  imaginaire  ,  on 

auroit^^  =  A=i=A  9  et  la  valeur  :=tf  ne  donneroit  ni  un  maximum 
ni  '  un  minimum ,  mais  elle  répondroit  à  une  limite  passé  laquelle 
la  fonction  y  devient  imaginaire.  Sip  et  q  étoient  impairs,  la  fonction 
proposée ,  quoique  toujours  réelle ,  n'auroit  encore  ni  maximum  ni 
minimum.  Comme  nous  devons  revenir  sur  ce  sujet  à  l'occasion 
de  la  théorie  des  courbes ,  nous  ne  donnerons  pour  le  moment 
que  quelques  applications* 

152.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  partager  une  quantité  a 
ei»  deux  parties ,  de  manière  que  le  produit  de  la  puissance  m  de  la 
première  par  la  puissance  n  de  la  seconde  ^  soit  le  plus  grand  dû  tous 
les  produits  semblables  quon  pourroit  former. 
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Soit  X  une  des  parties  de  ^ ,  l'autre  sera  a — x^  et  le  produit 
dont  on  cherche  le  maximum  étant  représenté  par  y  y  on  aura 
y^Lx'^^a — jk:.)%  d'où  on  tirera 

•^=mx'^'  {a—xy—nx''{a—xy-'  =[ma^mx—nx]x'^'  (a—xy-'i 

uX 

et  en  égalant  à  zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat  y  on  troti« 

TlCL 

vera  xz^ ^  x=o,  A*  =  tf.  La  première  de  ces  valeurs  répond 

à  un  maximum ,  car  lorsqu'on  la  substitue  dans  l'expression  gêné- 

raie  de  -; — .- ,  elle  donne  la  quantité  négative  ~  -; -—r — r  •  les 

deux  autres  répondront  à  des  minima^  lorsque  m  et  n  seront  pairs , 
comme  on  peut  s'en  assurer  par  l'examen  des  coeiHciens  différentiels , 
ou  plus  simplement  encore  ,  en  faisant  ;c  =  dbAetx  =  tfdLA.  On 
trouvera  toujours  un  résultat  positif  dans  l'un  et  l'autre  cas  ,  quel  que 
soit  le  signe  qu'on  donne  à  A ,  ce  qui  prouve  que  la  fonction  pro- 
posée après  avoir  décru  jusqu'à  devenir  nulle  y  ne  passe  point  au 
négatif  y  mais  qu'elle  recommence  à  croître. 

1^3.  Proposons- nous  encore  de  trouver  Umzxxvtixxxsi  et  le  minimum 
de  la  fonction  y  donnée  par  t équation  n? — 3  a  x  y  +  y^=o. 

Dans  cet  exemple  y  ayant  trois  valeurs  en  x ,  doit  être  re- 
gardé comme  représentant  trois  fonctions  distinctes,  mais  cepen- 
dant liées  entr'elles  par  le  caractère  commun  aux  racines  des  équa- 
tions du  troisième  degré  ;  chacune  de  ces  fonctions  a  sa  marche 
particulière ,  et  peut  être  susceptible  de  màxima  et  de  minima  qui  lui 
soient  propres  ;  c'est  ce  que  le  calcul  va  nous  faire  cohnoître.  (*) 

dy        ^y^— —  X*  dy 

On  a  -T"  =  -T i  faisant  -~  =  o ,  on  obtiendra  une  nouvelle 

dx       y^ — ax  dx 

équation  ay  —  jc*  =  o,  qu'il  faudra  combiner  avec  la  proposée 
pour  déterminer  x  ety^  et  il  en  résultera  x^  —  1  a^  x^=Oy  d'où 
Af^  =  o,  jc'— pitf^i=o.   Lorsqu'on  fait  x  =  Oy  il  vient  y=o  et 


•^^^^r*»!"»^-'»^— "i^*"— •^■^■•■■"•^•^^•i 


^«ii 


{*)  Euler  a  donné  avec  raison  le  nom  de  fonctions  middformts  aux  fonctions 
qui  sont  susceptibles  de  plusieurs  valeurs  pour  chacune  de  celles  de  la  variable 
doQt  elles  dépendent. 
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dy      o 

—  =  -;  pour  savoir  donc  ce  que  signifient  les  trois  valeurs  de 

réquation  ^  =  o ,  on  supposera  x  égal  .  à  une  quantité  très- 
petite  h ,  et  cherchant  le  premier  terme  de  la  série  ascendante  qui 
exprime  y,  dans  Téquation  h^ — yaby-^- y^=.o^  on  trouvera  les 

trois  quantités  — ,  +  y^-^ah  et  —  \^ ^ah  y  qui  répondent  aux 

3 

trois  valeurs  que  doit  avoir  y.  On  voit  maintenant  que  soit  qu'on 
fasse  x=^  +  h  ou  x=z  —  A,  la  première  reste  positive ,  et  que  par 
conséquent  elle  a  tous  les  caractères  d'un  mf/2i/««/i2  lorsque  A  =  o; 
il  n'en  est  pas  de  même  des  deux  autres  qui  deviennent  imaginaires 
quand  on  prend  A  négativement.   L'équation  x^  —  i  a^  =  o  donne 

^=<i  /^2  ^^  5i  on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  générale 

iPy  dy  d^Y  % 

de  -r-^,  en  observant  qu'dle  rend  -^  nul,  on  aura    -^  =—  -  ce 

qui  nous  apprend  que  la  fonction  ^  a  un  maximum  correspondant 

à  ;i;  =  tf  i/  X, 

1 

Si  on  cherche  le  maximum  de  la  fonction ^=:c*,  on  trouvera  qu'il  a 
lieu  lorsque  x  est  égal  au  nombre  qui  a  l'unité  pour  logarithme  né- 
périen  ,  ce  qui  offre  une  propriété  remarquable  de  ce  nombre. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  doit  se  con- 
duire dans  tous  les  autres  cas  ;  c'est  pourquoi  nous  allons  nous 
occuper  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

154.  Lorsque  la  fonction  qu'on  considère  dépend  de  deux  va- 
riables ,  on  peut  en  regarder  une  comme  constante  et  donner  à  l'autre 
une  infinité  de  valeurs  à  chacune  desquelles  correspondra  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  la  fonction  proposée  ;  parmi  ces  dernières ,  il 
pourra  s'en  trouver  qui  soient  des  maxima  ou  des  minima ,  et  rien 
n'est  plus  facile  que  de  les  déterminer.  Puisqu'on  ne  doit  avoir  égard 
^u'à  une  seule  variable,  il  suffira  d'égaler  à  zéro  le  coefficient  diffé- 
rentiel relatif  à  cette  variable  ;  ainsi  u  étant  une  fonctioii  de  x  et 

f.  du 

de  y,  si  on  suppose  y,  constant,  et  qu'on  fasse  — —  =  o,  on 

obtiendra  les  valeurs  de  x  qui  donnent  les  plus  grandes  ou  les  plus 


\ 
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petites  valeurs  de  « ,  parmi  toutes  celles  qui  répondent  à  une  même 
valeur  de^.  En  chassant  *  de  la  fonction  « ,  au  moyen  de  l'équa- 
tion -^  =o ,  on  obtiendra  un  résultat  que  je  représenterai  par  (»),  et 

dx 

qui,  contenant  encore  la  variable^,  pourra  être  susceptible  de  tnaxma 
ou  de  «OT/OTd,  que  l'équation  ^i^  =  o  fera  connoître.  On  peut  par- 
venir à  une  équation  équivalente  à  ^1^=0,  sans  qu'il  soit  besoin 

du  r 

il'éliminer  *-  ;  pour  cela  il  faut  observer  que  l'équaiion  —  =iO^  tour^ 

nie  par  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  relatif  à  x ,  établit 
une  relation  entre  les  variables  «  et  y ,  en  sorte  qu'on  doit  regarder 
la  première  comme  une  fonction  de  la  seconde.  En  diflFérentiant  u 

dfu)  du       dx  dtt_ 

dans  cette  hypothèse ,  on  aura  —  =  -^  ^  +     ^y  * 

du  ,       du 

résultat  qui  se  réduit  à  -^  =Q,  puisqu'on  a  déjà  -^=o; 

les  plus  grandes  ou  les  plus  petites  de  toutes  les  valeurs  dç  u , 
c'est-à-dire^  ses  maxima  ou  ses  minirna  absolus  répondront  donc 
à  quelques-unes   des   valeurs   de  :i;   et  de  y,   données    par   les 

équations  — —  =  o  ,  — —  —  p.  En  étendant  ces  considérations 

4x  4y 

aux  fonctions  de  tant  de  variables  qu'on  voudra  ,  on  trouvera  que 
pour  çhunif  les  maxima  ft  Us  minirna  absolus  de  ces  fonctions  9  d 
faut  ég(iler  sip^riment  i-iéro  Ucoe^ient  difertndel4c  chacune  desva^. 
fiables  dont  elles  dépendent^  \ 

155.  La  distinction  des  maxima  d'avec  le  minima  renferme  plus  de 
difficulté  à  regard  des  fonctions  de  plusieurs  variables  que  par 
rapport  aux  fonctions  d'une  seule ,  quoique  fondée  sur  les  mêmes 
principes  dans  l'un  et  l'autre  cas. 

Soit  u  une  fonction  contenant  un  Aombre  quelconque  de  va- 
riables J^ ,  j ,  î ,  etc.  ;  si  on  nomme  a ,  * ,  c ,  etc.  les  valeurs  qui  réw 
pondent  à  son  maximum  ou  à  son  minimum^  et  qu'on  représent? 

par^,  B,  Çy  P,  etc.,  F,  (?,  ff,  h  K,  l,  etc.,  ce  quede* 

viennent 
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du     du     du  d^u  d^u  d^u  d^u 

Viennent  «,  -— ,  -— ,  •— ,  etc.  -j-u     -7 — ; — ,    - — ,    -; — r— , 

^  dx^  dy^  d[^  dx^         dxdy        dx^  ^      dxd^ 

d^U  JP'U 

^-r—j —  >  TT  >  ^^^*  îoJ^squ'on  y  met  a  au  lieu  de  :tr ,  ^  au  lieu  de  j  ; 
dyd[       di 

c  au  lieu  de  i^  etc.  le  résultat  de  la  substitution  de  a  +  h^  l^+k^ 

c+l^  etc   dans  u  sera  (  n^  38  )  ^^  +  5  A  +  Ck~+  DI+  etc. 

+  — f  Fh^  +  iGhk+Hh^+xlhl+zKkl+Ll'  +  çtc.X 

'+  etc. 
expression  dont  la  valeur  doit  être  moindre  que  j4  ,  lors  du  maximum  ; 
et  plus  grande  lors  du  minimum^  quels  que  soient  les  signes  des 
lettres  A,  A:,  -/,  etc.  pourvu  qu'elles  n*expriment  que  de  petits 
changemens.  Mais  comme  les  termes  du  premier  ordre ,  Bh  j  Ck^ 
Pif  ttc.  qu'on  peut  rendre  plus  considérables  que  tous  les  autres , 
en  prenant  hykjl^  etc.  d'une  petitesse  convenable  ^  changent  de 
signe  en  même  temps  que  ces  quantités ,  un  raisonnement  sem- 
blable à  celui  du  n"".  149 ,  fera  voir  qu'ils  doivent  être  nuls  dans 

le  cas  du  maximum  ou  du  minimum  ;  on  aura  donc  jS  =  ---  =  o . 

dx 

du  du 

Cc=-p-=o,  Z?  =  -7-  =  o,  etc.  comme  il  résulte  de  la  règle  énon- 
dy  di 

cée  dans  le  n"".  précédent.  Ces  conditions  étant  remplies  p^r  les  va^ 
leurs  de  a  y  b  ^  c ,  etc.  déterminées  en  conséquence ,  il  faudra  de 
plus  que  Içs coefficiens  F ,  (?....L,etc.  ne  s'évanouissent  pas  en 
même  temps ,  et  que  le  signe  de  la  quantité  du  second  ordre ,  qui 
forme  la  deuxième  ligne  du  développement  ci^dessus ,  soit  indépen- 
dant des  rapports  qu'on  pourroit  établir  entre  h,  kj  Ij  etc.  et  de 
leurs  signes. 

On  sait ,  par  la  théorie  des  équations  algébriques ,  que  toute  ext» 
pression  de  leur  forme  ne  peut  passer  du  positif  au  négatif ,  sans 
devenir  nulle  dans  l'intervalle  ^  et  que  lorsqu'elles  n'ont  q^e  de$ 
racines  imaginaires ,  elles  ne  changent  point  de  signe  ,  quelque 
valeur  qu'on  donne  à  l'inconnue.  Il  suit  de  là  que  si  la  quantité 

jFA*+  xGhk  +  Hk"-^  xlhl+  iKkl+  L/^+  etc, 
iàgalée  à  «éro  et  résolue ,  comme  une  équation  ^  par  rapport  à  Tune 
Calcul  diffirmMlf  *Mm 
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des  indéterminées  h^k^l^  etc.  ne  donne  que  des  radnes  imagi* 
naires ,  oij  en  pourra  conclure  qu'elle  conservera  le  même  sigrie 
quelles  que  soient  ces  indéterminées.  Prenant  la  valeur  de  A ,  par 
exemple,  on  trouve 


résultat  qui  sera  imaginaire^  si  la  quantité  coi^rise  sous  le  ra- 
dical est  négative  ;  mais  on  peut  donner  à  cette  quantité  la  forme 
— (Pi*+iQit/+/?/*+etc)  en  faisant  FH—G^=P,  KF-^G1=Q, 
L  F —  /*==  R ,  tic.  et  pour  qu'elle  ne  change  pas  de  signe ,  il  faudra 
encore  qu*étant  égalée  à  zéro  et  résolue  par  rapport  à  l'une  des 
lettres  ky  ly  etc.  elle  ait  ses  racines  imaginaires.  On  en  tirera > 
par  ces  opérations , 

— (Q/+etcO=faV^-^(;;/>+etcOf +  (Q/  +  etc.)' 

P 

k  ne  pouvant  être  imaginaire  à  moins  que  la  quantité  comprise  sous 
le  radical  ne  soit  négative ,  on  mettra  cette  nouvelle  quantité  sous 
la  forme  — (Ti^+etc),  en  faisant  TzsiPR — Q%  etc.  pour  la 
traiter  de  la  même  manière  que  les  deux  précédentes ,  et  on  conti- 
nuera ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  l'avant^^dernière  des 
quantités  h^kj  l^  etc.  Supposons  pour  fixer  les  idées ,  qu'il  n'y  ait 
que  trois  variables  dans  la  fonction  u ,  l'opération  sera  terminée  à  la 
^yaleiur  de  A;  et  puisque  T  doit  être  positif,  il  faudra  qu'on  ait 
PR^Q^y  ou  T>o.  Avec  cette  condition,la  quantitéPA:'+  iQW-f  iî/». 
ne  pourra  changer  de  sîgne ,  et  comme  elle  se  réduit  à  Pâ:%  lorsque  /=o; 
il  faudra  pour  qu'elle  soit  positive ,  ainsi  que  l'exige  la  nature  de  la 
question  >  qu'on  ait  aussi  P>o,  ou  -Kff— (?'>o.  On  voit  par-là  que 
les  coefficiens  F  et  J?  doivent  être  positifs  en  même  temps  ^  ou  négatifs 
en  même  temps;  dans  le  premier  cas,  la  quantité  /'&''+ etc.  conservant 
toujours  le  signe  positif  qu'elle  a ,  lorsque  k,  l,  etc.  sont  égaux  à 
zéro  j  indique  un  minimum  ;  le  maximum  auroit  lieu  dans  le  second 
cas  où  elle  seroit  négative. 

Pour  se  convaincre  à  posteriori ,  que  lorsque  les  conditions  qu'on 
vient  de  trouver  seront  remplies ,  l'ensemble  des  termes  du  second 
ordre  de  la  série  J+Bh+Ck+^tç.  restera  toujours  dç  même  signe  i 
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^uels  que  soient  A,  k^  l^  etc.  il  suffira  de  remarquer  que  l'équation 

du  second  degré  dont  les  racines  seroient  /  =  --«td=  V — jô', 
auroît  la  forme  (^  +  flt)*+  i0*=  o;  car  en  représentant  par  —  r% 
*^  Z^  etc.  les  quantités  qui  sont  sous  les  radicaux  des  valeurs 
de  &  9  k^  etc.  on  transformera  les  expressions 

Fh^^  xGAA.. •..  +  !/•+  etc./      \^U  *+       ^   — )  +^f 

etc.  «te. 

mettant  dans  Y*,  pour  Z^  sa  valeur  iT'/*  +  etc.  et  substituant  le 

résultat  dans      i^f  (  A  +  . — l_lt^*^  4* _  1 ,  U  viendra       '  ^ 

*  +  etc. 

On  voit  bien  maintenant  que  cette  expression  ne  sauroît  changer 
de  signe ,  en  même  temps  que  A ,  A: ,  / ,  etc.  et  que  P  et  Q  étant 
positifs  y  son  signe  dépendra  de  celui  de  F. 

Sx  u  ne  contenoit  que  deux  variables ,  les  coefEciens  D  j  etc; 
/,  K,  Ly  etc.  seroient  nul$,  et  les  conditions  du  maximum  et  du 
minimum  se  réduiroient  à  /*-&-—(?•>  o.  Euler,  dans  son  Calcul 
différentiel  ^  n^indiqua  que  la  nécessité  d'avoir  F  et  H  positifs  ou 
négatifs  en  même  temps  ;  Lagrange  montra  le  premier  que  cette 
condition  n'étoit  pas  suffisante  ,  et  on  lui  doit  la  théorie  que  nous 
venons  d'exposer.  v 

Si  les  coefficîens  du  second  ordre  s^anéantissoîent  en  même  temps 
que  ceux  du  premier ,  il  n'y  auroit  maximum  ou  minimum  qu'autant 
que  les  coefficîens  du  troisième  disparoîtroient  aussi  ^  et  que  les  termes 
du  quatrième  ordre  formeroient  une  quantité  dont  le  signe  ne,  dé- 
pendroit  aucunement  de  A^  A ,  /^  etc.  La  considération  des  facteurs 
imaginaires  que  devroit  avoir  cette  quantité  pour  satisfaire  à  la  con- 
dition demandée  ^  meneroit  à  des  résultats  analogues  aux  précédens* 
Au  reste,  j'observerai  que ^  quoi  qu'il  arrive  après  la  substitution 
de  a  ^  ^  ^  c  ^  etc.  dans  u  et  dans  ses  cgefficiens  différentiels  ^  il  faut 

Mm  1 
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toujours  que  les  résultats  obtenus  par  la  supposition  de  x^r=.a:i=h^ 
yzz=ibzi=k^  [z=:zcà:U^  etc.  soient  tous  moindres  ou  tous  plus  grands 
que  celui  qui  répond  à  x=tf ,  y=i  9  {=c ,  etc,  et  que  les  diverses 
méthodes  propres  à  faire  reconnoître  si  cela  a  lieu ,  le  seront  aussi 
pour  s'assurer  de  l'existence  dû  maximum  ou  du  minimum^ 

156,  Pour  donner  un  exemple,  j'ai  choisi  la  question  suivante , 
analogue  à  celle  du  n**,  i  çi  :  partager  la  quantité  a  tn  trois  parties  x ,  y-^ 
a— X— »y ,  telles  que  le  produit  x"y"(a — x — y)P  ^oit  un  maximum. 

On  a  alors  u  =a:"*  ^*    {x — x-^y 

—  =Ar'"-y    (^a^x-^yy"'  {  ma-^mx^my-^p  x  }  =:  0 

Y  =-^"   y"'(^— ^— J^)*""'  {  n  a—^n  x—ny^py  }  =  o 

les  facteurs  ma — mx^r^  m  y  — ^/?  x  ^tt  n  a-^n  x-^ny — py  ^  étant 
égalés  à  zéro ,  donnent 

ma  fia  pa 

,      y  = ; --,       tf-^AT-r-JK  — 


Pour  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  à  un  maximum ,  on 

•  ,    '  d^u      d^u        d*u 

les  substituera  dans  les  expressions  générales  de  -7-- ,  --— ,  -- —  ; 

dx       dxdy      dy^ 

en  faisant  pour  abréger  /!fj+/2+/c=^  ,  on  trouvera 
^         '  ^fma  sT'^fna^    /?^\'^* 


<;= 


1 

mfi  a 


/ma  \"""V'*^\"  '  t'P^^^' 


Les  quantités  F  et  H  sont  négatives ,  et  on  s'assurera  sans  peine 
qu'elles  remplissent  la  condition  f-ff— ?(î*>o  »  lorsque  les  expo- 
sans  m^  n^  py  sont  positifs  ,  ainsi  on  aur^  obtenu  U  m^imuru 
demandé. 
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Digression    sur    les    Equations    algébriques» 

J  E  me  propose  de  suppléer  dans  ce  cjiapitre  à  ce  qui  manque  sut 
la  théorie  &t%  équations  dans  les  éiémens  d'algèbre  :  quoique  les 
objets  que  j'y  traite  paroîssent  étrangers  au  Calcul  difFcrentiel ,  ils 
donnent  lieu  néanmoins  à  plusieurs  applications  élégantes  de  ce. 
-cjl^ul,  et  concourent  à  montrer  les  ressources  qu'il  peut  offrir. 
C'est  par  cette  raison  et  par  la  crainte  de  retarder  l'exposition  des 
principes  du  Calcul  différentiel ,  en  donnant  trop  d'étendue  à  l'Intro- 
dtictîon ,' que  je  me  suis  déterminé  à  faire  ici  une  digression  que 
beaucoup  de  lecteurs,  sans  doute,  trouveront  utile,  et  que  les 
autres  pourront  passer  s^ls  le  jugent  à  propos. 

157.  On  sait  qu'une  équation  algébrique  d'un  degré  quelconque     Recherche  des 
et  renfermant  une  seule  inconnue ,  est  le  produit  d'autant  de  bino-  [^"^^'^ns  sembla- 

^  ,  ,  l^ies    des    ratines 

mes ,  de  la  forme  x — a ,  x — 0 ,  x — ^ ,  etc.  qu'il  y  a  d'unités  dans  des  équations, 
son  plus  haut  exposant  ;  on  a  l'expression  des  racines  et,  i3,.>  ,  etc, 
en  fonction  des  coefHciena  de  l'équation,  pour  les  quatre  premiers 
degrés  ^  et  pour  quelques  classes  d'équations  de  tous  les  degrés  ; 
'  mais  la  solution  complète  du  problême  général  est  encore  à  trouver. 
Cependant  certaines  fonctions  des  racines  d'une  équation  quelconque 
peuvent  s'exprimer  d'une  manière  rationnelle  au  moyen  <?e  î,t% 
coefficiens ,  et  s'obtiennent  par  conséquent  par  des  équations  du  pre- 
mier degré  ;  les  fonctions  dont  je  parle,  sont  celles  qui  renferment 
toutes  les  racines  combinées  d'une  manière  semblable ,  soit  eotr'elles , 
soit  avec  d'autres  quantités, et  que  pour  cela  je  nommerai  fonctions 
symitriques  :  la  somme  des  racines ,  celle  de  leurs  produits  deux  à  deux, 
trois  à  trois ,  etc.  respectivement  égales  aux  coefficiens  du  second , 
du  troisième  ,  du  quatrième ,  etc.  termes ,  sont  de  ce  genre. 

La  raison  du  fait  que  nous  venons  de  rappeller>  se  trouve  dans  une 
propriété  bien  remarquable  de  l'analyse ,  et  qui  est  une  suite  néces- 
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saîre  de  sa  généralité  ;  c'est  que  l'équation  d'oh  dépend  la  détermina-* 
tion  d'une  fonction  quelconque ,  renferme  toujours  toutes  leis  valeur^ 
dont  cette  fonction  est  susceptible ,  en  y  échangeant  les  unes  dans  les 
autres ,  les  quantités  sur  l'ordre ,  et  la  valeur  desquelles  les  convenu 
lions  n'ont  rien  établi  de  particulier. 

Les  questions  suivantes ,  quoiquç  trèsTsiiqpIe^ ,  répandront  le  plu$ 
grand  jour  sur  tout  ceci. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouva  ituoç  ^uaifdiés  ,  dont  la  somme 
foîi  1^  tt  U  produit  q, 

]&n  représentant  par  x  et  par  y  ces  deux  quantités ,  on  aura 


xy  —  q  y 


oti  on  tirera 


S 


xy—q  j  ^y" — py  +  q  =  o 

les  deux  inconnues  ^tiy^  seront  les  racines  d'une  même  équation  ^ 
parce  qu'elles  entrent  toutes  deux  de  la  inême  çianiçre ,  d^ns  les  conr 
ditions  du  problême. 

,  Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  chercher  immédiatement  le$ 
quantités  :v  et  y,  on  se  borne  à  demander  la  valeur  de  leur  dîfFéT 
rence  * -—^  ;  on  l'obtiendra  sans  peine,  car  en  vertu  des  équations 
proposées ,  on  aura  x^+  xxy  +y*  =/>*,  4  '*^/=?=4f  l  retranchant  le 
second  résultatdu  premier ,  il  viendra 

x^~:ixy  +y^  =  (:^— y )•=?•— 4^  d'oiuv— y =± \/p^—  ^q. 

On  poitvoît  prévoir  d'avance  que  la  fonction  x — y  auroit  deux 
valeurs ,  et  que  par  conséquent  elle  dépendroit  d'une  équation  du 
second  degré  ;  car  rien  dans  l'énoncé  de  la  question  et  dans  la  manière 
dé  la  résoudre ,  n'indiquait  qu'on  cherchât  x  — y  owy  —  x.\^  foncî» 
tion  Jl:*T^>^9  au  contraire  5  dans  laquelle  il  est 'indifférent  de  chan- 

.  %tt  x^ny^ef,  réciproquement  y  n'étant  susceptible  que  d'une  sçule 
yaleur ,  ne  dépendra  que  d'une  équation  du  premier  degré.  En  e^, 

^%i  de  l'équation  x*+  ^xy+y^  ==/>%  on  retranche  cellerci,  xxy^^xq^ 
îl  en  résultera  x*+j^*=/?* — xq.  Ces  remarques  seront  d'autant  ipieux 
senties ,  qu'on  sera  plus  habitué  à  la  marche  de  l'analyse. 

158.  Nous  allons  chercher  l'expression  de  l^i  sotÂme  des  puissances 
semblables  de  toutes  les  racines  d'une  équation  quelconque  ^  et  c'est 
du  Calcul  différentiel  que  nous  tirerons  d'abord  I9  solution  de  ce 
problêmp. 
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Soient  « ,  /8 ,  r  >  «f"  »  et«.  les  racines  de  Téquation 

prenant  le  logarithme  Se  chacun  des  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion ,  on  trouvera 

En  différentiant  et  en  divisant  par  dx^  il  viendra 

I  I  il 

'■  ■   '  ■  +  ■■  .'  ■     +  '  4 *— ^  ■+•  etc.  = 


m 

X 


X  —  y          X  —  cT 
^«  +  Px"^  +  Qx""-*  +  Kx^^ ^U 

mais  on  sait  que  * =  -  H — r  +  ^-?  +  — :  +  etc* 


; 


x 

I 

A 

X' 

1 

a 

X 

I 

■y 

I        18 


i8^ 


3  4-  ^  +  etc. 


=  -+-4  +  ^  +  ^  + etc. 


X  X 

=-4--^  + 


r 


;»: 


+  — ,  -!-  etc< 


+ 


x—S- 

etc.: 
substituant  ces  valeurs  dans  le  preihier  membre  de  l'équation  pré- 
cédente ^  et  supposant      *+i34-7+J'  +  etc,  =  5*1 

«•+i8'+>*+cr»+ctc.  =  5, 

;  et^  +  i8'  +  >^  +  /^^+etC.=55 

etc. 
-on  aura  alors 

si  on  £iit  disparoitre  le  dénominateur  du  second  membre ,  «t  qu'on 
compare  ensuite  les  termes  de  chaque  meiribre  qui  sont  affectés  de 
la  même  puissance  de  :r  ^  on  parviendra  aux  équations  suivantes  : 

(fn^i)P—mP+S^  I       ^^.     \s^  +  P    —O 

im^^)R=mR+  Q^.  +  P^S.+^sV  ls,+PS^+  QS,  +  jR=o 

^c.  j  (etc. 


-r  +  zr  +  -^  +  etc.== 

X  X 
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Ces  dernières,  dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  renferment  le  théorênip 
que  Nevton a  énoncé  dans  son  Arithmétique  universelle,  et  qu*il  a  ap- 
pliqué à  l'équation  x^  —  .v'  -^  19  Jif*  +  49  a;  —  30  =  o:  dans  ce  cas 
particulier,  oii  P=:  —  i,   Q=  — i9,*/î=  +  49,  i's — 30,  il   a 

trouvé  *y^=  I,  ^,  =  39  »  ^5  =  —  ^9»  *^4  =  7i3* 

1.59,  Avec  le  secours  des  résultats  du  n*.  précédent ,  toute  fonction 
algébrique,  rationnelle  et  symétrique  des  racines  d'une  équation  quel- 
conque ,  pourra  s'exprimer  par  les  eoefficlens  de  cette  équation  ; 
l'exemple  qui  va  suivre ,  quoique  particulier ,  montrera  suffisamment 

de  quelle  manière  la  chose  doit  s'exécuter  en  général. 

Soient  « ,  ^  ^t  y  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  ;  si 

on  multiplie  J'une  par  l'autfe  les  quantités  #"  +  ^"  +  >"=  S^  et 
«p+i8^+/=*y/,>  il  en  résultera 


3Vj- 


S  Si 


mais  U  première  ligne  du  premier  membre  est  égale  à  ^^^y  et  It 
seconde  est  une  fonction  symétrique  des  racines  a  ,  jB  et  7  , 
formée  en  les  combinant  deux  à  deux  et  en  les  affectant  chacune  à 
Içur  tour  de  l'exposant  n  et  de  l'exposant  p  ;  on  aura  donc  ^ 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  quelque  nombre  que  soient  les  let-" 
très  « ,  iS ,  7 ,  etc.  la  valeur  d'une  fonction  symétrique  de  la 
forme  et"  jS^'rl-  ,  etc.  sera  toujours  S^Sj, — S^^^  les  sommes  S^S^ti  S^^ 
étant  calculées  pour  le  nombre  de  racines  qu'on  considère. 

Multiplions  par  a*  +  jS*' +  <rf = 5^ ,  l'équation  à  laquelle  nousvc* 
nons  de  parvenir ,  et  noiu  aurons 

les  deux  premières  lignes  du  premier  membre  de  cette  équation  étant 
des  fonctions  symétriques  formées  de  produits  de  deux  lettres,  seront , 
d'après  ce  qid  précède ,  exprimées  respectivement  par 

^n-^q  5]p-r-  SnJrpJtr  ^^  ^p-^^iT^  ^n^^^  7  ^t  OH  tti  conclura  quc  la  troî- 

sièmf 
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rième  ligne ,  qui  est  une  fonction  symétrique  formée  de  produits  de 
trois  lettres ,  sera  égale  à 

On  auroit  encore  ici,  comme  dans  le  cas  précédent ,  un  résultat  de  la 
même  forme ,  quel  que  fut  le  nombre  des  lettres ,  cnsorte  que  l'expres- 
sion ci-dessus  est  celle  de  toute  fonction  symétrique  composée  de 
produits  de  trois  lettres* 

Le  procédé  dont  nous  avons  fait  usage  pour  découvrir  les  deux 
formules  précédentes  est  général,  et  etj  continuant  les  multipli- 
cations,  on  parviendra  à  exprimer  une  fonction  symétrique  quel- 
conque, qui  ne  peut  jamais  offrir  qu'une  suite  de  termes  tels 
que  A^^y^S'^'y  etc.  et  dans  lesquels  chacune  des  lettres  «,  /3,7  ^etc. 
se  trouve  affectée  successivement  de  tous  les  exposans.  Il  est  bon 
d*avertir  qu'on  reconnoîtra  toujours  une  fonction  symétrique  à 
ce  qu'elle  ne  changera  point  de  valeur ,  quelque  permutation 
qu'on  y  fasse  entre  les  diverses  racines  de  l'équation  proposée.  Les 
fonctions  fractionnaires  ne  doivent  pas  faire  un  article  à  part ,  car 
lorsqu'elles  sont  symétriques  il  en  résulte ,  après  qu'on  leur  a  donné 
le  même  dénominateur,  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  des 

'         tt       &       A       'y       Ê       'y 

fonctionssymétriques  et  entières  :1a  fonction  — | 1 1 1 1--. 

y      y      fi       fi      A      a^ 

par  exemple  icomïuU  à  '^'^+^^'+>eV4.>/+^'>+.^-/ .  ^^^„,,^, 

afiy 

dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctionssymétriques. 
Plusieurs  géomètres  se  sont  occupés  spécialement  de  ces  recher- 
ches, et  le  C.  Vandermonde ,  en  particulier,  a  imaginé  un  algorithme 
au  moyen  duquel  il  a  construit  des  formules  générales  qui  donnent 
immédiatement  l'expression  d'une  fonction  symétrique  quelconque  ; 
ceux  qui  seront  curieux  de  connoître  ces  formules,  pourront  consul- 
ter son  Mémoire; 

«  ■  m 

■  ^  4 

i6o«  Si  on  avoir  une  fonction  dans  laquelle  il  n'entrât  que  quel- 
ques-unes des  racines  de  l'équation  proposée ,  on  pôurroit  encorÇr^ 
à  l'aide  de  ce  qui  précède ,  parvenir  à  former  la  nouvelle  équation 
dont  elle  doit  dépendre.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  la 
Calcul  difftrmticU  .      Na 


\ 


]=- 
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somme  de  deux  quelconques  des  racines  de  réqiiatîon  générale  du 
troisième  degré  ;  comme  il  n'y  àuroit  pas  de  raison  pour  rq)résenter 
cette  somme  par(t+/3  plutôt  que  par  «+>,  ou  par  fi+y^  ces 
trois  expressions  doivent  être  regardées  comme  autant  de  valeurs 
dont  elle  est  susceptible  :  elle  dépendra  par  conséquent  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré,  ayant  pour  racines  ct+j8,<*+7  et  fi+y^ 
et  qu'on  formera  en  égalant  à  zéro  le  produit  des  facteurs  i — (*+i8), 

En  eflfectuant  le  calcul ,  on  trouvera 

les  coefEciens  des  différentes  puissances  de  i  dans  ce  résultat  sont  , 
des  fonctions  symétriques  dont  on  trouvera  facilement  l'expression , 
et  les  valeurs   de  l'inconnue  ^seront  aussi  celles  de  la  fonction 
cherchée. 

L'équation  générale  du  troisième  degré  étant  représentée   par 
x'^  +  Px^  +  Qx +R=o^  on  zvLTd,  . 

^-\-fi  +  y  =  —  P,  *'+j0*+/+}cti8+3€t>+3i87  — Z^'+Q, 
et  it*;3  +  ct,ô*+«e*>  +  «/+/3*7+i8/  =  'S'.'S't— ^3 
mais  on  a  par  les  équations  du  n*.  1 58 ,5»  =  —  P  ,  »$',=P* —  xQf 
Sz  =  — P^  +  3  PQ — 3/î,et  de  plus  —  eL0y  =  R;ï\  viendra  donc 
—  (ct*i8  +  «^*  +  flt*^+tf/+)8V+i8/)— iai8>=+PQ— A,  et  en 
dernier  résultat  î'  +  1 P  î*  +  (  P*  +  Q)  î  +  -P  Q—  A  =^  o. 

Cet  exemple  fait  voir  que  pour  trouver  l'équation  d'où  dépend  une 
fonction  quelconque  des  racines  de  la  proposée  ^  il  faut  faire  dans 
cette  fonction  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  lettres 
« ,  i8 ,  > ,  J",  etc. ,  et  désignant  par  *',  fi\  y\  l^  etc.  les  différens  résultats 
obtenus  ainsi ,  on  égalera  à  zéro  le  produit  des  facteurs  ç— *%  [ — i^', 
[ — y\  [ — <r',  etc.  Les  coefficiens  des  puissances  de  ^  dans  l'équation  à 
laquelle  on  parviendra ,  étant  des  fonctions  symétriques  des  quan- 
tités *',  ^\  y  y  y,  etc.  qui  renferment  entr'elles  toutes  les  combi- 
naisons qu'on  peuC  f^ire  des  quantités  ce,iS,7,J',  etc.  dans  la 
fonction  cherchée,  seront  aussi  des  fonctions  symétriques  de  ces 
dernières ,  et  pourront  par  conséquent  s'exprimer  sous  une  forme 
rationnel  le  par  les  coefficiens  de  l'équation  donnée.  En  effet ,  il  est 
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£|cUe  de  voir  qu'aucune  des  fonctions  symétriques  de  a.\  j3',  y\  l\  etc. 
ne  peut  changer  de  valeur ,  de  quelque  manière  qu'on  permute  en- 
tr'ellcs  les  lettres  * ,  i8 ,  >,  <r,  etc. ,  et  cette  invariabilité  est ,  comme  nous 
l'avons  fait  remarquer  plus  haut  ^  le  caractère  essentiel  des  fonctions 
symétriques. 

La  théorie  dont  j'ai  donné  une  esquisse  dans  les  numéros  précé- 
dens ,  de vroit  entrer  désormais  dans  tous  les  élémens  d'algèbre.  Par  son 
moyen  la  '  résolution  de^  équations  se  présente  d'une  manière  très- 
lumineuse  ;  l'esprit  des  artifices  qu'on  emploie  à  cette  résolution  de- 
vient facile  à  saisir ,  et  on  voit  pourquoi  leur  succès  ne  s'étend  pas 
au-delà  du  quatrième  degré.  Je  regrette  beaucoup  que  la  nature  de 
mon  sujet  ne  me  permette  pas  de  faire  connoître  le  beau  travail  du 
C Xagtange  ^  sur  cette  matière.  / 

161  •  L'utilité  du  théorème  de  Ne^on,  auquel  je  suis  parvena 
dans  te  n"*.  158 ,  par  le  Calcul  difiérentiel»  m'a  fait  penser  qu'on  en 
verroit  avec  plaisir  une  démonstration  purement  algébrique ,  que 
}e  crois  neuve  ^  et  qui  par  sa  simplicité  m'a  paru  mçriter  d'être 
connue. 

L'équation  x'''{'Px^'+Qx'"'^+Rx''-\...  +  Tx+U=o  est 
divisible  par  chacun  des  binômes  x — a  ^  X'^fè  ^  x-^y  ^  x — J^,  etc* 
et  on  peut  obtenir  Teypression  générale  du  quotient  ;  le  C.  La- 
grange  f  dans  un  de  ses  Mémoires ^  la  détermine  comme  il  suit:  il 
observe  qu'en  mettant  a  au  lieu  de  x  dans  la  proposée ,  on  aura 
par  l'hypothèse  un  résultat  identiquement  nul ,  et  que  par  consé- 
quent on  doit  supposer 

0tr  +  Par-'  +  QJ^"^  +  KJ"-^ .  • .  +  Trt  +  u= o. 

Si    on   retranche    cette  équation   de  la  proposée  ^  il  viendra 

équation  qui  est  évidemment  divisible  par  x — «  ^  car  on  sait ,  et  il  ' 

est  d'ailleiurs  facile  de  le  vérifier ,  que 

jt"*— fit*" 

— : =  x*-*  +  *jc"^*+  ft*x"-* +  ct"-\  On  trouvera   des 

/ 


m— .i___^»i— .1         %-*■•—■_ m— • 

4^0  ^Am  ^    .  ^^^tt 


quotîens  seolblables  pour ..-l.*.^   — etc.  et  on  aura 

^  .    ,  "^  X'-^A  X — et 

Nn  » 


\ 
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pour  ^résultat  de  la  divisibn  de  l'équation  précédente  par  * 

ordonné  par  rapport  à  ar. 


X 


+  Q 


.m— 3 


f    m. 
X 


et        i^ 


+  r 


Cest  ici  que  commence  la  démonstration  que  j'ai  annoncée.  Il  est 
évident  que  si  on  divise  aussi  l'équation  proposée  par  *— ^ ,  on  aura 


+  P 


+  ]8  Q 
+    ^ 


kin— 1 


•    ••••••  «1 


de  même ,  en  la  divisant  par  x^y ,  on  trouvera 

1*"-^. . . .  +r"^' 


.flt— 1 


x'^J{-y'     *"-'  +  >' 


+  Q 


+>— P 


I 


+  y''-*R 


•   •••«••• 


+r 


Ea  continuant  ainsi ,  on  obtiendra  autant  de  quotiens  qu'U  y  a  de 
racines,  et  leur  somme  sera. 


mx'^'  +  SAi 

+  7«Pl 


+  ^  •I*-»+^3 


+  mQ 


+  PS, 


.m.*4 


•  •  •  •  +  o, 


+PS. 

+  R^m-A 


+tnT 


(^)    . 


Nous  observerons  maintenant  que  chaque  quotient  particulier  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  de  la  proposée ,  excepté  celui  par  lequel 
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te  a  divisé.  Le  premier :de  ces  quotiens  ^  par  exemple ,  renfer^ne  tous 
les  facteurs ,  excepté  x^-et  :  le  coefEcient  de  sgn  second  terme  sera 
donc  la  somme  de  toutes  les  racines  >  excepté  a,  ^  prises  avec  des  signes 
contraires  ;  celui  de  son  troisième  terme ,  la  somme  de  tous  leurs  pro- 
duits  deux  à  deux ,  excepté  ceubc  qui  ser oient  formés  de  la  lettre^ 
combinée  avec  chacune  des  autres  :  le  coefficient  du  quatrième  terme 
eonliendroit  de  même  tous  les  produits  trois  à  trois ,  à  l'exception  de 
ceux   qui  résylteroient  de  la  lettre  et  combinée  avec  deux  autres 
quelconques ,  et  ainsi  des  coeffiçiens  suivans.  Ce  qui  vient  d'être  dit 
sur  fe  premie)-  quotient  et  pour. |p  lettre. a ,  aura  liei^  également  par 
rapport  au  second  et  à  la  lettre  ^  ^^w  troisième  et  à  la  lettre  ^z,  etc. 
;    Il  t'ésulte  de  là  quç  le  coefficient  du  second  terme  dans  la  somme 
des  quotiens^  ou  la  fonction  (^),  est  égal  à  (/» — i)    fois  1^ 
somme  des  racines  prises  avec  unsigne  contraire;  car.  si  toutes  les 
lettres  se  frou voient  dans  chaque  quotient ,  on  auroit  xn  fois  cette 
somme  ;  mais  comme  chaque  lettre  manquera  une  fois ,  d'après  ce  qui 
a. été. dit cif dessus,  elles  ne.se  trouveront  toutes  répétées  que(;72:— i) 
fois.  On  aura  donc  (m — i)P  pour  le  coefficient  du  second  term^ 
def(-^,  et  par  conséquent  S^  +mP=[m — i)P.    . 
'  Le  coefficient  du  troisième  terme  de  la  fonction  (^)  contiendra 
plusieurs  fois  les  divers  produits  des  racines  «  i  i8 ,  > ,  <r,  etc. ,  com- 
-«    tjinées  deux  à  deux  ;  mais  chacun  de  ces  produit^  manquera  dans 
deux  quotiens  :  <t  /3 ,  par  exemple ,  ne  se  trouvera  ni  dans  le  premier 
ni  dans  le  second  ;  tous  ne  seront  donc  répétés  que  m — i  foiç ,  et 
comme, leur  somme  est  exprimée  par  Q  dans  la  prçposée,  on  aura 
{m — %)  Q  pour  le  coefficient  du  troisième  terme  de  la  fonction  (^) , 
d'où- il  résultera  S^+PS^+mQ=:(m  —  i)  Q. 

Le  coefficient  du  quatrième  terme  det  la  fonction  (  J)  sera  formé 
des  produits  dés  racines  prises  avec  des  signes  contraire^  et  combi- 
nés trois  à  trois  ;  .9>ais  chacun,  de  ces  produits  manquera  déuis  trois 
quotien»  :  — «  j8  y  ,  par  exemple^  nese  trouvera  ni  -dans  le  premier ,  ni 
dans  le  second  ^  ni  dans  le  troisième  ;  ,tous  ne  seront  donc  répétés 
qiic--(r/7i*-—  j  )  fois  :  leur  somme  étant  /î-,  dans  la  proposée,  (  m — 3)  R 
sera  le  coefHcknt «herche »  ^t.  on^^ura  par  conséquent^ 
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On  j>eut  pousser  ces  raisonnemens  aussi  loin  qu'ott  voudra /et 
on  en  tirera 


^5  +  PS^+  QS^  +  mR={m—^)R\ 
etc. 


d'oii 


\y,+p=o    . 

etc. 


On  obtiendra  par  ces  fof'mùles  la  somme'  dés  puissances  des  ra» 
çlnes^  tant  que  l'exposant  de  ces  puissances  sera  moindre  que  mi 
nais  rien  n'est  plus  facile  que  de  les  trouver  passé  ce  terme.  En 
effet ,  il  suffit  pour  cela ,  comme  Ëuler  Va  remarqué ,  de  multiplier 
Téquation  proposée  par  jt*,  il  viendra  alors 

mettant  successivement  « ,  jd  ,  >,cr,  etc.  ^  au  lieu  de  ^ ,  il  viendra 

etc. 
En  ajoutant  ces  résultats  entr'eux»  on  aura ,  en  vertu  de  la  no« 
tation  adoptée,  ' 

Cette  équation  se  lie  parfaitement  avec  les  précédentes,  car  en 
faisant  n=o ,  on  a  *y,==«^ + j8* +y+  f^+  etc.=; i  + 1  + 1  + 1  etc.=»k, 
et  par  conséquent  S^+PS^,+  Q^^n^+^^m^^  •  ..+  TS^+ml/'=o^ 
.  résultat  dont  la  forme  répond  à  celle  de  la  dernière  des  équations 
trouvées  ci^dessus ,  qui  seroit 

Sur  les  exprès-  i6%.  C'est  dans  les  équations  du  second  degré  que  le$  racines 
•iwu  imaginaires.  îmaginaires  commencent  à  se  montrer  ;  et  là  elles  ont  bien  évi- 
demment la  forme  4^B  V — ï.  Maclaurin'  fit  voir  ^u'il  en 
étolt  de  même  jpour'lés  équations  du  troisième  degré;  d'Alem^ 
bert  alla  plus  lôi.À ,  et  prouva  le  preoiier  qu\me  expression 
imaginaire  quelconque'  poiîvoit  toujours  se  raiiienef  à  la  forme 
^  dt  J?  V/*^!  ^Ati  S  étant  des  quantités  réelles  ;  mais  il  le  <ît  d\ine 
manière  indirecte  à  IVgard  des  racines  des  équarions.  Cette  partie  du- 
théorlme^  la  seule  dont  nous  nous  occuperons  pour  te  moment,  ne 
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lMtft  qu'à  moûtrer  la  possibilité  d:e  décomposer  en  facteurs  réels  du 
second  degré ,.  une  équation  quelconque  de  degré  pair.  Eutier  essaya 
4le  le  faire  par  des^  considérations  purement  algébriques ,  et  n'y  réussit 
pas  complètement ,  ce  qui  engagea  le  C.  Lagrange  à  traiter  de  nouveau 
du  même  s^ujet  ;  enfin  le  C.  LapUce  .a  inséré  daqisJe  Journal  de  l'école 
normale,  une  démonsitrat^qn  qui  ne  laisse  rien  à  désirer  fit  pour 
l'exactitude  9  nî  pour  U  simplicité  9  et  que  je  vais  :  rapporter  ici.  Je 
prouverai  d'abord .  que  touu^  iquançn  d'un  degré  quelconque  p  aura  un 

facteur  riel  du  second  degré  y  si  toute  équation  du  degré a  un 

3L  ■ 

facteur  réel  soit  du  premier^  soit  du  second  degré. 

Je  représente  par  (P)  l'équation  du  degré /^,  et  ses  racines 
par  ce.,  /ô,  >,  <r,  etc.;  cela  posé,  j'observe  que  tout,  facteur  de 
l'équation  X.^.)  n'étant  autre  chose  qufe  le  produit  de  deux  quel- 
conque des  racines  de  cette  équation  y  at^ra  nécessairement  la  for- 
me x^ —  (flt+i8)  A:+aia  =  o^  et  dépendra  par  conséquent  des 
fonctions  «+j0  et  ^jS.  Ces  fonctions  seroient  déterminées  si  on  en 

9 

connoissoit  deux  de  la  forme  «t  +  jQ+iMa/g,  et'  +  iS  +  AftfiB, 
«AI  et  31'  désignant  des  nombfes  donnés';  car  en.  faisant 

.    -    .    ^      '  M'N—N'M  N'—N 

,  on  trouveront  *+ ^  =  ^    ^._.^.    ,  -f^rM^Tî^ 

La  fonction  «  +  i3  +  Ma  /S  étant  susceptible  d'autant  d'expressîonS 
di^reiites  qu'il  y  a  de  manièresde  çpmbiner.deux  à  deux  les  lettre^ 

-*ift^  7  5^  >.^^c,  s'obtiendra  par  une  équation  du  degré  .  ■    [^  i^  ^ 

A  2 

<  n".  i6o)  ,  et  que  je  désignerai  par  (  Q).  .      ^  ^     . 

Supposons  ^  1**.  que  cette  équation  ait  toujours  une  racine  réelle; 
.en  donnant  à  Jlf  une  infinité  de  valeurs,  on  "formera  une  infinité 
d'équations  semblables,  dont  chacune  aura  une  racine  réelle  rcn- 
fermant  une  des  combinaisons  qu'on  peut  faire  'des  racines  de  la 
proposée ,  dans  1^  formule  a  +  jô  +  iWctiâ  ;  or  le.  nombre  die  ces 
combinaisons  ét^nt  limité ,  il  faudra  nécessairement  que  la  même 
soit  répétée  plusieurs  fois',  avec  diverses  valeurs  de  M  :  >on  peut 

donc  afErmer^  qu'il   existe  au  moins  deux  fonctions  de  la  forme 

I 
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4t  +  fi  +  M  A  fi ,  rt  +  jî  +  Afttfiy  dont  les  valeurs  A^  et  AT  ^itt 
réelles  ;  d'oti  il  suit  que  les  valeurs  correspondantes 'de  et+)8  ^  et  et  fi 
le  sont  aussi ,  et  qu'enfin  le  facteur  x^  —  (*+iB)  x  +  Afi  est  luU 
même  réel. 

1*?.  Si  réquation  (Q)  n'a  point  de  racines  réelles,  mais  seule- 
ment un  facteur  réel  du  second  degré  ,  dont  les  racine^- soient  ima<- 
gînaires,  en  donnant  à  M  une  infinité*  de  valeurs,  pn  obtiendra  une 
infinité  de   fonctions  ft  +  fi'+'Mttfi'^dont   l^expression  sera  de 

la  forme  J  +  By — i^  et  on  prouyera  comme  pi-dessus  qu'il  doit 
s'en  trouver  plusieurs  qui  ne  diffèrent  que  par  les  valeurs  de  itf. 
On  aura  donc   a^  fi  +  Mifi=  A  ^  BY—l 

d'oh  on  tirera 

^+"^= _M^M — -^^     ' 

,.      NI — M 

expressions  qtie  je  représenterai  par  z(C+Zî  V—i)  fi  -£+/Vf— r^^ 
et  par-là  U  facteur  x^^^X^t^fi)  *+«i8  deviendra. 

*»— t  (  £•+ ZJj/^  )  *  +  £ + ^  v/;^. 

L'existence  4ç  ce  fapteur  entraîne  cpVit  d'un  aptre  qui  f er<^t 

•"  '  '  ,..J  ^.^  '"il 

jr*--..i  (  C— Z?  V/Iir7)  ^  ^js:  —  #•  j/ZZ^  ;  car  il  e^'ftcUede  voir 
que  si  on  désigne  par  X — X  *^-^*  léqiîbtiéht  quef*  donne  i'équîN 

tîon  (?)  lorsqu'on  la  diyîseplff  le  pretoîer,  X+Yv  -r^i  éxprîr 
nera  celui. qu'on  obîi[endroU  en  la  divisant  par  le  s^oifd  (^). 

Maintenant  si  les  pplynome;^  j?:*!^:-' a  (,C+Z?K  ^^iJ^j^- J?-|./^v  ~»i 


■>  ■      IW^»^— ^— ■■■^■—    ■ il       ■         ■— ^M— — P^— *■ 


(*)  On  s'en  assurera  en  multipliant  xCal^C+ÇV^— ï  Jjt-f  £+f  V^— i  pac 

X—fV—i  et  x-^—i(C—D\/^—i)x+E—F\/^t  par  JT+J^^— i  :  on  trou* 
vera  dans  l'un  et  l'autre  cas  le  même  résultat ,  en  observant  qae  le  divrdcnde  (P) 
ne  renfermant  point  d'imaginaires,  1^  et  JT  seront  tels  que  les  expressions  de  ee 
genre  di;s{>arcitit^t  ;4€s  pro^ts;  dvd^ssm, 

et 
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■<t  .V*  —  2  {C—D  V^^i  )  j^E—fV^i  ,  n'ont  point  de  divi- 
seur comnvHn ,  ils  renfermeront  à  eux  deux  quatre  facteurs  siniples  de 
l'équation  {P) ,  qui ,  multipliés  deux  à  deux ,  produiront  six  facteurs 
(lu  second  degré,  parmiUsquelsilyenaura  toujours  au  moins  deux 
de  réels.  En  effet ,  si  on  résoud  ces  polynômes  comme  des  équa- 
tions dii  second  degré ,  on  en  déduira  les  facteurs  du  premier  degré 


i/c»  +  1  CDV— i—I>*—E~.lV— 


x^C+D\/—i  +  ty'c*—iCDV—i^D^^E  +  FV 

x^C+  W^i'-^C^^irCDVTTirE^IlË+Jv 

Multipliant  le  premier  par  le  troisième ,  et  le  second  par  le  quatrième; 
après  avoir  fait  pour  abréger  C—D*—E—G,xCD~F=ff^  et  en 

observant  que  ^G+H\^S^+  ^  G—HV—i—^  zG+xV'g^+H* 

on  trouve 

x^^ixC-^Y/^xG^xVG'T^HO-irD^—Ci/^    zG+iS/G^+ÏÏ 


x*—(%C+  l/x  G^i\/  ^+/^*)  +  C*+D*+C  1/     xG+xV'G^. 

résultats  qui  «<>nt  réels. 
Si  les  deux  polynômes  «* — a  (  C+  i>  S/'^i  )  x  +  E  -^^  F  /^  . 

et  a:*— i(C  — 2>/^  ):r+ 1:  — i^l/^— 1    avoknt  un  divi- 
seur commun  ,  en  les  mettant  sous  la  forme 

Calcul  différentiel.  Oo 
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on  verra  que  ce  diviseur  doit  être  comlmun  aussi  auit  deux  quan- 
tités a:' —  1  Cr  +  £  et  xD  X  —  jF,  et  on  en  conclura  qu'il  ne  peut 
être  que  de  la  forme  x — /;  on  aura  donc 


'^'—^Cx^E--'{^Dx'^F)V—1={x^K—LV'^){x'^l) 
a'—  1  C'jt  +  £  +  (  z Dx^F)  V/— 7=  {x—K-\-L  V^^)  {x—l) 

d'oii  il  suit  que  x — K — L\^ — ly  x — K+LV^ — i  et  x — /  se- 
ront trois  facteurs  de  l'équation  (P).  Les  deux  premiers  donnent 
un  facteur  réel  du  second  degré;  et  en  divisant  l'équation  (P)  par 
le  troisième ,  si  elle  est  d^un»  degré  pair  ,  on  obtiendra  un  quotient 
de  degré  impair ,  qui  aura  lui-même  un  facteur  réel  du  premier 
degré,  formant  avec  celui  par  lequel  on  a  divisé,  un  second 
facteur  réel  du  deuxième  degré.  Il  est  donc  bien  prouvé  que  l'équa- 
tion (P)  aura  au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré,  si 
réquatîon  (  Q)  a  toujours  un  facteur  réel,  soit  du  premier ^degré, 
soit  du  second. 

163.  Il  nous  sera  facile  maintenant  de  démontrer  que  toute  équation 
d\'i^  de^rc  pair  est  dècomposabU  en  facteurs  réels  du  second  degré* 

Le  nombre  p  étant  pair,  sera  nécessairement  de  la  forme  i*",», 
m  représentant  un  nombre  entier  quelconque,  et  n  un  oombre 
impair  ;  on  tirera  de  là 

2  1 

faisant  2"*« — 1  =  ;2',  n'  sera  encore  un  nombre  impair, -et  d'après 
ce  qui  précède  l'équation  du  degré  2"*  n  aura  un  facteur  réel  du 
second  degré ,  si  l'équation  du  degré  2"**'  n'  a  un  facteur  réel ,  soit 
du  premier,  soit  du  second.  Par  la  même  raison,  l'équation  du 
degré  2"""'  n'  aura  un  facteur  réel  du  second  degré ,  si  l'équation  du 
d?gré  2"""^/2'(2"-'/2' — I  )  ou  2'*-*/ï''  a  un  facteur  réel,  soit  du 
premier ,  soit  du  second  degré.  En  continuant  ainsi ,  on  passera  par 
<  une  suite  d'équations ,  dont  les  plus  hauts  exposans  seront  de  la 
V*  forme  2'"/2,  2"*"-^,  2'"- V.^ ...  .2»'''^  ••'^*,  «"'•••  "*,  les  nom- 
bres n ,  n\  72" ,  etc.  étant  tous  impairs.  La  dernière  de  ces  équations 
qui  sera  dii  degré ^ipipair  marqué  par  72"'*  •••"»,  aura  nécessairement 
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un  facteur  réel  du  premier  degré  (  Introduction^  n**.  lo)  ;  par  consé- 
quent Tavant-dernière  en  aura  un  du  second ,  ainsi  que  chacune  des 
-  autres ,  jusqu'à  la  proposée  du  degré  %'^n  inclusivement.  Supposons 
ensuite  que  celle-ci  soit  divisée  par  le  facteur  du  second  degré 
dont  on  vient  de  prouver  l'existence  y  le  quotient  étant  encore  de 
degré  pair  «  contiendra  au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré , 
par  lequel  on  pourra  1^  diviser  de  nouveau.  Sans  qu'il  soit  besoin 
d'aller  au-delà ,  on  voit  <\\x^unc  équation  quelconque  de  degré  pair  est 
toujours  décomposabU  en  facteurs  réels  du  second  degré;  d'oîi  il  suit 
t^elU  ne  peut  avoir  des  racines  imaginaires  qiCen  nombre  pair  ^  et  de 

la  forme  A=fcB  y^ — i. 

164.  Pour  embrasser  la  proposition  de  d'Alembert   dans   toute 

.  son  étendue ,  îl   nous   reste  à  prouver  que  les  diverses  espèces 

connuçs  de  fonctions  peuvent ,  lorsqu'elles  renferment  des  quan- 

tités  telles  que  a  +  *  </ — i  ,  se  ramener  à  la  {ormtAztLB\/ — i: 
nous  le  ferons  d'abord  pour  les  fonctions  algébriques.  A  leur 
égard  la  chose  suit  naturellement  de  ce  qui  précède,  car  en  les 
égalant  à  de  nouvelles  inconnues  ^  et  faisant  disparaître  les 
radicaux  qu'elles  contiennent ,  on  parvieqdra  à  des  équations 
algébriques  ,    dont  les  racines   imaginaires  seront  de  la  forme 

AdkzB  v/^. 
On  peut  encore  s'assurer  directement  de  cette  vérité ,  en  observant 

i%quea+  *»^^  +V^VIIi— ii''+*V~i  +etc==(tf +«'— ^''+etcO+(i— ^^  »/— 1 

1%  que  {a^bV—iXa' ^bW'^i)=aa'^bb'+{a'b+ab')V~i 

.0  ane  ^+*^^   _    C^+^V^-i)(^^-3V-i)    _  ^a'+bb'+(a'b-ab')y/— 
3  •  H 


4^  enfin  que  (a+bV^y=a'^+--'a"-'V^—i ^   ~  ^  ^'"""'^*+etc. 


I  I•^ 


m(m — i)     ^     ,^        m(m — i)(m — z)(m — 7) 

a  — ' a      p  + a     '/-^-f  etc. 

i.x  i«i.3.4 

(m  „     .     mlm — \){m — i)        ,  ,  N 

^^«-«i 1— i^ ^  a'^b'  +  etc.   U/  ^ 
a                     i»i.3  y  * 

d'oîi  il  suit  que  toute  expression  résultante  de  la  combinaison  de 

'  Oo  ij 
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I>liisîeiirs  quantités  de  la  forme  a  +  t  [/^ — i ,  par  addition,  $ou5«* 
traction  ,  niuhiplicatîon ,  division  et  élévation  anx  puissances  ,  sera 

de   la  forme  AdszB  ]/ — i. 

165.  Les  résultats  obtenus  dans  l'article  précédent  s'expriment 
avec  ék'gance  par  les  simis  et  les  cosinus ,  et  on  en  tire  des  for- 
mules qui  sont  d'une- grande  utilité  dans  Tanalyse,  Si  on  compare 

Fexpressicn  a  +  t  \/  —  i  avec  r  (  cos  ^4-  (/  —  i  sin  ;[)  on  trou- 
vera ^  =  r  cos  {^,  A  =  r  sin  :j^,  et  à  cause  que  cos  i^  +  sin  :[*=  i  y 
il  viendra  a*  +  /»•  =  r\  La  valeur  de  r  étant   connue   par   cette 

équation  y  on  aura-  eos  î  ==  -  et  sin  ;{;  =  -  ;  faisant  de  même 
a  +  y  \/ — I  =  /  (cos ^'^  +  y/ — I  sin  ^'  )  il  en  résultera 

=  r  /  [  cos  (  ^  +  î  )  +  V^— I  sin  (  ç  +  î'  )  3  (  l^^oincùon  n^  4.1 .  ) 

.     ^      .        a-\'bV^^x  .         r(cosî+j/— isin^) 

La  fraction ,j -  devient -^^^^ ;muK 

^'+/,V— I  /(cost'+»/~isin;f')     • 

« 

.  tlplîant  ces  deux  termes  par  (cos^' — V — i  sin  :j/) ,  on  obtiendrai, 
en  vertii  du  n^  cite  de  Hnr.  —  [cos  Cj— ^')+ v  — isin(jr-^')j, 

La  fonction  (  tf  +  ^  V — r)*  donne  sur  le  cbamp* 

/"*  (  cos  ç  +    V — I  sin  [  )f  =r'"  ('  cos  /Ti  :[  +  V — r  sin  m  i)\, 

rcsultat  dont  nous  allons  tirer  des  conséquences  bien  remarquables.. 

« 

166.  Si  on  avoit  (  ^  +  *  V — ^  )"  ^  viendroit    , 

r '*  {  côs  —  +  v/ i  sin  — -),  Cette  expression  renferme  un  nombre/w> 

de  valeurs  différentes,  qu'on  trouvera  en  observant  que  lès  donnéeîr. 
de  la  question  sont 

r=  y" a'  +  ^%  cos  t  =  -7— ^ :>  ^^^  ^=7} : 

f  t  que  par  conséquent  on  doit  prendre  pour  ^ ,  tous  les  arcs  dont 
k  cosinus  cl  k  «aws  sont  les  mêpcs  que  ci- dessus. 


SVH.ASS      ÈtlVATIOttS.  29} 

Lesâfcr^,  36o'  +  {;,  i.jôo'  +  î,  3.360'  +  ^,....  ». 36p'  +  {, 
qui  ont  tons  lé  même  ûma  «t  le  même  cosinus ,  étant  employé» 
chacun  à  leur  tour,  donneront  en  faisant  36o''=^«. 

r«|  cos  (<;+^)+yiIisin(<:'+î)|, 


— . — I  *...    -r  F  — 'I  sin *—  c  ^ 


m        ^ 


--^^^ s^-^  j^  y  —.1.  sin    — -^ — -    >  , 


* 


Le  nombre  de  ces  expresrions  ne  sauroît  aller  au-delà  de  w  ;  <;«  ïe» 

/»  mm  m 


ayant  le  mêrtie  sinus  et  le  même  côsïnus  que  fes  arcs  — ~ ,  — ii^,  etc; 
n«  donneroiem  poitit  de  nouvelles  Valeurs  (*). 


^*  ■■^< 


■*     ■■'"         ■<«■■■      ■-     é  ,1     ».   ■       '.     I      ,,  ^     .,   ,•  ,1^,   ai    1    in        III   II      .É      I 


• 


(*j  Voici  quelques  éclaircissemens  pour  ceux  qui  ne  connoîtroient  pas  les  va- 
mtions  de  signe  qu'éprouveilt  les  fonotîoâs  circulaîrei. 

On  sait  que  les- grandeurs  représentées  par  dés  lignes  deviennent  négatltes  qttand 
dles  passent  d»ns  un-  sens  opposé  à-  celui  oh  elles  se  trouvoient  lorsqu'on  les 
vegardoit  comme  positives  ^  et  que  les  sinus  se  mesurent  à  partir  du  diamètre  et  i 

les  cosinus  à  partir  du  centre.  U  suit  de  là  que  si  on  retarde  comme  positifs  j  let 
skius  situés  au-dessus  du  diamètre  AC{  fig.  i.  )  et  les  cosinus  compris  entre  le  ap- 
point A  et  le  point  O,  ceux-  des  premiers   qui  se  trouveront  au-dessous  de  AC  ^ 
tt  ceux  des  secoqds  qui  tomberont  de^  O  en  C  seront  négatifs; 

Cela  posé ,  l'inspection  de'  la  figure  fait  voir  : 

i*.  Que  Taw:  AM^  moindre  que  90**,  a  son  sinus  PM  et  soft  cosinus  OP, 

positifs  ;       • 

i<».  Que  Tare  AS  M'\  plus  grand  que  90*  et  moindre  que  »8o* ,  a  son  sinus  /•'Ai' 
positif  et  son  cosinus  0M[  négatif; 

3*.  Que  Tare  A  B  C  M'\  plus  grand  que  i8o®'  et  moindre  que  270*',  a  soi»' 
M^  P'^M!^  néga^f  ainsi  que  son  cosinus  OMf^'^ 

4«.  Que  Tare  ÀBCDM!'\  plu«  grand  que  ayo»  et  moindre  que  3 6o«,. a  sort» 
l5nus^  P"' Ai"'  négatif  et  sort  cosinus  OP'^'  positif. 
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i6j.  L'expression  r"^  {^o%  — +  v/.^|  sîn— ,)    est  propre  à 

représenter  non  seulement  toutes  les  racines  du  degré  m  d^une  for- 
mule  imaginaire ,  comme  on  vient  de  le  voir  ^  mais  encore  celles 
d*une  quantité  réelle  quelconque ,  positive  ou  négative  ;  ou ,  ce 
qui  revient  au  même ,  elle  peut  satisfaire  à  TéquaJtion  x'^zpa!^-=zo , 

en  déterminant  r  et  [  d'une  manière  convenable* 

1  y  ^     r 

Si  on  suppose  ji?  =:  r*  (  cos  —  +  v/ i  sin  ~  )  ,  on  aurai 

m  fit 


Si  on  conçoit  qu*un  point  mobile  parti  du  point  A  dicrîve  la  ctiçonf^rence  da 
cercle  ABCDA^  11  déterminera  successivement,  par  les  espaces  qu'il  aura  par^ 
courus ,  tous  les  arcs  possibles ,  et  lorsqu'il  sera  revenu  tn  A^  rien  ne  s'oppose 
à  ce  qu*il  continue  son  mouvement  dans  le  même  sens.  Arrivé  de  nouveau  en  M^ 
le  chemin  total  qu*il  aura  fait  sera  l'arc  ABCDAM^  composé  delà  circonftreiico 
plus  l'arc  ^  Af  »  et  ayant  le  même  sinus  et  le  même  cosinus  que  ce  dernier» 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire ,  il  est  évident  qu'un  arc  augmenté  d'un  nooibre 
quelconque  de  circonférences  ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ^  d^un  nombre  pair  àê 
demi-circonférences ,  aura  encore  le  même  sinus  et  le  même  cosinus  que  dans  son 
état  primitif;  mais  s'il  étoit  augmenté  d'un  nombre  impair  de  demi-circonC&rencet,' 
son  cosinus  et'  son  sinus  çhangeroient  de  signe ,  en  conservant  d'ailleurs  la  méms 
valeur. 

Si  on  désigne  par  ^  la  demi-circonférence,  et  qu*on  mette  successivement  ^  t; 
«r,|^,  etc.,  au  lieu  de  x  dans  les  équations  sin(jrri={)=sînxcos|;±cosjrsrn{; 
et  cos(*±{)=co5*cos{:psinxsin^,  en  observant  que  sin  I  T=;=i,cos^T=o, 
sin^T:=;=o ,  ces  Trr:— .  I ,  sîn|  T=— ^  I  ,  cos  f  ^=0 ,  etc.  on  obtiendra  une  suite  de 
résultats  compris  dans  les  formules  suivantes,  dans  lesquelles  n  désigne  un  nombre 
entier. 

sînf «-iç    j=-fcosç  cosf    T±ç     J=-i-.sin| 

-ird=ç    j=qpsm{  cos  f    '- cr  +  ^    j=^cos{ 

'JTzk.i    j=— rcosç  cosf    — rTdfeç     j  î^dfcsm  ^ 

C  4/7  +  4               X                                    /^4''  +  4  ^ 
'jrzt-i     j=:±si/2  {             cosf    '«••ft-   )?==  +  <>*t 

On  voit  par  tout  ce  qui  précède ,  que  le  mêmesiniis  et  le  même  cosinus  répondent 
?  une  infinité  d'4rcs  dlfférens*. 
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;i;*  =  r  (  cos  £  +  ^ — i  sin  {)  et  substituant  dans  l'équation  pro- 
posée,  il  viendra  rcosç+r  \/ZIi  sin  ^  =p  a*  =  o.    Cette  dernière 

ne  sauroit  avoir  lieu  à  moins  que  la  quantité  imaginaire  qu'elle 
contient ,  ne  s'anéantisse  d'elle-même  ;  on  aura  donc  .  d'une  part 
sin  î  =  o  I  et  de  l'autre ,  r  cos  :5;:^"'=o.  On  satisfera  à  la  première 
condition,  en  prenant  pour  [  l'un  quelconque  des  arcs  comprb 
dans  la  suite  o?r^  i^r,  3^«**9  ^  désignant  la  demi* circonférence. 


tf" 


La  seconde  donne  r  =  ± ;  mais  comme  r  doit  toujours  être  une 

cos  ^ 

quantité  positive ,  il  faudra  prendre  pour  { j  un  multiple  pair  de  la 

demi^circonférence ,  si  c'est  le  signe^  supérieur  qui  a  lieu ,  et  un 

multiple  impair^  si  c'est  lé   signe  inférieur ,  parce  qu'à  cause  de 

cos  i/2  9r==:  +  i   et  de  pos  {xn+i)v'=^ — i,   on  aura  toujours 


X 

.m 


r  =  tf    et  r^^=ia. 
La  formule  générale  des  racines  de  l'équation  jc" — d!^'=^o  sera  donc 

X  =a  <  cos ^  +  V — I  sm >  : 

km  m     j 

o  o 

en  faisant  d'abord  ;z=o,on  aura  cos  -  =  i  et  sin  —  =o,ce 

/w  m 

qui  donnera  x  =  ai  de  plus ,  lorsque  m  sera  un  nombre  pair  »  on 

rencontrera  le  multiple  n=  -^,  d*oh  il  résultera  cos  7r  =  — ri, 

2 

sin  7r=o  et  x= — a.  On  voit  ainsi  que  la  formule  précédente 
comprend  les  racines  réelles  en  même  tems  que  celles  qui  sont 
imaginaires  ;  car  on  sait  que  Téquation  ;c"''—  «"■=  o ,  n'a  que  la  seule 
racine  réelle  x  =  ay  si  m  est  impair ,  et  que  lorsque  m  est  paif| 
elle  en  a  deux  ;  savoir  xz=i^  a  ^  ;i:=— rt.   . 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation 

», 

{"                                Xfirr          -/ .       \niF  «i 
cos . y  — X  sin L 
m                               m     y    ^ 

satisfait  én^core  à  x"^ — a'?  =  o;'ct  par.  conséquent  si  on  muftîplîe 
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Tun  par  Tautre ,  les  deux  facteurs  siipples 

^'     ^^  cos Y  y — isin >,  :r — tf  ^  cos y — i  sin 

m  ^    j  C  ^  m 

le   produit   x^-r-  X  axcos  » — ^  +  tf*  sera  uu  facteur  ju  second 

degré  de  Téquatlon   jt" — ^'"=0. 

péquation  ;»:"'+tf"'==o  conduira  à  des  résultats  semblables  auic 
précédons,  «ivec  cette  différence,  que  les  multiples  seront  impairs ^ 
au  tieu  d*être  pairs  :  dans  ce  cas  les  racines  auront  Pane  ou  l'autre 
^çs  forpies  suivante?  : 

cos.-^T r— ^+1/ — I  sm  -^^ r-, — ^—  l 

'  /w  mi 

« 

;r  =  fl    ^     COÇ    -^- — rrV 1  f Xn  -^ ^—     S- 

C  m  •  m  f 

£t  l'expression  d'un  facteur  quelconque  du  second  degré  sera 

(  2/2  +  l  )7r 

X*  —  X  tf  jc  cos  ■^-— ' h  a* 

m 

1^8.  Appliquons  maintenant  à  quelques  eoremples  les  formules 
/auxquelles  nous  venons  de  parvenir^  Soient  «  i"*,  les  deux  équa- 
tions x^ — ^  =  0  et  jt*+i=o.  On  aura  dans  ces  exemples  4  =  1: 
pour  le  premier  il  ne  faudra  faire  usage  que  des  multiples  pairs 

Q        25T         ATT  éw       S^r  ,         A  1  ••#*,. 

-,  -^  ,  -ï-  ,    ^î--  ,  — ,  en  s'arrêtantau  nombre  pair  qui  précède  le 

5      5        S         5       5      ^ 

double  de  l'exposant  ;  car  si  on  alloit  au-delà  ^  on  retomberoit  sur  des 

^x^:s  qur  nje  seroîent  autres  .que  les  précédei^s ,  augmentés  d'une  cir^ 

f oaféreQce ,  et  qui  ayaqt  respectivement  les  mêmes  s^nus  et  les  mêmes 

çosiiius ,  ne  donneroient  point  d^  nouvelljes  valeur;.  ÇeU  posé  j  lef 

racines  de  x^ —  ^  =  O  •  seront 


O 


o"       / o 

«Tes: cos hV^r-i  sin ==1 

î  5 

4»;  =  cos hV  T-î  sm — ,  x^=^çQS^^  +  y — i  sm-^ 

5  i  5  ^  Ç 

j(^r=;ÇOS— r+V  ?-^I$in — ,    ;i:=:C0S--r-+ K  — J  Sin — . 

S  5  5  5 

en 
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En  exafflîtiant  de  près  ces  valeurs ,  on  voit  que  la  quatrième  ne  diflfcre 
de  ta  troisième ,  et  la  cinquième  de  la  seconde ,  que  par  le  signe  de 

V^ — I  icar^puisque  cos(7r + ;f)=cos(7r — (}  et  sin(7r + {)=— sîn(7r— -j), 


i'TT 


on  a  cos  —  =  cos 


4^      ,    ow 

—  et  sm  —  =  —  sm 


47r 

5 


5  5  5 

COS  —  =  cos  —  et  sin  —  =  —  sin  —  : 

5  5  5  5 

les  diverses  racines  de  l'équation  x^'^i  =0  seront  donc  comprises 

dans  les  trois  formules  suivantes  : 


Ar=  I 

^  =  COS — =i=K  . 

5 


I  sm  —  =  cos  ^x^  db  y — i  sm  72^ 
5 


X  =r  cos  — -AlV — I  sin  —  =  cos  144' 
5  5 


V — i.sin  144* , 

La  remarque  que  je  viens  de  faire  est  générale  ;  on  pourra  toujours 
s^  borner  aux  multiples  de  ^  qui  ne  surpassent  pas  l'exposant  de 

réquation  dont  on  cherche  les  racines ,  pourvu  qu'on  donne  à  V^ — i 

le  signe  de  ;  mais  néanmoins  j*ai  cru  devoir  montrer  comment  on 

pouvôit  tirer  toutes  ces  racines  de  la  seule  expression 

f         2  n  w  y — r   .    xn*7r\ 

XT=:a<  cos +  y — I  sin >. 

Ç  m  .     m    j 

L'eifpression  générale  des  facteurs  du  second  degré ,  donnera  les  trois 

résultats  ' 

X  XJfCOSr— +1=      X^ — X^+I 

5 

X^ — XATCOS hl=^      X* — 2ar COS  72*^+1 

5 

47r 

A?* —  %x  COS 1-  I  ==     x^ —  ijr  COS  144*+ 1 

5 
et  le  premier  n'étant  autre  chose  que  le  qitarré  de  :r  —  i ,  on  aura 

finalement 

AT*  — J[— (a; — î).(^* — 2A?COS72'+l)(x* î.  JC  COS  144*4- l) 

Je  passe  à  x'*+  i  =  0.:  ici  ce  sont  les  multiples  impairs  dont  il  faut 
faire  usag« ,  et  en  rejettant  tous  ceux  qui  surpassent  5 ,  on  trouvera 
Calcul  dïfinmkL  Pp 
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que  les  racines  de   jt:*  +  i  =  o  seront  comprises    dans  les    trois 
formules 

a:  =  cos  —  ±  y/'Ulsm  —  =     cos  36*  rfcV^ — i  sin  36* 
5  5 

37r 
:t:  =  cos  - 


d=  V  —  i  sîn— =    cos  loS^iV/— 1  sin  io8* 


5  5 

t/' —  •    5^ 
y  —  I  sm-^  == 

5         •  î 

On  tirera  de  l'expression  des  facteurs  du  second  degré  y 


X  =  cos  -^ 


I. 


V 


a:" — iJif  cos l-i   =  x*^ — 2a;cos36**+i 

5 

x"" —  a:c  cos  —  + 1  =  x"" —  XX  cos  108+  i 

5 

x^ — i;ccos^ — Yi   =  x^^xx^i-^ix-^if 

S 
et  on  aura 

^»4. 1=  (  a:*—  XX  cos  36"+  0  {x^—  XX  cos  108**+  ï)  (^+  0 

J'indiquerai  encore  les  facteurs  des  deux  équations  x^  —  1=0, 

et  jc^  +  I  =  o  j  ceux  du  premier  degré  seront ,  •  ^ 


pour  la  première 


jc— 1 


(27r 
cos—: 


V 


isin- 


2w 


) 


pour  la  deuxième 
X—   (cos-^dtv/Zlisin—  ) 


:—  (cosÇ±v/— isinÇ  •) 


( 


6 
cos-T-cfcv  — is»'»'7" 


ar+I 


r—    fcosÇdbv/— 

X        •    A 


._1^ 


ism 


) 
) 


et  les  facteurs  du  second  degré  seront, 

pour  la  première  pour  la  deuxième 


**— I 


jt*+i 


XT  , 
AT* IX  COS 1- 1 

6 


w 


V  » 


x^ — ia:cos-~-+i 


4^ 
6 


âf* — IX  cos— +1 

6. 

x^ — i:rCOS-7r+I 

6 
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en  observant  que  cos  ^  =cos  90^=0 ,  et  sin  ^  =  o. 

6  6 

169.  Les  racines  imaginaires  des  équations  de  la  forme  x*  — i  =0 

sont  d'un  grand^isage  en  Algèbre,  oh  elles  sont  désignées  sous  le  nom 

déracines  imapmuH^  tumei :  ce  sont  en  effet  divers  assemblages  de 

symboles  algébriques  qui ,  lorsqu'on  les  soumet  aux  opérations  par 

lesquelles  on  développe  une  puissance  quelconque ,  donnent  Tumté 

pour  résultat.  Ces  radnes  ont  entr^elles  dans  chaque  degré ,  des  rela* 

tions  bien  remarquables,  et  qu'il  est  facile  de  déduire   de  leur 

expression  générale. 

On  a  9  par  le  numéro  précédent.  :t=cos \-  V — i  sîn ; 

m  m 

mais  on  voit  aisément  que 

ços Hk — i  sin  — —  =(cos [-y — ism  —  )  (I/u,ti^ 41) 

m  m  ^        m  m^  ' 

%\  donc  on  désigne  '  par  x' ,  la   racine   que   donne    la  formelle 

cos 1-   V — I  sîn  —  et  qui  se  présente  la  première ,  on  obtiendra 

toutes  les  autres  en  formant  les  diverses  puissances  .r'* ,  x^^ ,  x^^. 

Cette  propriété  n*est  pas  particulière  à  la  racine  que  nous  avons 
désignée  par  x\  car  si  on  prend  un  multiple  quelconque  p   de 

Tare  —  I  on  aura  également 
m 

\npir     ,  y—  .    %np^    . r       xrvjf  . .     xnrr\p 

COS  ~i- — i-v — i$m— ^v/— i={cos +/— i  sm / 

m  m  ^         m  m  ^ 

A  «9  .  %npvT         y .      rnp*T 

et    en   même    tems    lexpressioa    cos   — =—  +  y — i  sm    — — 

m  m 

rentrera  *dans   quelqu'une  des  racines   de  la   proposée ,    puisque 
Tare  — ^  ne  pourra  jamais  être  que  la  somme  d'un  certain  nombre 

de  demi- circonférences  et  de  l'un  des  arcs  compris  entre  — .et  «-, 

m 

La  même  chose  peut  se  démontrer  d'une  manière  fort  ^mple, 
sans  le  secours  des  sinus  et  des  cosinus  ^  en  observant  que  si  x'  dé- 
signe une  racine  quelconque  de  Téquation  jt*  —  j  2=  o ,  on  doit  avoir 
•  Pp  1 


\ 
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;»:'-*=  I ,  a:'*"  =  i  ,  Ar'^'«=  i  ;  et  que  Ar'**"  =  (;rr'*)'",Ar'^'"=  {x'^^y,  etc.  : 
d'où  il  suit  que  les  diverses  puissances  x'^ ,  x'^  etc.  satisfont  aussi 
à  l'équation  proposée.  Le  nombre  de  racines  diverses  qu'on  obtien- 
droit  de  cette  manière ,  ne  peut  surpasser  m  ;  car  lorsqu'on  est 
parvenu  à  jc'",  on  retrouve  l'unité ,  et  il  vient  ensuite  x'^^^^zx^ 
ji:'"*+*  =  a:'*  etc.  L'équation  a:'"+i=:o  conduiroit  à  des  résultats 
analogues  aux  précédens,  avec  cette  différence  qu'il  ne  faudroit 
employer  que  des  puissances  impaires  de  l'une  quelconque  des 
racines ,  comme  on  le  verra  facilement  par  l'expression  générale 
donnée  pour  ce  cas,  dans  l'article  précédent,  ou  en  remarquant 
que  lorsque  :v"'  =  —  Vy  on  ne  peut  avoir  (  ar'"*  )•  =  (y* )" = — i , 

qu'en  prenant  pour  n  un  nombre  impair.  . 

>  •        * 

170.  La  recherche  des  racines  imaginaires  des  équations 
ji:"*=f:i==o  dépend,  comme  on  voit»  de  la  division  de  la'  cir* 
conférence  du  cercle  dans  un  nombre  m  de  parties  égales,  ou  de 
l'inscription  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  m  de  côtés. 
Toutes  les  fois  que  l'exposant  m  sera  compris  dans  Tune  des  progres- 
sions H  1:4:8  :  16 etc.,  ::  3  :  6:  iz:24etc. ,  fî  5:  10: 10:40 etc.» 
on  pourra  exécuter  cette  opération  avec  la  règle  et  le  compas ,  ou 
bien  calculer  directement  les  expressions  des  sinus  ou  des  cosinus  des 

arcs ,  —  ,  —  ,  etc.  ;  — ,  —  etc. ,  dans  lesquelles ,  il  n'entrera  alors 
mm  mm 

que  des  radicaux  qu&rrés. 

171.  En  général    si  m  tt  m'  sont  deux  nombres  premiers,  et 

qu'on  sache  résoudre   les  équations   ji:*=f:i=o,  :i;"*'=pi=o, 

on  résoudra  aussi  l'équation  ^c^^'qpi  =0  ;  car  en  supposant  jc*==y, 

il  vient  alors  j^^'r^n  1=0,  et  désignant  par  «, l'une  quelconque  des 

racines  de  cette  dernière  équation ,  on  a  ensuite  ji:"'=<t  ou  ^■—«=0, 

jït' 
résultat  qu'on  ramènera  à  la  forme  r" — 1=0,  en  faisant  x^^zzzt. 

On    peut   parvenir   à    l'expression    des    racines  .  de  l'équation , 
:if*"'2p:i=o,  en  n'employant  que  les  sinus  et  les  cosinus  deîarcs, 
qui  résultent  des  divisions  de  la  demi- circonférence  et  de  ses,  mul- 
tiples ,  en  OT  et  en  m'  parties  égales.  Pour  le  prouver ,  considérons 
d'abord  l'équation  jf*"' — i=:o ,  et  multiplions  entx'elles  deux  racines 
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quelconques  des  équations  jt™ — 1=0,  et  at""' — 1=0;  nous  aurons 
cos  -       db  y — I  sm )   (  cos  — 7-  db  y — i  $in  — r- j 


m  m    ^    ^  m  m 

(nm'-\^n'm\             , — ^    .        fnm'^rlnt\ 
— 1  it±i  y — I  sin  1  ( '. —  J^. 
mm      ^                                ^      mm      ^ 


xn^'^  .      . .   iwV 


En  comparant  ce  résultat  avec  l'expression  cos r^^ — *  sin      ■; 

mm  mm 

qui  représente  les  racines  de  x^"^' — 1=0  ,  on  verra  que  Tun  et  l'a^itre 

reviendront  au  même  ,  si  nm'-\'  n!m = ri'  ;   mais  m  tt    m'  étant 

des  nombres  premiers  entr'eux ,  il  suit  de  la  théorie  des  équations 

indéterminées    du    premier   degré ,  qu'on  trouvera  toujours  pour 

n  et  n'  des  nombres  qui  satisferont  à  l'équation  ci* dessus* 

On  remarquera  qu'en  faisant  n^^^^i ,  il  Vient    . 

(n!m'-\-n!m\                tir        .       /n'm'  A-nni^         ,      içr 
; — :J»=  cos   ■  ■  /■ ,  sm  il -; — )^.=sm ;^ 
mm       ^               mm               ^      mm      /              mm 

et  que  par  conséquent  on  connoîtra  le  ^nus  et  le  cosinus  de  l'arc 

résultant  de  la  division  de  la  circonférence  dans  un  nombre  mm*  de 

parties  égales  ^  lorsque  ceux  des  arcs  ->^  et  — ,  seront  donnés ,  et  qu'on 

-•    <     1    iw-      m'  ' 

aura. déterminé  n  et  n'  d'après  l'équation  nnJ\n!m^=\. 

L'équation  .x""*^ -4- 1=7=0  conduiroit  à  des  résultats  analogues  ;  on 

auroit  dans  ce  cas 

{.„(^)^^z:...(::±:),}{^(.^),^v'-4-^),ï 

"...  .  •  V  '  <     .  ^  i 

V  mm'  ^  V  ^at»  -/"^^    . 

«o.(:!!!+l.):^v^!zr„i„(  ?!!+i.)., 

d'où  on  tireroit  (xn+  i)/»'+  (i»'+  i)m=%n^+ 1. 


mm  ,  , 


;•   »   . 


171.  Les  équations  de  la  forme  :r*"* — ipx^+q^=^o  peuvent  être 
traitées  comme  celtes  qùî  ne  renferment  que  deux  termes  ;  en  les  résol- 
vant à  la  manière  du  second  degré,  on  en  tirera  ^'"ii=;d;:V/pfZI^* 
tant  c[ue  p^  surpasse  j ,  les  vaLnirs  de  at"*  sont  réelles ,  et  en  les 


\ 
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représentant  par  *et  parjS  ,  on  a  les  deux  équations  ^*~.«t:=sïO, 
jt« i8=o,  dont  on  trouvera  les  racines  imaginaires  par  les  for- 
mules du  n®,   167. 

Lorsqu'on    aura   p*  <q  f  on   donnera   à   la   valeur    de  ^r**  la 

forme  /;±  \/q  — /  .  V^— 1>  et  faisant  /f=r=4  et  \/q—p*=b^  il 

viendra  *"=«  +  *  /HT;   U   ne  s'agira  plus  que  d'extraire  de 

l'expression  adczB\/'^  une  racine  du  degré  m.  En  reprenant  les 
formulas  du  n\  166  on  trouvera 

,_  a  IL 

r=  Va*  +  b-—Vq  ,  COS  Ç»  — =s=  y/-~ 

et  rexproisiofi  générale  de  la  racine  cherchée  sera 


m 


(cos 


171^4- J 


fc  —  Il 


V 


I  sin 


ir^w+i; 


)• 


Si  on  multiplié  Tun  par  Tautre  les  facteurs  simples 

3r«^-^r     l  UV#«      .      .  .     ui     I   ^^^  |r    -*■*!    •*!*     *      •        '    >  ■  y  ^ 


cos  -^ »^  +  V — I  sin  — — -J  9 


cos 

I 


m 

inTT 
'm 


m 


■  ■   u  1  m^^  Y  -*-*l 


le  produit   X*  —  xr^x  cos  -» — »-^  +   r^    représentera   tous  1$ 

facteurs  du  second  degré  que  peut  avoir  Péquation  proposée  ;  cit 
on  remarquera  qù*en  substituant  dans,  cette'  équation  vf  au  lieu; 
de  ij ,  r  cos  i  au  lieu  de  /> ,  elle  devient  x*"  —  1  r x*  cos  ^+  r*  =  o. 
En  supposant  r  =  i  ,  on  auroit  jf*" —  i  ^*  cos  j  +  ï  ?==  o  ^  et  la 

formule  des  facteurs  du  second  degré  seroit  x* —  a  x  cos 1-  J%. 

Cette  hypothèse  ne  diminue  en  rien  la  généralité  des  résultats ,  car 

si  on  f^t  x=^,i\  viendra  Téquâtion  ^•"•— 1« V  ^^«^ C  +**'"^<>'# 

qu'on  paît  toujours  comparer  à  y*  —  aPj^^^- Q=o,  pourvu 
qu'on  ait  ^*  <  Q.  Rien  ne  changeroit  dans  tout  ce  qui  précède, 


SUR      ££S      Édl/ATIONS  303 

ft  le  coefficient  p   était    négatif,   seuleianient  Tare  ;j;  surpasseront 
alors  90**. 

173.  La  résolution  de  Téquation  :t"*=ptf'"=o,  donnée  dans  le 
n*.  167,  nous  ayant  fait  connoître  les  facteurs  de  la  quan«* 
tité  *^"=f:^",  nous  fournira  le  moyen  de  démontrer  la  belle  pro- 
priété du  cercle,  que  renferme  le  théorème  de  Côtes  dont  voici 
renoncé. 

Si  on  divist  la  circonfirtnce-  iCun  cercle  décrit  Sun  rayon  égal  a  r      . 
en  un  nombre  xmdè  parues  égales  ,  M  Mi ,  M,  Ma ,  M,  Mj  etc.  (  Fig.  1.)    FIG,  i. 
ttque  £  un  point<y  placé  sur  U  diamètre  MCM5  </  éloiffié  du  centre  C 
de  la  quantité  O  C  ==  x ,  en  mène  aux  différens  points  de  division   les 
droites  OM ,  OM^,    OM,,  OM5,  eu.  h  produit  de  toutes  celles  qui 
correspondroru  à  des  points  de  division  marquis   d^un   nombre  pair , 
sera  égal  à  a" — x~ ,  si  le  point  O  est  situé  dans  t intérieur  du  cercle  , 
et  tfx" — a",  /i/  est  sittU a^' dehors  :  les  droites  menées  à  des  points 
de   division   impairs  étant   multipliées   entr\lles  ^  donneront  In  quan^ 
dté  a" -foc*. 

Je  ne  démontrerai  que  le  cas  oh  le  point  O  se  trouve  en-dedans 
du  cercle,  parce  qu'il  sera  aisé  «le  prouver  l'autre  de  la  même  ma- 
nière.  J'abaisserai  du   point  M^  la  perpendiculaire  M,,R  sur    le 

diamètre  MM$ ,  et  J'aurai^ par  cette  construction  OMt  =  ÔF-^PM  ; 
mais  FM^  représente  le  sinus  de  Tare  MM^ ,  dans  le  cercle  pro- 
posé dont  le  rayon  est  tf ,  et  CP  en  est  le  cosinus  j  on  aura  donc  en 
prenant  les  sinus  et  cosinus  tabulaires ,  calculés  pour  un  rayon  égal  à 
Tunité,  PM,  ^asinJUM,,  CP=a  cos  MM^y  OP—  CP—  C0=: 


.«.a 


a  cos  MM^—Xy  et  enfin  OM^=za*—  xax  cos  MM^-^x''-.  les 
valeurs  de  OjJf, ,  OJMs ,  etc.  s'obtiendront  en  substituant  dans  celles 
•qu'on  a  trouvées  po\ir  OM^ ,  les  arcs  MM^ ,  MMi ,  «te.  à  Parc  jtfjj/.. 
En  ne  prenant  que  ceux  qui  répondent  .au*  points  de  division  pairs  , 
et  désignant  toujours  la  demi  ^  circonfér^ce  par  w  ,  il  -  viendra 

MM'  =  — ,  MM^=-  ^  i  d'oii 

mm 
pjf^^a.*^iaxcQS~+x%OM^=^a*  —  a:K:,ços—  +  :r%  etc. 
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Mais  les  lignes  OM^  9  OM^  ^"^^^  placées  d'un  côté  du  diamètre  f  oot 
leurs  correspondantes  OJfg,  Oitfs»  de  l'autre  côté,  qui  leur  sont 
respectivement  égales ,  ensorte  qu'on  pourra  écrire  OM^  X  OM^^ 


au  lieu  de  OM^  ;  OM^  x  OM^ ,  au  lieu  de  OM^^ ,  et  ;»insi  de  suite, 
si  les  divisions  étoient  en  plus  grand  nombre  :  on  remarquera  cf 
même  tems  que  la  ligne  OM  représenta  )a  quantité  a — x,  ÇeUi 
posé  ,  ii  résulte  du  n"".  168  ,  que  m  étant  impair  ^ 

^» — x'^^a — x) (a' — %a:iç  cos  r—  +  jktO  (a* — xax  cos  —+ Arrête.  ; 

'"  m         '^  ^  .        m        ^ 

mettant  au  lieu  des  facteurs  Ùu  second  membre  leurs  expressions  enlir 

gnes ,  on  aura 

û*  — ;r"»=Oil!f  K  OM,  X  OM^  X  OMb  x  0^«. 

Les  arcs  MM^ ,  ifcfjfs  »  Jiitfs  ^tc.  jqui  cori  eçponxieot  aux  points 

de  division  impairs  9  étant  égaux  à 

on  trouvera 
OAf,=:a*-ri/î-v  COS . h*^S  OM-yz^a*" — xûx  cos  —  +af^,  etc. 

et  OMt,  =  tf + Jir  ;  mais  comme  on  a 

^7  + jtr*=(a  + a:)  U^ — xax  cos  —  +^*)  (^^*-<l^^  COS  ^4  rj-J»^  )  etjC. 

}\  vîendrîj  a"*+.y"=  OiW^ x  OiWj x  PA/$ x  OiW^x  034^. 
FIG.  3.     Lorque  /tz  est  un  nombre  pair ,  cçmtne  dans  la  fig.  j  y  les  deux 
parties  OM  et  OA/ç  du  diamètre ,  répondent   l*une  et  l'autre  à  de? 
points  de  division  marqués  d'un  chiffre  pair  ,  et  donnent  les  deux 
facteurs  a — x  et  4+jc,  que  la  quantité  <*"*—«*"  adaqs  ce  cas,  . 

174.  Côtes  qui  mourut  fort  jeune,  W\^%^  s^ns  démonstration^ 
parmi  §es  papiers ,  ^  le  théorème  précèdent  M^iv^e  et  BernouUi  ^ 
y  suppléçrenj  ;  ç^ais,  le  preinier  4onna  à  l'énopcç  du  tbéprême  une 
extension  au  moyen  de  laquelle  il  comprend  la  décomposition  de 
Texpression  4"* — xtf'"^"*  cos  J+J'f*''  en  facteurs  réels  du  second  de^ 
gré.  Voici  cette  extension: 
*    Au  lîeu  dç  placer  Je  point  Af ,  origine  <iç  la  divisioft  du  cerde; 
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à  Textrémîté  du  rayon   OC,  on  prend  cPabord  un  arc -4A1  (^.  4.  )    FIG.  4. 
qui  soit  la  m"^  partie  de  l'arc  ;[ ,  représenté  par  AB  ;  ensuite  on 
partage  la  circonférence  du  cercle  en  un  nombre  m  de  parties  égales  ^ 
à  commencer  du  point  ilf  ,  et  on  a  alors 

a    — xa  xcosi+x     =AC    — xJ  C    x  OC    cos^+  OC 

=  0M  x'ÔmIx'ÔmI ><Ôm] ><ÔM^  etc.  - 

Pour  s'assurer  de  la  vérité  de  cette  équation ,  il  faut  observer 

que,  ^M—^,  AM,=  ^"^"^^  ,  AM,==  ^""^^  ,  etc.  et  cher- 

ïïi  tn  ut 


cher,  comme  dans  le  n*.  précédent,  les  valeurs  de  OM  ,  OJfj,etc.; 
on  trouvera  par  ce  moyen  lés  mêmes  facteurs  que  ceux  que  les 
formules  du  n*.>  171  donneroient  pour  l'expression 

a*" — 1  «'"^'"  COS  î  +  AT**".  \ 

I 

175.  L'application  des  formules  du  n*.  166  va  nous  conduire  à 
tine  expression  très-simple  des  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  »  dans  le  cas  irréductible.  On  sait  que  la  première  des  racines  de 
l'équation  y? — /fjic:+^=o  est 

et  qu'elle  se  présente  sous  une  forme  imaginaire  y  en  apparence  ; 

lorsque— /^'.surpasse  -î*.  Si  on  fait -  =  tf  et  V ^p^ — J.j*=  ^,  on 
17  A  * 

aura  x=  —  ( ^  +  *  V — i )^  —  (  ^ — i  V — i)'  et  on  trouvera 

r^  V/7+y*=VX7;  cosî=l  =  -^ 


p 


3^ 


i^a:^V —\f^T^Cco%  ^V^\  sin  i  J=^cos  i±:V/~isini  j|/^  ; 
dToîi  il  résultera  , 

X'=. — H/l/'  COS  -,  Ar= — n/p'  cos ,  X^=i — 1  \/Tp  cos î 

3  3  3       . 

et  à  cause  que  cos  ^ — -  =  ccte  — --  ;•  la  dernière  de  ces  valeurs 

3  -  3 

Calcul  difflrcndtL  Q,^ 
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-  b 

peut-être  écrite  ainsi  :  x— — ^.V^  cos --• 

Nous  sommes  parvenus  en  même  s,tem»  altx  trois  racines  de 
réquation  x^ — px+q'=o^  et  cela  n'étonnera  point  ceux  qui  suvent 
que  l'expression  delà  première  racine,  dont  nous  sotjimes  partis  j^ 
les  contient  toutes  implicitement,  au  moyen  des  racines  cubiques 
imaginaires  de  l'unité,  qui  s*y  trouvent  comme  sous- entendues.  Les 
aiUres  pourront  se  convaincre  de  l'exactitude  de*iios  résultats ,  en 
substituant  dans  les  expressions  connues  des  deux  dernières  racines,./ 
les  valeurs  trouvées  ci-dessus  pour  les  radicaux  cubiques  qui  en- 
"  trent  dans  I9  première  ;  ils  auront 

^^/)p  (   -  cos i/Tsin  -) 

^3         ^  3 

et  en*  sfe  rappellant  que  k 

iTT  ^  r  .    ifF       '  ^  r     ^        . 

cos  =C0S    120=:: -     Ct    Sin =  SIU   IlO**  ==  —    -    l/j, 

3  23,  a 

ils  changeront  les .  expressions  précédentes  en 


3  ,         3 

176*  On  trouvera  de  même  que  ^expression  générale 


N. 


est  toujours  réelle,  et  que  sa  valeur  est  r**    cos  -i-.    On  formeroit 

m 

réquation  dont  elle  dépend ,  en  cherchant  le  cosinus  de  la  m""*  partie 

d'un  arc  dopné.  En  effet,  soit  mx  =  7,otï  aura  ^  =  —  ,    et   en 

m 

vertu  du  n^.  40  de  l'Introduction ,  on  trouvera 

cosî=3-(cos  —  +  v/Z^sin  — )  ,+l(cos-^ V^^sîn-^)  ; 

si  00  développe  cette  équation ,  en  mettant — ^à  I^  place  de  cos  ç, 

r 

et  en  faisant  cos —=rrr~'»^,  sin^—}/^  j^^^'mj;^;  il' cri  résultera^ 


m  rh 


^ 
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réquation  qui  doit  donner  ^  en  a  :  mais  on  a  aussi ,  par  le  n^.  cité , 
cos  ~=j(cosî+  V^ZI7  sin  :[ ) »*  +  5^cos  t— v/^sioç) 


1^ 


m'  '  ^-TmT  I», 


donc  yz=zi/a  +  b  v/— I    +    K  ^— *  v/— I 

Il  n*entre  point  'dans  mon  sujet  de  traiter  les  équations  qui 
naissent  de  la  division  d'un  arc  de  cercle  en  un  nombre  quelconque 
de  parties .  égales  ;  mais  comme  elles  sont  très  -  remarquables  par 
leur  forme  et  leurs  propriétés  ^  j'ai  voulu  du  m'oins  les  indiquer  au 
lecteur. 

177.  La  connoîssance  des  racines  imaginaires  des  équations,  étant 
nécessaire  pour  une  branche  importante  du  Calcul  intégral ,  je  crois 
devoir  entrer  encore  dans  quelques  détails  sur  cette  matière. 

Il  suit  du  théorème  démontré  n^.  163  ,  que  pour  obtenir  les  ra«* 
cines  imaginaires  d^une  équation  algébrique  quelconque  ^  il  faut  la 
décomposer  en  facteurs  du  second  degré  ;  mais  ce  moyen  entraîne 
un   grand   inconvénient,  en   ce  qu'il  exige  la  résolution   d'une 

équation  du  degré  — ,  avant  même  qu'on  puisse  savoir  si 

2 

la  proposée  du  degré  m ,  a  ou  non  des  racines  imaginaires.  Les 
Géomètres  ont  cherché  des  méthodes  qui  pussent  leur  indiquer  le 
nombre  de  ces  racines ,  indépendamment  de  la  résolution  d'aucune 
équation ,  et  je  vais  exposer  ce  que  Lagrange  a  trouvé  de  plus 
général  à  cet  égard. 

Soient  * ,  /3  ,  7,  <^,  etc.  les  racines  d'une  équatîoa  du  degré 'm,' 
parmi  lesquelles  il  y  en  ait  plusieurs  d'imaginaires,  ces  dernières 
seront  nécessairement  par  couples ,  et  de  la  forme  [' 

Si  on  prend  les  différences  des  racines  de  cette  équation ,  elles  ne 
pourront   être  que  de  l'une  des  formes  suivantes  : 

En  faisant  les  quarrés  de  ces  expressions ,  on  trouvera  pour  la  pre* 
mière  un  résultat  réel  et  positif,  et  pour  la  quatrième  un  résultat  réel 
et  négatif  ;  les  deux  autres  donneront  des  résultats  imaginaires,  à 
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moins  qu'on  n'ait  dans  quelques  cas  * = A' ,  tf  et  a'  restant  inégaux  ; 
Tt^ais  quoiqu^il  arrive ,  il  n'y  aura  que  le  quarré  de  la  différence 
entre  les  deux  racines  imaginaires  d'un  même  couple ,  qui  soit  négatif. 
II  suit  de  là  ,  que  Téquation  dont  les  racines  seroient  les  quarrés  des 
différences  qui  se  trouvent  entre  celles  de  la  proposée,  auroit 
^  autant  de  racines  négatives ,  que  cette  dernière  a  de  couples  de  racines 

imaginaires. 

On  peut  former  Téquation  qui  donne  les  quarrés  dès  différences 
entre  les  racines  de  la  proposée ,  et  que  je  nommerai  Téquation  (Z?)  , 
en  développant  d'après  le  procédé  du  n\  i6o,  le  produit  des 
facteurs  î  —  (*—i3)%^[— («—>)%  t~  (i8  —  >)* ,  etc.,  et  en 

l'égalant  ensuite  à  zéro. 

«> 

178.  Si  on  avoit  une  règle  siure  pour  juger  combien  l'équation 
{D)  a  de  racines  négatives,  on  sauroit  par- là  quel  est  le  nombre 
de   couples    des   racines  imaginaires  que   renferme   la   proposées 
jl  malheureusement  l'analyse  n'offre  point  de  moyens  infaillibles  pour, 

lemplir  cet  objet.  Descartes  cependant  a  reconnu  qu'une  équation, 
quelconque  pouvoit  avoir  autant  de  racines  positives  qu'il  y  a  de 
changemens  de  signe  de  +  en  —  ou  de  —  en  +  ,  dans  la  suite  des 
termes  qui  la  composent ,  et  autant  de  racines  négatives  qu'il  y  a 
de  successions  de  même  signe.  Cette  proposition ,  dont  la  vérité  fut 
d'abord  contestée ,  a  été  démontrée  complètement  par  de  Gua ,  et 
peut  s'énoncer  d'une  manière  plus  claire  et  plus  générale ,.  comme 
il  suit  :   . 

Toute  équation  ni  sauroit  avoir  un  nombre  de  racines  positives  plus 
grand  que  celui  des  variations  de^  signes  qui  se  trouvent  entre  ses  termes  ,  ni 
un  nombre  de  racines  négatives  plus  grand  que  celui  des  successions  de 
même  signe ,  et  si  elle  ni  contenoit  que  des  racines  réelles ,  elle  en  auroit 
:  précisément  autant  de  positives  que  de  variations  de  signe  ,  et  autant  de 

négatives  que  de  successions  du  même. 
'---  Ce  théorème ,  que  nous  démontrerons  plus  bas ,  nous  fait  voir  que 

si  les  termes  de  l'équation  (Z?)  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs ,  c'est-à-dire ,  si  elle  n'a  point  de  succession  du  même  signe , 
elle  n'aura  que  des  racines  réelles  et  positives,  puisque  par  sa 
nature ,  elle  n'en  sauroit  avoir  d'imaginaires ,  sans  en  arobr  en  même 


h 
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tetns  qui  soient ,  négatives  ;  et  on  conclura  de  là  que  toutes  les 
racines  de  la  proposée  seront  réelles  dans  ce  cas. 

De  plus  y  si  dans  réquation  (Z>)  le  dernier  terme  y  qui ,  comme  on  sait, 
est  le  produit  de  toutes  les  racines  >  est  négatif,  elle  aura  un  nombre  pair 
ou  impair  de  racines  négatives ,  selon  qu'elle  sera  de  degré  impair 
ou  pair,  carie  produit -<^* + -ff*  d'un  couple  de  racines  imaginaires 

'Ada  Bv — I  ,est  toujours  positif.  Dans  le  premier  cas,  la  proposée 
aura  un  nombre  pair  de  couples  de  racines  imaginaires ,  et  un 
nombre  impair  dans  le  second.  En  général ,  la  proposée  ne  sauroit 
avoir  plus  de  couples  de  racines  imaginaires ,  qu'il  ne  se  trouve  de 
successions  du  même  signé ,  entre  les  termes  de  l'équatîon  {D). 

Les  considérations  précédentes  ne  mènent  encore  qu'à  s'assurer 
si  une  équation  donnée  a  des  racines  imaginaires ,  et  à  trouver  une 
limite  que  leur  nombre  ne  peut  -excéder  ;  mais  en  suivant  l'esprit 
de  la  méthode,  onformeroit  de  nouvelles  équations  auxiliaires  qui 
ne  pourroient  avoir  à^^  racines  négatives ,  qu'autant  que  la  pro- 
posée auroit  au  moins  quatre  racines  imaginaires ,  d'autres  qui  n'en 
auroient  que  de  positives,  tant  que  le  nombre  des  racines  imagi- 
naires de  la  proposée  seroit  au-dessous  de  6,  et  ainsi  de  suite. 
Il  faudroit  chercher  dans  le  premier  cas ,  l'équation  qui  donne  le 
*  quarré  de  Ja  différence  entre  la  somme  de  deux  quelconques  des 
racines  de  la  proposée,  et  celles  de  deux  autres  prises  indistinc-^ 
tement  ;  dans  le  second ,  l'équation  qui  donne  le  quarré  de  la 
différence  entre  la  sommé  de  trois  quelconques  des  racines ,  et  celFé 
de  trois  autres  prises  indistinctetnçnt ,  etc.. 

179.  Si  on  parvenoit  à  trouver  d*un^  manière  quelconque  les 
racines  négatives  de  l'équation  (  JÈX),  on  en  déduiroit4'expression  des 
racines  imaginaires  de  la  proposée^  En  eiFet ,  en  substituant  dans  cette 

dernière  ^+  b  V — i  au'lieu  de  :f ,  et  ei>  égalant  séparément  à  zéro 
la  partie  réelle'  et  la  partie  imaginaire ,  on  aiiroit  deux  équations 
pour-  détermiain:  4es  inçp^ues  a  et  K  Mais  si  l'on  connoissoit 
à  prion  la  valeur  de  ^,.'èt^'o.n  la. mît  dans  l'une  et  l'autre  d^ ces 
équations,  les  deux  résultats  devant  êtr«  satisfaits  par  la  mêmç  valeur 
de  a,  auroient  nécessairement  un  façtisur^coa^mua  qui  contiendront  a 
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âevé  au  premier ,  au  second ,  ou  au  troisième ,  etc.  degré ,  selon  que  la 
valeur  de  b  répondroit  à  une^  ou  deux ,  ou  trois  y  etc.  valeurs  de  a  ; 
or  le  quarré  de  la  différence  entre  les  deux  racines  ima^inaïresycûî» 

prises  dans  la  formule.de  ad=:b  y — i  étant  —  4h* ,  la  quantité  b 
seroît  la  moitié  de  la  racine  quarrée  du  résultat  donné  par  réqua- 
tion  (D)  et  pris  positivement  :  cherchant  donc  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  deux  équations  dont  on  vient  déparier,  oti  auroit , 
en  régalant  à  zéro ,  l'équation  qui  doit  déterminer  a. 

i8o.  L'équation  (i?)  a  encore  d'autres  propriétés  utiles.  On  voit; 
par  exemple,  que  son  dernier,  terme. s'évanouira  toutes  les  fois  que 
la  proposée  aura  deux  racines  égales,  puisque  dans  ce  cas,  une 
dés  quantités  (a-^i8)*  deviendra  nulle.  Si  la  proposée  .avoît 
deux  racines  égales  ^  comme  il  y  auroit  alors  trois  des  quantités 
(fit  —  /9)%  (rt  —  >)*,  (fi  —  y  y  etc. ,  qui  s'anéantiroient  ^  l'équa- 
tlQn  (^)  perdroit  ses  trois  derniers  termes.  En  général,  un 
nombre  n  d2   racines   égales   dans  la    proposée ,  fera  disparoître 

— termes  de  Téquation  (  -O  ) ,  qui  par  là  ofïre  un  moyen  de 

reconnoître  l'existence  de  ces  racines*  Nous  saisirons  cette  occasion 

•  '  '  •  .... 

pour  montrer  comment  le  Calcul  différentiel  remplit  le  même  but 

avec  autant  d'élégance  que  de  facilité* 

Une  équation  P:=o  qui  a,  des  racines  égales ,  est  nécessairement 

de  la  forme  P=X  (x — ay^o^  et  il  suit  de  ce  qui  a  été  dit 

dP'    dJ'P   \  (t-'P 

ïC.  133  ,  que  toutes  les  différentielles   — - ,  -— p ,  ^usqu^à      .  '  '^  ■ -^ 

dx      dx  dx  M 

s'évanouiront  par  la  supposition  de  x^z^^tt ,  parce  qu'elles  renferme- 
ront le  facteur  (a; — a)  qui  sera  élevé  à  la  puissance  n-^i  dans  là 
première,  à  la  puissance  n — x  dans' la  seconde,  et  ainsi  de  suite» 

,      ,        .         ^  dP  df'P      .       ^f.  tf-^^K 

Les  équations  -P  =  o,    -—^=0,     -7--  =o.».       ,  ,  ,  =0 

dx  dx*  '  tfA:*rr» 

auront  donc  lieu  en  même  tems  ;  et  si  oe^lâkerche  le  diseur  commun 
cntr>  la  première  et  la  seconde^  on  Araf  le  facteur  i^x  —  a)"-'. 

Ces  considérations  s'a ppliqueroient  aisëment  au  cas  oîi  la  proposée 
Tenfermetoit  plyisieurs  espèces  de  racines  égales,  é^esc^à^dire  ^  serak 
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de  la  forme X{x — <*-)"  {x-^^f^y  etc.  =  o  :  sa différeotlelle première 
àuroîr  riors  (  » — «  )"~'  (  jc — jB  y-"*  etc.  pour  facteur  ccmimin». 

i8i.  Parmi  les  diverses  démonstrations  qu'on  a  données  de  la  règle 
de  Descartes ,  dont  j'aî  fait  usage  n*'.  178,  je  choisirai  celle 
qui  est  due  à  Ségner  ,  parce  qu'elle  m'a  paru  la  plus  simple  de 
toutes  (*).  Pour  abréger ,  je  désignerai  ^ous  le  nom  général  de  variations 
les  changemens  ^e  signe  4  soit  de  +  'en  —r^  soit  de  —  en  +  ,  et 
j'appellerai  ptrmamnct ,  toute  succession  du  même  signe. 

Soit  réquatîon  >=b/'A:'"""'"=kQ:tf"-f....=br;t'd;:i7:r=o,  dans 
laquelle  les  signes  +  ^  •^—  $e  succèdent  d'une  manière  quelconque; 
en  la  multipliant  par  kfactfiur  ^-^flt,^ qui' donikfe  la  racine  positive 
Af=fit ,  on  aivra  «:  .         .      '  ,     , 

Les  coeffi'ciens  placés  dans  la  première  ligne^de  ce  résultat ,  sont  ceux 
de  la  proposée  pris  avec  le  même  signe  dont  ils  étoient  d'abord 
affectés ,'  et  les  coefficiens  de  là  seconde  ligne  sont  formés  de  ceux 
de  la  première,  multipliés  par  * ,  mais  pris  avec  un  signe  contraire  et 
reculés  d'un  rang  vers  la  droite.  Cela  posé ,  tant  que  les  coefficiens 
supérieurs  seront  plus  grands  que  les  inférieurs ,  ils  détermineront 
le  signe  du  terme  dans  lequel  ils  se  trouvent ,  et  comme  ils  n'ont  pas 
changé  de  signe ,  il  y  aura  entf'eux  les  mêmes  variations  et  les  mêmes 
permanences  que  dans  la  proposée  ;  mais  le  dernier  terme  :;î=  Ua.  ayant 
toujours  un  signe  contraire  au  coeffi oient  supérieur  r±:  £7 de  l'avant- 
dernier  ,  il  en  résultera  '  une  nouvelle  variation  que  la  proposée 
n*  avoir  point. 

Lorsqu'on  rencontrera  un  coefficient  inférieur  de  signe  contraire  à 
son  correspondant  supérieur  et  plus  grand  que  lui  ,  il  y  aura  une 
permanence  de  la-  proposée  qui  se  changera  en  une  variation  ;  cav 
le  signe  du  terme  cîr cela  arrivera,  ^tant  déterminé  par  celui. du 
coefficient"  infédeujr  i  '  sera -contraire  au' signe,  du  ternie  précédent 
qu'on  suppose  le  mêine  que  celui  de  son  coefficient  supérieur. 

On  sentira  la  vérité  de  cette  assertion ,  en  observant  qu'on  ne  peut 


•  •1^  V. 


y 
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être  obligé  de  recourir  au  coefficient  inférieur ,  poiu:  reconnoitre 
le  signe  d^un  terme ,  que  dans  des  cas  semblables  à  l*un  dies  deuy 

suivants  - . 

— ^*J  +i^î 

et  en  supposant  qu^on  aît  aR^S ^  Tordre  ^e  la . succession  des 

signes  sera  ^ans  le  premier  +  —  et  dans  le  second h  •  J€  n  ai 

point  écrit  le  coefficient  infériair  dans  le  premier  terme  ^  puisque 
par  l'hypothèse  il  n'influe  point  sur  le  signe  de  ce  terme. 

Jl  est  donc  i vident  c  que  chaque  fois  ^ju'on  descend  de  la  ligne 
supérieiH'e  dans  la  ligne  inférieure  ^  pour  déterminer  le  signe ,  il  y 
a  alors  une  variation  qui  ne  se  trouvoit  point  dans  Téquatioa 
proposée  ;  et  si  ^  ap^ès  ce  passage  ^  on  reste  toujours  dans  la  ligne 
inférieure^  on  retrouve  les  mêmes  variations  ej  les  mêmes  perma-: 
aences  que  dans  la  proposée  «  puisque  les  coefficiens  de  cette  ligne 
ont  tous  un  signe  contraire  jà  leur  signe  primitif.  Quand  on  re* 
montera  de  la  ligne  inférieure  à  la  ligne  supérieure  ^  il  en  pourra 
résulter  ou  une  variation  ^  bu  une  permanence  ;  car  il  n'existe 
aucune  connexion  entre  le  signe  d'un  coefficient  inférieur  «t  celui, 
du  coefficient  supérieur  du  terme  suivant.  Mais  en  supposant  même 
que  ce  passage  produisit  dans  tous  les  cas  une  permanence ,  comme 
le  dernier  terme  de  la  nouvelle .  équation  fait  partie  de  la  seconde 
ligne  9  il  faudra  toujours  revenir  au  moins  une  fois  de  plus  dans 
cette  ligne  que  dans  la  pnemière ,  et  par  conséquent  la  nouvelle 
équation  aura  au  moins  une  variation  de  signe  de  plus  que  U 
proposée  :  il  en  seroh  de  même  à  chaque  racine  positive  qu'09 
sntroduiroit. 

Multiplions  maintenant  ^équation,  proposée  par  le  facteur  x-f^t) 
qui  donne  la  racine  n^ative  x=>— «^  npus  aurons 


4 


JLes  coefficiens  placés  dans  la  pi^mi^re  ligpe  sont  encore  ici  les 
mêmes   et  de  même  signe  que  dans  l'équation  proposée  ;  ceux  de 

I9  seconde  ligneront  au;ssi  forints 4e ^eux  4?  U  PJ^ère^  muUipUés 

par 
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par  a  ^  et  reculés^  d'un  rang  vers  la  droite  ;  mais  dans  le  cas  actuel  ^ 
ils  -ont  conservé  leur  signe  primitif. 

En  raisonnant  comme  ci  -  dessus  ^  on  verra  que  chaque  fois  qu'on 
sera  obligé  de  prendre  le  signe  du  coefficient  inférieur ,  on  obtiendra 
une  nouvelle  permanence  qui  n^existoit  point  dans  la  proposée; 
Les  exemples  ci -joints 


—S     ^a:"-^,  —Rx'^+     S^: 


analogues  à  ceux  qu'on  a  donnés  plus  haut  ^  rendront  cette  consé- 
quence bien   évidente ,  puisque  a  R  étant  plus  grand  que  S ,  on 

aura  dans  l'un  +  +  ,  et  dans  1  autre .  Lorsqu'on  remontera"  de 

la  ligne  inférieure  dans  la  ligne  supérieure ,  il  en  pourra  résulter  in- 

^  différemment  ou  une  variation  ou  une  permanence  ;  mais  en  accor- 
dant que  ce  soit  toujours  une  variation  qui  ait  lieu ,  on  pourra 
malgré  cela  conclure  que  le  nombre  des  permanences  sera  au  moins 
augmenté  d'une  unité ,  puisque  le  dernier  terme  se  trouvant  dans 
la  seconde  ligne,  forcera  toujours  à  revenir  dans  cette  ligne  au 
moins  une  fois  de  plus  que  dans  l'autre.  Il  suit  de  là  que  chaque 
racine  négative  donnée  k  la  proposée ,  apportera  avec  elle  au  moins 
une  permanence. 

En  rapprochant  cette  conclusion  de  la  précédente ,  on  verra ,  comme 
jious  l'avons  affirmé  dans  le  n**.  178  ,  que  le  nombre  des  racines  'posi- 
tives  (Tune  équation  quelconque ,  ne  sauroit  surpasser  celui  des  variations 
de  signe  quelle  renferme ,  et  le  nombre  des  racines  négatives ,  celui  des 
permanences.  Si  l'équation  proposée  n'avoit  que  des  racines  réelles , 
on  prouveroit  aussi  par-là  qu'elle  doit  avoir  précisément  autant  de 
racines  positives  que  de  variations ,  et  autant  de  racines  négatives 
que  de  permanences  ;  car  quel  que  soit  le  nombre  de  variations  et  le 

.  nombre  de  permanences  qu'ait  apporté  chaque  racine  positive  et 
chaque  racine  négative ,  la  somme  des  unes  et.  des  autres  dans  le 
résultat  final ,  doit  être  égale  au  nombre  des  termes  diminué  de 
Tunité ,  ou  à  l'exposant  dû  degré  de  l'équation ,  ou  .enfin  au  nombre 
des  racines;  et  comme  les  variation^  ne. sont  produites  que  par  les 
racines  positives ,  et  Les  permanences  que  par  les  racines  négatives , 
il  s'ensuit  qu'il  y  aura  autant  de  variations  que  de  racines  posi- 
CaUul  différentiel.  Rr 
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tives  y  autant  de  permanences  que  de  racines  négatives  ^  et  vice  vtnd^ 
Les  racines  imaginaires  modifient  cette  proposition ,  parce  qu'elles 
ont  lieu  soit  avec  des  variations ,  soit  avec  des  permanences  i  en 
efet,  les  racines  de  réquation;t*±2/^;c+y=o,  sont  imaginaires  ^ 
quelque  signe  q^t^  p  y  tant  que  p*  est  moindre  que  q. 

On  peut  assez  soiivent  reconnoître  la  présence  des  racines  imagi;> 
naires  par  la  règle  ci-dessus  >  lorsqu'une  équation  manque  de  quelques 
termes.  Prenons  pour  exemple  x^  +  px ^  q±=^o.  Nous  pouvons 
jremplacer  par  dbo:c*  le  second  terme  qui  manque  ^  et  il  viendra 
x^daox^  ■\'  px  -^r  9=^0%  si  on  n'a  égard  qu'au  signe  supérieur , 
an  ne  trouvera  qu«  des  permanences  9  et  le  signe  inférieur  donnera 
deux  variations.  Ces  résultats ,  dont  l'un  semble  indiquer  trois  racines 
négatives ,  et  l'autre  deux  négatives  et  une  positive  ^  ne  s'accordaat 
point  entr'eux ,  font  voir  que  la  proposée  a-  des  racines  imagi*- 
naires.  Si  on  a  voit  x^ — px-\*q^=^Qy  en  récrivant  ainsi  r 
A:'r±=o:r* — px  +  f  =  0',  quelque  signe  qu'on  emploie ,  on  obtien- 
droit  toujours  une  variation  et  deux  permanences  ;  cet  accord  dans 
*les  résultats  prouve  qu'elle  peut  avoir  les  trots  raônes  réelles  >  mais 
noa  pas  qu  elle  le&  ait  en  effet ,  car  on  sait  d'ailleurs  que  cela  ne 

peut  arriver ,  à  moins  qu'on  n'ait  —  ;>'  >  q"". 

i8i.  Nous  allons  examiner  maintenant  la  forme  que  prennent. les 
fonctions  logarithmiques ,  exponentielles  et  circulaires ,  lorsqu'elles 
renferment  des  quantités  imaginaires. 

Soit  d'abord  l(^a:±ib\^ — i):  en  faisant  V/a*+**=:;ry-  =  cos  ?, 

-  =  siniy  il  viendra  a:;iz  b  V — i  =  r  (  cos  :[  db  V — i  sin  î  )  et 
par  conséquent 

■  \{adtih  V/— î)  =  Ir  +  I  (cos{db  V^^sin^); 
mais  1{  cos  ^rt    V — i  sin  \  )==±{  V — i    (  Inu  n°.  38.  )  :  donc 


lj(  tf  ±^  V — I  )  =  1  rdc;{;  V — I.  Les  données  étant  seulement  r, 
cos  î  et  sin  {,  on  pourra,  comme  dans  le  n**.  166,  prendre  au 
lieu  de  Tare  ^ ,  les  arcs  iv  +  î,4''  +  î**«  xi'^dtziyi  étant  un 
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nombre  entier  i  eosorte  qu'on  aura  pour  1  {a:Ait  l/-^i  )  une  in- 
finité de  valeurs ,  comprises  dans  la  formule  1  r=iz(  i  i  7r+ç)t^— 7, 

Si  on  fait  ^=::o^on  aura  r=4,  sin  ç=o,î=o  et  1  a=  1  ad=.  liv  V — it 
Ce  résultat ,  <]ui  paroitra  d'abord  paradoxal ,  indique  qu'une  quantité 
réelle  a  ,  pour  le  même  module ,  une  infinité  de  logarithmes ,  dont  un 
seul  est  réel ,  savoir  celui  qu'on  obtient  en  faisant  i = o  et  que 
nous  distinguerons  par  la  caractéristique  L)  nous  écrirons  donc 

L'équation ri=  a:  V — i  =1  (cos  jcrfc  V — i  sîn  x")  conduit  im- 
médiatement à  la  même  conclusion  ;  car  en  y  faisant  successive- 
vement    jr=o,    ar=i^,  •••.. A:=:2iw,  elle  donne  6=Li^ 

dtixif  V — I  =li,..d=ii9r  V — I  =1 1 ,  d'oii  on  voit  que  l'unité 
a  un  nombre  infini  de  logarithmes  imaginaires.  Mais  puisque 
4  =  I  X  41  y  on  doit  avoir  aussi  1^  =  1  \Ar\a\  substituant  à  1 4i  le 
logarithme  réel  Ltf ,  et  mettant  au  lieu  de  1  i,  sa  valeur  générale 

±xzW/ — I,  on  trouvera  de  même  que  tout-à-Pheure , 

li2=Li2r±:x2^  V/— r. 
Pour  bien  entendre  ceci  ^  il  hxX  se  rappeller  que  la  nature  des 
logarithmes  dépend  uniquement  de  l'équation   l{tf^)  ==1^  +  1  ^.^ 
Si  on  met  dans  cette  équation  pour  \a  et  1  b  leurs  valeurs  générales 

X.adt.xi'jr  V — I  çt  L  ^  ±  2  z'  9r  V — 1 9  sort  second  membre  deve- 


»f 


nant  L  «  +  L  A±  2  (  i  +  î'  )  ît  V — i ,  sera  nécessairement  un  des 
logarithmes  de  4  ^  compris  dans  la  formule 

Quels  que  soient  donc  les  lo^rithmes  de  4  et  de  ^  qu'on  ajoute 
entr'eux  y  leur  somme  sera  toujours  égale  t  l'un  des  logarithmes  du 
produit  aK 

En  faisant   x  ==  1 80**  =  ^ ,   on  a   cos  jt:  =  —  i  ^   et   mettant 

(  214-  i)7r  à  la  place  de  2fV,  on  trouvera  1( — i)=db(2i+  i)îri/ — i  ; 
ce  qui  nous  fait  voir  que  tous  les  logarithmes  de  — i  sont  ima- 
ginaires: il  en  sera  de  même  de  ceux  de  — a;. car  — a=;ax-T-i 

Rr  2 


\ 
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€t  1( — a)—La+\(;—i);  donc  ]{r-a)=La:±z(xi+ i)7r\/ — i. 

183.  Cest  à  Taide  des  considérations  précédentes  qu'Euler  a 
résolu  là  difficulté  sur  les  logarithmes  des  nombres  négatifs ,  qui 
ayoit  été  l'objet  d'une  très -longue  discussion  entre  Leibnîtz  et 
Jean  Bernoulli.  Le  premier  soutenoît'  que  ces  logaritlimes  étoient 
imaginaires,  le  second  qu'ils  étôient  réels,  et  les  mêmes  que  ceux 
des  nombres  positifs.  Nous  ne  pouvons  entrer  dans  le  détail  dès 
raisons  qui  furent  données  de  part  '  et  d'autre;  mais  une  des 
preuves  les  plus  fortes  qu'on  apportoit  en  faveur  de.  la  réalité  des 
logarithmes  des  nombres  négatifs  ,   consis^oit  à  dire  que  puisque 

m  A 

(j —  ay^^a"" ,  on  devoit  avoir  1  (  — a )*  =  l «',  x  1  ^ —  a=  ^\a^ 
et  enfin  1 — 0.  =  !  +  di  La  théorie  d'Euler  confirme  la  première  con«p 
séquence ,  et  prouve  que  les  deux  autres  sont  fausses. 

En  effet,  on  a  1  (— tf)*  =  ij — tfr=x.Ltf±i  {ii+  i)^  V^. — i, 
et  à  cause  que  le  nombre  2(2/  +  1)  est  pair,  cette  expression  se 

trouve  comprise  dans  la  formule  z  L^±  2.rV  V^ — i ,  qui  rèpré^ 
sente  tous  les  logarithmes  de  ^i^.on.a  donc  dans  un  certain  sens 

♦  • 

Si  on  compare  les  expressions  il — tf  =  aLtfdb2(.i/+  i)^  V^ — i 

et  1  1  tf  =  1 L  tf  dr  4  /V  ï/ — 1>,  on  verra  qu'elles  ne  peuvent  -jamais 
tentrçr  l'iuie  dans  l'autre ,  puisque  tous  les  nombres  de  la  forme 
\  4  i  +  2 ,  sont  essentiellement  différens  de  ceux  de  la  forme  4  i  ;  mais 
l'expression  générale  des  logarithmes  de  a*  >  doit  comprendre  tous 
les  logarithmes  qu'on  trouveroit ,  en  ajoutant  indistinctement  ceux 
des  facteurs  de  cette  quantité  (  n^.  précédent  )  :  elle  renferme  donc 
outre  les  doubles  de  chacun  des  logarithmes  de  +  tf  et  de  —  « ,  les 
sommes  qu'on  obtiendroit  en  ajoutant  ensemble  deux  des  premiers 
ou  deux  des  seconds ,  qui-  seroient  inégaux. 

Ainsi    I(  —  d)'—   iLdrfci   (i  +  i'   +   i)     /^ 

et  I  û*  =  1  L  <z  ±  z  (  i  +  i'  )  i/"^.  C'est  dans  ces  dernières 
expressions  que  se  trouvent  les  logarithmes  qui  satisfont  à  l'équation 
l  (  —  a  )"  =  1  a» ,  parce  que  i  (i  +  i'  )  peut  toujours  désigner  w 
nombre  pair  quelconque. 


X 

X 
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BernoulU  tiroit  encore  de  la  quadrature  de  Thyperbole  une  autre 
objection  d'un  grand  poids  ,  qu'EuIer  laissa  subsister  ;  mais  on  y 
a  repondu  depuis,  ainsi  que  nous  le  ferons  voir  dans  le  Calcul 
intégral ,  en  parlant  des  quadratures  ;  et  quoique  d'Alembert ,  qui 
avoir  embrassé  Topinîon  de  BernouUi ,  n'ait  point  voulu  admettre 
Texplication  d'Euler ,  elle  a  reçu  aujourd'hui  l'assentiment  des  Ana- 
lystes les  plus  distingués. 

184.  Nous  avons  cherché  précédemment  l'expression  du  logarithme 

de  la  quantité  imaginaire  a  +  bV — i  =  r(cosî+  V — isin^),et 

nous  avons  obtenu  pour  résultat  1  r  +  (  1  /V  +  ;[  )  V/— i  ;  en  ttn^ 
versant  la  question  y  on  voit  que  si  le  logarithme  est  représenté 

par  /tt  +  nt/ — i  ,  on  aura  /7;=lr,  «  =  i/V  +  ç,  et  en  désignant 
par  €  le  nombre  dont  le  logarithme  népérien  est  l'unité ,  on  troiH 
verar=e"  (  Int.  n**.  yi  >  à  ta  fin  )»sin  {;'=sin  /z,  cos  ;{  =  cos  n  ;  et  enfin 


€^(^çosn^  V — lûnn)  sera  l'expression  de  la  quantné  cherchée: 
cette  quantité  sera  réelle  si  n  est  ou  nul ,  ou  un  multiple  quel«- 
conque  de  la  demi-circonférence, 

i'8ç.  L'expression  (^a+bv — i  ).  peut  se  mettre  sous  la 

(»l»f7»^-»-l)l(tf-f  5*/— 1)  ^  q  q\p 

forme  e  ,  puisqu'en  général  ;?  =  «     ,  comme  om 

peut  s*en  assurer  en  prenant  les  logarithmes.  Si  on  substitue  au  lieu  de 

1  (tf  +  i  V — i)'  sa  valeur  lr+  [V — i ,  il  en  résultera 

c  c  :=c         [cos(;w^+«lr)  +  v/ — isin(/wî+/2lr)] 

mlr 

et  à  cause  que  e      ==r  ^  on  aura  enfin* 

{a+bV — r)  =±r   c       [cos(m:{;+;zlr)+ K — I5in(/w{+/2l/-)] 

résultat  qui  est  de  la  forme  A+BS^ — i.  On  sp  rappellera  que  pour 
donner  à  ce  résultat  toute  la  généralité  qu'il  comporte ,  il  faut  mettre 
i«V  +  7  à  la  place  de  2. 

1 86,  Supposons  qu'on  ait  ^=0 ,  il  viendra-  r=tf ,  ^==0 ,  cos  ^=  1 
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et  a  =fl"*«         lcos{xim7r+n\a)+y — isîn(iim^  +  nltf)]. 

Si  it  étoît  une  quantité  négative ,  comme  r  doit  toujours  être  po- 
sitive ,  on  prendroit  {=180%  d'où  cosî=— ï,  et  on  écriroît 
(  zi  +  I  )  9r  au  lieu  de  ai^ ,  ce  qui  donneroît 

/_^r^"*  ^*_ r"     "  [ cos ((lt+  l)/nw+»U)+  */— isb ((ti+  i)/B«r+«l«i)]. 

Lorsque  a  et  m  seront  nuls  on  aura 

r=*,        cosi=o,         t=90  =  -»  »«ir+^= — 

,_      _tii±iJ  sT 

3»r                      (4'+3) 
si  *  étoit  négatif  on  preodroit^=i70*= —  et  ii»  +  {  = *r. 

Cette  expression  deviendroit  réelle ,  dans  le  cas  oU  on  suppose* 
roit  ^  =:  I  ;  et  à  foin  faifoit  9=?:^  et  i  —  o, elle   donnoroU 

n/ i)       =e    *  ;=o,  107879,  résultat  <|ui  par  sa  singularité 

mérite  d'être  confirmé.  Pour  cela  j'observe  qu'en  substituant  i/— i  àU 
place  de  u  dans  la  série  l  u—u—iT'^  -  {«•— rf-»)  +  -(«»—«-')— etc. 
(  Introd,  n"  %^.  )  il  vient 

K  — I        ï^  3  »^— 1     - 

— 1    r         I      1      ï  1 

La  série  comprise  entre  les  accolades  exprime  la  valeur  de  farc  ^e  4  ^^ 
dans  un  cercle  dont  le  rayon  =  j  {  Int.  n*.  38  )  ;  amsi 

— *     '*■        — ^    ^  — '. 

^^-'  =  •7^4  =  ^^7=7"      »      ' 

ce  «  1  »' 

mais  puisque  u  =^e      ,  on  aiu-a 
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On  remarquera  que  Tëquation  1  v/ —  1  =  ^ — —  à  laquelle  nous 

venons  de  parvenir  ,  donne  tt  =  — . et  i7r= — y      ,    .  Cette 

expression  de  la  circonférence  du  cercle,  qui  se  déduit^ssi  de 

réquation  xV — t  =  l(cos;«:+V — isinjir),en  y  faisailÉf  =  ~  et 

4 

qui  a  été  trouvée  par  Jean  BernouUi ,  n'est  qu*un  symbole  abrégé 
représentant  une  suite  infime. 

Ï87.  Soit  la  fonction  circulaire  sîn  (a:±zb  V — 1)  ;  on  aura: 

sîn(4dfc*  K — i)i=sinflcos(*'^ — j)=t:costfsin(A  y — 1). 

ï^our  obtenir  sin^V^ — i  et  cosiV^ — i  ,  on  mettra  bV — lautieu 
de  X  ,  dans  les  formules  du  n"".  37  de  l'Introduction ,  et  il  en  résultera 

sin  0  v/=:7)=-i-=l-(i=^)i/=:T,cos(3  V^i)  =-i-±i 

^        21/       ,       ^       1       -^  ^  '  Z 


Substituant  ces  va'leurs  ^  on  aura* 

%in(addbV — !)=(• )  sin  n  ±  V^— 1  ( Jl  cos  a. 

On  trouveroit  aussi 

h        — ^  h  — h 

tos{a:±:bV'^)=Q î--)  cûStf=F^— ^(^  ~^ )  sintf  ; 

on  parviendroit  de  même  aux  expressions  des  autres  fonctions  cir-* 
culaires ,  telles  que  la  tangente ,  la  sécante  ^  etc. 

Lorsque  4=:z  *  ^  ±  -  =-^ ^— ,  il  en  résulte  sin  ^  =  db  i , 

z  z 

costf  =  oetsin  (adab  V^IIT)  =±- («*  +  <•"*);  la  supposition 

z 

Aea^=i^  donne  aussi  cos  (  ^  =fc  ^  V^ — i  )  =  rfci  -  (c*  +  r"^)  9  parce 

z 

que  dans  ce  cas  sin  ^  r=  ô  et  cos  ^  =  =1=  1 ,  selon  que  /  est  pair  ou 

impair  :  il  y  a  donc  des  arcs  imaginaires.dont  le  sinus  ou  le  '•osinus 
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a  une  valeur  réelle.  Il  faut  observer  cependant  que  cette  valeur  est  en 
contradiction  ave  c  la  nature  du  cercle  ;  car  tant  que  b  n'est  pas  mil  ^ 

auquel  cas  Tare  seroit  réel ,  Ja  quantité  -(e*+r"*)= j —  sur- 

passe  toujours  l'unité  ou  le  rayon ,  ce  qui  ne  saiiroit  arriver  à  aucun 
sinus  9  ni  à  aucun  cosinus  ,  pris  dans  le  cercle  (*)• 

On  tireroit  encore  d'autres  conséquences  remarquables  des  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  dans  cet  article  ^  et  en  renversant 
la  question  qui  nous  y  a  conduit ,  on  parviendront  à  l'expression 
des  arcs  imaginaires,  qui  répondent  à  des  sinus  ou  à  des  cosinus 
imaginaires ,  ou  bien  à  des  sinus  ou  à  des  cosinus  réels  plus  grands 
que  le  rayon  :  mais  nous  renverro;is  pour  ces  détails ,  au  Mémoire 
d'Euler ,  cit4  dans  la  table. 

j88.  Les  résultats  des  n»%  163  ,  164 ,  i8i ,  1^4  / 185  ,  187,  prour 
vent  que  touus  Usfoncùons  algébriques  ^  logarithmiques  y  exponentielles 
ou  circulaires ^  peuvent ^  lorsqu'elles  sont  imaginaires^  se  ramener  à  la 

forme  A=i=B  V — i. 

189.  L'élimination  des  inconnues  dans  les  équatbns  algébriques  ; 
n'étant  présentée  dans  aucun  livre  élémentaire  sous  un  point  de  vue 
général ,  jf'ai  cru  devoir  y  suppléer  ici ,  et  cela  avec  d'autant  plus  de 
raispn ,  que  la  théorie  la  plus  lumineuse  de  cette  opération  repose 
sur  les  propriétés  des  fonctions. symétriques  que  j'ai  fait  connoître  au 
çommencenjent  de  ce  chapitre.  Soient  les  deux  équations 

Ar'"  +  P^^*+  Q  AT^r +  -R  a:"^' +  Tx^  U=0, . .  •  .(i),  ' 

;r"  +PV-M-  Q':t'-^  +  /î':c"-^ +  Fat+Z  =0 (l); 

k  moyen  qui  s'oflFre  le  premier  pour  chasser  x  de  ces  équations; 
consiste  à  prendre  dans  Tune  d'elles  la  valeur  de  x ,  pour  la  substituer 
ensuite  dans  l'autre.  Supposons  donc  que  l'équation  (i)  soit  résolue 
et  qu'on  en  ait  tiré  les  diverses  valeurs  x^=^ft ^  xz=r.^ ,  ^=r>  ^=<'',etc.; 
comme  elles  appartiennent  toutes  à  la  question  proposée ,  elles  doi- 
vent être  mises  indistinctement  dans  l'éqUation  (i) ,  et  produiront 


(♦)  On  verra  dans  la  suite  que  l'existence  de  ces  sinus  et  de  ces  cosinus,  appar- 
tenant à  des  arcs  imaginaires,  tient  à  4a  naturç  de  l'hyperbole  équilatèrc,  courbe, 
dont  les  propriétés  ont  la  plus  grande  analogie  avec  celles  du  çcc^le^ 

ainsi 
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ainsi  autant  de  résultats  délivrés  de  x ,  que  l'équation  (i)  a  de  racines  : 
pn  aura  donc  séparément 

*«+/"«»-•+  Q'«t  "—+/£'«"-'. . . .  +r'*-<-Z'=o 
j8"+i"^"— +  Q'j3"— +JÎ'i8"-' +  r'^  +  Z'=Oi 

etc. 

Aucune  de  ces  équations ,  considérée  en  particulier ,  ne  peut  être 
la  résultante  cherchée  ;  mais  cette  dernière  doit  les  comprendre 
foutes  et  avoir  lieu  en  même  tems  que  chacune  d'elles ,  condition 
qu'on  remplira  en  les  multipliant  entr'elles  et  en  égalant  le  produit  à 
zéro  ;  puisque  ce  produit  deviendra  identiquement  nul ,  lorsqu'un 
quelconque  de  ses  facteurs  s'évanouira  :  on  voit  de  plus  qu'il  ne  chan- 
gera point ,  quelque  permutation  qu'on  fasse  dans  l'ordre  des  quan- 
tités A,j3,  >,  «T,  etc-  qui  concourent  toutes  de  la  même  manière  à 
sa  formation;  il  ne  renfermera  donc  que  des  fonctions  symétriques 
de  ces  quantités  ,  et  pourra  par  conséquent  s'exprimer  rationnelle- 
ment  par  les  coefEciens  de  l'équation  (i),  au  moyçn  des  formuler 
indiquées  n^,  1 59. 

Si  les  équations  (i)  et  (1)  ne  renferment  que  deux  inconnues^  tty  ^ 
et  sont  du  même  degré  par  rapport  à  l'une  que  par  rapport  à  l'autre  ; 
l'équation  finale  en  y  ne  s'élèvera  point  au-delà  du  degré  mn.  En 
effet ,  la  somme  des  exposans  de  nr  et  de  ^  ^  ne  pouvant  surpasser  m 
dans  chaque  terme  de  l'équation  (i) ,  j<  ne  se  trouvera  qu'au  premier 
degré  dans  P,  au  deuxième  dans  Q,  au  troisième  dans/î*..»  au 
(m — !)•»•  dans  T,  et  enfin  au  /»•"•  dans  27.  En  examinant  la  compo- 
sition des  équations  qui  donnent  5^,  J^,  53,etc,(n'.  158),  on  verra 
que  5^,  ne  pourra  être  que  du  premier  degré  en  y  9  S^^da  !•"•,  S^^ 
du  3*"^,  et  en  général  S^  du  ;;»•"•.  A  l'aide  de  ces  remarques  on 
concevra  facilement  que  l'exposant  de  y  dans  une  fonction  symé- 
trique quelconque  dû^ff  y^S^  ^  etc,  (n^  159)  ne  surpassera  point  le 
nombre /2  +  /'  +  î+  r+  etc.  qui  marque  le  degré  de  cette  fonction v 
on  pourra  donc  regarder  les  diverses  puissances  de  «,  jS,  ^^iT,  etc« 
comme  des  fonctions  de^  du  degré  marqué  par  l'exposant  dont  el!e& 
sont  affectées.  Mais  dans  l'équation  {2)  la  somme  des  exposans  de  » 
Calcul  difinnticL  $s 
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et  de  y  n'étant  jamais  plus  grande  que  n ,  P^  sera  du  premier  degrd 

^^yy  Q'  ^^^  second,  il'  du  troisième, JTdu  (n — i)*"»*et 

enfin  Z'  du  /2*"*;  tous  les  termes  des  équations  (J?)  pourront  donc 
aussi  être  regardés  comme  des  fonctions  de  y  ^^  degré  n  au  plus*. 
Maintenant  si  on  fait  attention  que  chaque  terme  du  produit  des  équa- 
tions (  3  )  aura  poiur  facteurs  xm  nombre  m  des  termes  de  ces 
équations ,  on  sera  convaincu  que  y  ne  pourra  s'y  trouver  afFecté 
d'un  exposant  supérieur  à  mru 

Ceux  qui  auront  quelque  peine  à  saisir  les  raisonnemens  précé- 
dens,  à  cause  de  leur  grande  généralité,  feront  bien  de  développer 
le  produit  des  équations  (3),  dans  quelques  cas  particuliers. 

Nous  avons  donc  prouvé  cette  proposition,  qu'on  a  souvent 
occasion  de  rappeller ,  que  ttxposant  du  degré  de  tiquation  finalt 
rcsuUanu  de  f  élimination  £une  inconnue  entre  deux  équations  a  deux 
inconnues  ,  ne  iauroit  surpasser  le  produit  des  exposans  qui  marquent, 
U  degré  de  chacuru  des  proposées. 

190.  Quand  on  aura  obtenu  une  des  valeurs  de  j^,  données  par 
réquation  finale  ,  il  faudra  la  substituer  dans  les  équations  (i) 
et  (1) ,  et  on  obtiendra  ainsi  deux  nouvelles  équations  qui ,  ne 
contenant  plus  que  la  seule  inconnue  x ,  devront  avoir  au  moins 
un  facteur  commun  de  la  forme  (;r — «),  «  étant  la  valeur  de  at,. 
qui  satisfait  à  l'une  et  à  l'autre.  On  cherchera  donc  leur  plus  grand, 
commun  diviseur,  et  en  régalant  à  zéro,,  on  aura  l'équation 
qui  doit  donner  x  :  cette  dernière  sera  d'un  degré  marqué  par  le 
nombre  de  valeurs  de  ;r ,  qui  correspondent  à  une  même  valeui? 
de^ 

T91.  Le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer  pour  trouver  là 
valeur  de  at,  quand  celle  de  y^st  connue,  peut  s'appliquer  immé- 
diatement à  l'élimination. 

Puisque  les  équations  (i)  et  (1)  acquièrent  ,  lorsque  y  est  déter- 
miné conformément  à^a  nature  de  la  question,  un  diviseur  commun 
qu'elles  n'avoient  pas  auparavant ,  il  n'y  a  qu'à  chercher  la  condition 
d'où  dépend  l'existence  de  ce  diviseur..  Pour  cela  il  faudra  opérer 
sur  les  équations  proposées ,  comme  on  feroît  pour  trouver  le  di- 
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TÎstur  commun ,  s'il  existoit  »  et  lorsqu'on  sera  parvenu  à  un  reste 
indépendant  de  ^ ,  en  l'égalant  à  zéro ,  on  exprimera  la  condition 
demandée ,  et  on  aura  en  même  tems  l'équation  finale* 

192.  Euler  au  lieu  de  chercher  le  diviseur  commun  parla  méthode 
ordinaire ,  emploie  un  procédé  plus  commode ,  et  que  l'exemple  suÎ!: 
vant  fera  suffisamment  connoître. 
Soient  les  deux  équations , 

x^  +  Px*  +  Qx  +  R  =  09 
x^  +  P'x+  (^x^+P'x  +  S'  =  Oi 
en  représentant  par  x — ûl  le  facteur  qui  doit  être  commun  à  Funç  et  à 
l'autre  ^  on  pourra  considérer  la  première  comme  le  produit  de  x — a,  ^ 
par  le  facteur  du  deuxième  degré 9  ^^  +  px  +  q j  et  ]^  seconde , 
comme  le  produit  de  x- — «t,  par  le  facteur  du  troisième  degré, 
x^  +  />'  :r*  +  q  x  +  r^^  ftiq^  p\  q  et  r'  éunt  des  cocfficiens  indé- 
terminés :  on  aura  donc 

x^  j^Px^Jr  Q^+iî  =  (^  — *)  (^•+/'^  +  î), 
a:*  +  P'x"^  +  Q'^*  +  P^x  +  5'  =^( AT— «)  (r'  +  / Jc*  +  /^  +  /). 
Eliminant  le  binôme  {^x  —  «)   comme  une  inconnue  au  premier 
degré,  on  trouvera 

(jc*  +  Px-  +  Qjkr+  /î)  (x»  +  p'x^  +  j'jr  +  /)  = 

^^x^^^P^x^  +  <lx^  +  R!x  \S'){x^^px  +  ç), 
résultat  qui  doit  être  identique  indépendamment  de  x\  et  duquel 
on  tire ,  après   avoir  eflFectué  les   multiplications  indiquées ,    les 
équations  suivantes: 

p  +p'=P'+p  R/+  Qq'+  P/=jr+R'p+  Q'q 

Q+Pp'+q'=Q!+P'p  +  q        J^q+  Q/=:S'p+R'q 

R+Qp'  +  Pq'+/=R'+Q;p  +  P'q  Rr'=S'q 

Comme  ces  équations  sont  au  nombre  de  six  et  qu'elles  ne  renferment 
que  cinq  coefEciens  indéterminés,  il  y  aura  nécessairement  une 
équation  de  condition  relative  à  l'existence  du  facteur  commun 
supposé ,  et  on  y  parviendra  en  éliminant  toutes  les  indéterminées 

P9  q^  p' j  q  ^^  ^ ^  ^^'^  ^^  ^^"^  qu'au  premier  degré;  le  résultat  qu'on 
obtiendra  sera  l'équation  finale  en^. 

On  trouvera  le  tacicur  x— et ,  en  divisant  l'une  des  équations  pro- 
posées par  son  autre  facteur ,  qui  sera  connu  ^i««..a  -.^  ,„,-;j  déter- 

Ss  a 


\ 
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miné  Us  coeiHciens  p  tiq^  ou  y,  ^'  et  / ,  et  faisant  x — «=o ,  on  M 
tirera  sur  le  champ  une  expression  de  a:  en  j^ ,  qui  donnera  les  diver* 
ses  valeurs  dont  x  est  susceptible  «  en  y  mettant  toutes  celles  de  y^ 
qui  résultent  de  Téquation  finale. 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  montrer  que  cette  méthode  d'élimination 
s'étend  aux  équations  de  tous  les  degrés.  En  considérant  des  équa- 
tions du  degré  m  et  du  degré  nyon  verra  sans  peine  que  les  facteurs 
du  degré  m: — i  et  du  degré  n — i  qu'on  introduira ,  contiendront  un 
nombre  suffisant  de  coefficient  indéterminés  ^  pour  satisfaire  à  la^ 
question. 

Si  on  avoît  entre  les  trois  inconnues  x  y  y  et  {; ,  un  pareil  nombr« 
d'équations  désignées  par  (i),  (i)  et  (j),  et  qu'on  voulût  déterminer 
ces  inconnues ,,  on  pourroit  combiner  par  exemple ,  l'équation  (i)' 
avec  (i)  et  avec  (3),  pour  éliminer  x^  et  chasser  ensuite  j^  des 
deux  résultats  qu'on  auroit  obtenus  ;  mais  il  faut  observer  que  par 
cette  élimination  successive  les  trois  équations  proposées  ne  con- 
courent pas  de  la  même  manière  à  former  l'équation  finale  :  l'équa- 
tion (jl)  est  employée  deux  fois ,  tandis  que  (1)  et  (3)  ne  le  sont 
qu'une ,  et  il  arrive  de  là  que  le  résultat  auquel  on  parvient  ^est  com- 
pliqué d'un  facteur  étranger  à  la  question.  Bezout  a  donné ,  dans 
sa  Théorie  des  équations,  une  méthode  qui  n'est  point  sujette  à  cet 
inconvénient  et  pair  laquelle  il  prouve  que  ie  degré  de  C équation  finale^ 
resultanu  de  t élimination  <P un  nombre  quelconque  ^équations  complkus^ 
'  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  et  de  degré  quelconque ,  est  égal 
tui  produit  des  exposans  de  ces  équations:  les  notions  préliminaires» 
qu'elle  exige  ne  nous  permettent  pas  de  l'çxposer  ici.(*), 

193.  Le  Calcul  dlifFérentiel  facilite  Tappli cation  de  fa  méthode  dont 
on  se  sert  pour  trouver  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  des 
racines  d'une  équation.  Supposons  qu'on,  ait  entre:^  et  dès  quantités 
données,  une  équation  quelconque,  et  qu'on  sache  que  cette  inconnue 
diffère  peu  du  nombre  j  ;  en  faisant  Ar=tf+A  et  ea  représentant  par 


\^)  On  la  trouvera  au  nombre  des  applicatîonc  Uc  la  théorie  des  différences 
finies  ni^  ;^'^  ^--^  *  '•  ""  ^^  «^«t  Ouvrage. 
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u  te  résultat  que  donne  l'équation  proposée ,  lorsqu'on  y  change 
;r  en  4  9  la  série 

du  h  d^u     A*  JPu       P    '  ,    «         X 

da   i  da^    1*1  dct    1.1.3 

exprimerai  ce  que  devient  u  lorsqu^on  met  ^  +  A  au  lieu  de  « ,  où 

ce  qui  revient  au  même ,  sera  le  développement  de  Téquatton  pro-^* 

posée  y  résultant  de  la  substitution  de  a  4-  A  au  lieu  de  jc ,  et  par 

conséquent  devra  être  égale  à  zéro ,  j^uisque  a  +  A  satisfait  à  cett^ 

équation. 

Mais  par  l'hypothèse  h  étant  une  quuntité  trè;-petite ,  on  pourra' 

négliger*  les  termes  oit  elle  s'élève  au-delà  de  la- ptefAière  puissance , 

du    l    \    '     \         '•    '    ^    ' 
et  on  aura  seulement  11+    —  A  =  p.  Lorsque  h  sera  déterminé 

au  fiioyeh  de  cette  équation  ^  on*  fera  a  ^h  =  V  et  *  ===  a'  -(-  W  :• 

du 
c'est-à-dire ,  qu'on    mettra  dans  u  et  dans  --^yo!  à  la  place  de  a  y 

du' 
et  A'  à  la  place  de  A  ;  ilT  en  résultera  l'equatio»  u'  +•  -—7  A'  =  o  ^ 

da 

qui  donnera  une  nouvelle  correction  à  faire  à'  la  valeur  dé  x  obtenue 
précédemment.  En  continuant  d'opérer  de  Ta  même  manière ,  on 
trouvera  des  valeurs  de  x  de  plus  en  plus  approchées. 

î^our  appliquer  cette  méthode ,  cherchons  là  vaTeur  de  :r  dans 
réquation  f^—  100  =  0.  On  verra  d'abord  que  jc  doit  tomber  entre 
3  et  4,  et  prenant  3,5  pour  la ^  première  valeur  approchée  ^ 
on  fera  3 ,  5^  =  <i.  0n  pourra  changer  l'équation^  proposée  en- 
x\  X —  1 100  =  0 ,  et  par  ce' moyen  il  viendra  u=:a\  a  —  1 100= 
— 0,09  J76  ;,  mais  en  observant  que  la  diflFéremîelle  du  logarithme  ta- 
bulaire de  a  dont  le  module  est  o ,  43419  (  Inu  n^.  14  )>,  a  pour  exprès 

da     \, 
sion  0,43419  —  (  n  .  20  )  ,  on  trouvera 

a 

du^  * 

—  =  1^+0,43419  =o>97836^ 

d*oîi -^0 , 09576  +  0 ,  97836  A  =  o, et  par  cohiséqûent' 

h  —^ -   I    '  =  b ,  09788  :  on.auroît  donc  ^  =c  3:,  5.98r^ Une  seconde^ 
197836 


da 

I 

+ 

db 

1 

=  0, 

dv 

h 

dv 

k 

da 

I 

+ 

db 

1 

—  o. 
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opération ,  dans  laquelle  on  feroit  «£=3 ,  598  ^  donneroit  uAe  valeur. 

encore  plus  exacte. 

194.  Si  on  avoit  deux  équations  urso  et  r  s^o,  entre  x  et  y^ 

et  que  ^  et  ^  fussent  des  valeurs  approchées  de  ces  inconnues ,  on 

mettroit  ^  +  A  au  lieu  At  x^  h  -^  k  ^^x  lieu  de  j ,  et    on   trou* 

yeroity  en  négligeant  les  produits  et  les  puissances  de  A  et  de  k^ 

<lu   h  du  k 

u  + 

Cics^uatloi^ .  ser^roient  à  déterminer  les.  corrections  A  et  Jtj 
faisant  ensuite  a  +  A=a',  *  +  A:  =  A'et  jr  =  tf'+  h\  yz=zb^+k\ 
on  trouverbit  encore  comme  ci-dessus ,  les  valeurs  des  nouvelles 
.corrections  h'  et  Ji' ,  et  on  çohtinae|:6tt  d*opérisr .  ainsi  jusqu'à  Gt 
qu'on  fut  arrivé  à  des  résultats  suffisamment  exacts. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  équations., 

x" -ir yy — 1000  =  0,  *'^+y — 100=0, 

et  supposons  qu'après  divers  essais  on  soit  parvenu  à  connoître  qu« 
le  plus  grand  des  deux  nombres  doit  être  compris  entre  4  et  5  ^ 
et  le  plus  petit  entre  2  et  3  :  prenant  x  pour  le  premier ,  y  pour 
le   second   »  et  faisant  4,5  =  tf,     ^»S=^»  ^^  ^^^ 

«=:;:4*+/'*-r-IOOO      V   =^*  +  ^* — 100 

du  dv 

da  da 


da       .u.  .        ..  dv 


tf— * 


db  db 

.  ,      du      dv     du      dv 

On  calculera  les  quantités  u.v  .---j   —-,    — -,    -77/^»  observant 

da      da      db      db 
que  les  logarithmes  indiqués  sont   népériens,  et  on   formera  les 
deux  équations  du  premier  degré  , 

—  110,  Z44  +  1178,  131 A  -f     18,937  Jt.  =  3, 
+      4,710+      80,  458 A  +  150,535  A:  =0, 
tfoîi  on  tirera  A==o,05($,     A  =  —  o  ,061,  et  par  conséquent 
tf  -4-  A  =  tf'=  4>56,    ^  +  Â:=^^'=2,44:  une  seconde  opération 
donçeroit  /  +  A'  =  4 , 4  5509 ,    b'  +  k'=  1 ,  449 5 ,  etç. 
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Théorie  des   Lignes   courbes.  j 

Quoique  te  principal  objet  de  ce  Chapitre  soit  Tapplicatiôn  dit 
Calcul  di£Férentiel  à  la  théorie  Azs  lignes  courbes ,  j'ai  cru  devoir  y 
comprendre  »  d'une  manière  succincte ,  la  partie  purement  algébrique 
de  cette  théorie ,  afin  d'ofirir  un  ensemble  complet ,  et  de  lier  en« 
tr 'elles  des  notions  qui  sont  éparses  et  présentées  sous  des  points  de 
vue  très-difllérens.  Il  ne  sera  question  ici  que  des  courbes  qu'on  peut 
tracer  sur  un  plan  ;  on  trouvera  dans  le  chapitre  suivant  ce  qui  re-~ 
garde  les  courbes  tracées  sur  des  surfaces  courbes. 

195.  On  sait  que  toute  équation  renfermant  deux  indéterminées      Comment    les 

%*  ^  r%     ^  s   diverses    circons- 

xttyy  peut  se  construire  en  prenant  sur  une  ligne  AB  ^fig.  5,3  tances   du  cours 
partir  d'un  point  donné  A^  des  portions  AP^AP"  A  F'  etc.  pour  ^'""?  l^p^  sont 
représenter  les  valeurs  de  Tune  quelconque  des  indéterminées ,  celles  équation. 
de  X  par  exemple  ,  et  en  menant  par  lès  points  F  ^P*  ^P"  etc.  des     ^^^  ï* 
droites  égales  aux  valeurs  correspondantes  de  jk^  ^t  parallèles  à  une 
même  droite -^C,  donnée  de  position^  à  l'égard  de  AB-^  la  ligne 
M  M  M'  qui  passe  par  tous  les  points  ainsi  trouvés ,  est  le  lieu  de 
'    l'équation  proposée. 

Réciproquement ,.  dans  toute  courbe  assujettie  à  une  loi  régulière 
par  sa  description ,  ou  douée  de  quelque  propriété  commune  à  tous* 
ses  points  9  il  existe  toujours  çntre  V abscisse  A  P,  et  V ordonnée  PiW,  une 
relation  constante  qui  exprime  sa  nature ,  et  dé  laquelle  on  peut  dé- 
duire  toutes  %zs  propriétés.  Cette  rela^tion  ne  sauroit  dans  tous  les' 
cas  s'obtenir  sous  une  forme  algébrique,  et  de  là  nait  la  distinction: 
des  courbes*,  en  courbes  a^ébriques ,  et  en  courbes  transcendantes^  (*).• 

(♦)  On  appelle  aussi  des  derrières  ^  courbes  méckaniquts  ;  mais  cette  dénomî- 
natioxi  me  paroît  fort  impropre,  car  la  description  d'une  courbé  quelconque ,  à 
commencer  par  celle  du  cercle,  ne  s*exécutequc  par  des  moyens  méçhaniques  ^i 
et  teUe  coui^  ^Igébrlq^^  e»  exige.de  plus  #on\pJiqi9é$  que  certaines  courbes  trans-^ 
cendaates. 
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La  situation  respective  des  lignes  AB^t  AC^  qu'on  nommé  dxts 
des  coordonnées ,  ainsi  que  celle  du  point  A  9  qui  en  ^t  t<mffm  # 
sont  arbitraires  et  font  partie  des  conventions  ;  on  n'est  pas  même 
astreint  à  prendre  lès  abscisses  sur  une  même  ligne  droite ,  et  les 
ordonnées  parallèles  entr'elies  ;  mais  ce  système  de  coordonnées  est 
en  général  le  plus  commode ,  et  nous  verrons  dans  la  suite  que  tous 
les  autres  peuvent  s*y  ramener  :  pour  plus  de  simplicité ,  nous  prea- 
drons  toujours  Tangte  BAC  droit ,  à  moins  que  npus  n  avertissions 
du  contraire,  ^ 

1 96.  De  toutes  les  équations  à  deux  indéterminées ,  la  plus  simple 
est  celle  du  premier  degré  y  et  elle  appartient  à  la  ligne  droite ,  la  plus 
simple  de  toutes  les  lignes.  Cette  équation  peut  être  représentée  par 
Cy^==^Ax  -^  B\  mais  en  la  divisant  par  C ,  elle  ne  perdra  rien  de  sa 

généralité ,  et  on  aura  j<  =  — •  ji:  +  --ç-  ;  faisant  —  =tf,  —  =^^ 

il  yîcndra  yir=^ax  -^^  b:  c'est  ainsi  que  nous  la  représenterons  dé- 
sormais. 

Supposons  d'abord  que  t  soit  nul ,  on  aura  simplement  y^=:ax 

ou  -  ^=  4  ^  c'est-à-dire .  que  dans  toute  l'étendue  de  la  droite ,  Ip 

FIG.  6.  rapport  dePMkAP  ^  fig,6.  sera  constant ,  propriété  qui  n'est  que 
l'expression  de  la  similitude  des  triangles  AP M^AF M!  ^tc.  et 
ne  peut  appartenir  qu'à  la  ligne  droite  AX^  menée  pftr  le  point  Ai 
origine  des  coordonnées.. 

Le  rapport  •^  ou  le  coe.iÇcient  tf,  dépen^d  de  l'angle  que  fait  la  droitç 

X 

AXd,vtc\à  ligne  des  abscisses  AB  ;  mais  dans  le  triangle  APMy  que 
nous  supposons  rectangle,  le  rapport  de  PM  k  AP  est  égal  à  la 
tangente  de  l'angle  PAMi  a  représente  donc  la  tangente  de  cet 
angle. 

En  considérant  l'équation  j^  =  tf:rrf  h ,  on  voit  que  la  nouvelle 
ordonnée^  ne  diffère  de  la  première ,  y^=^a  x ,  qu'en  ce  qu'elle  la  sur- 
passe de  la  quantité  b  ;  d'oii  il  suit  que  si  on  prend  AD^=^b  ^  et 
qu'on  mène  la  ligne  D 1^  parallèle  à  A  AT,  elle  sera  le  lieu  de  l'équation 
y=iax'\-b^  puisqu'on   aura   PN ^ PM  + MN^PM -^  AD j 

P'îf^ 
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PN'  =  PM!  +  MN'z=^PM^AD^  etc.  ;  et  il  faut  bien  remarquer 
que  le  coeificient  a  restera  le  même  pour  toutes  les  droites  parallèles 

II  tst  aisé  de  voir  que  rien,  dans  réquationj^  =  tf  a:  +  3 ,  ne  limite 
les  valeurs  qu'on  peut  donner  à  jkt  ,  et  que  [par  conséquent  celles 
de  y  deviendront  aussi  grandes  qu'on  voudra  ;  mais  en  même  tems 
rien  ne  bornant  le  cours  de  la  ligne  D  Y  dans  Tespace  indéfini  BAC^ 
on  trouvera  toujours  des  abscisses  et  des  ordonnées  assez  grandes , 
pour  représenter  les  valeurs  dey  et  de  x  qui  satisferont  à  l'équation 
proposée.  Faisons  :r==o,  nous  aurons  j^  =  ^;  cette  valeur  ap- 
partiendra au  point  J9 ,  oîi  la  droite  D  Y  rencontre  l'axe  A  C  des 
ordonnées.  Lorsque  x  sera  négatif,  on  trouvera  y^== — ax  +  b^ 
et  ax  étant  moindre  que  b  ^  y  sera  encore  positif,  mais  moindre 
que  b  ou  A  D.  Le  cours  de  la  ligne  D  Y  nous  montre  que  cette 
circonstance  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  la  partie  DE  correspon»* 
dante  à  des  abscisses  Ap ,  situées ,  par  rapport  au  point  ^,  du'côté 
opposé  aux  abscisses  -^  P,  qui  représentent  les  valeurs  positives  de  :r  ; 
c'est  donc  de  ce  côté  qu'il  faut  prendre  les  valeurs  négatives. 

Pour  trouver,  la  valeur  de  x  qui  répond  au  point  oîi  la  ligne  Z?  F, 

rencontre    l'axe   AB    des   abscisses,  il   faut   faire jk=o,  ce  qui 

'  b 

donne  tf:r^-^=o,ct:c=:— -  :=^AE.  Lorsque  x^  restant  toujours 


négatif,  sera  devenu  plus  grand  que  la  quantité  -  ^  y  lui-même  de- 

viendra  négatif.  Mais  au-delà  du  point  E ,  la  ligne  DY  st  trouve 
au-dessous  de  la  ligne  AB\  l'ordonnée  p'm'  tombera  donc  d'un 
côté  opposé  à  celui  oîi  elle  étoit  située  d'abord ,  et  par  conséquent 
les  valeurs  négatives  de  y  doivent  se  porter  d'un  côté  de  la  li- 
gne A  B  y  opposé  à  celui  qu'on  a  adopté  ppur  les  valeurs  positives. 
J'observerai  que  rien  ne  détermine  quel  côté  des  abscisses  ou xles  or- 
données on  doit  regarder  comme  positif;  mais  que  ce  choix  étant 
une  fois  arrêté  ,  les  côtés  opposés  deviennent  par  cela  seul  négatife; 
Je  n'insiste  sur  ces  remarques  ,  que  parce  qu'il  me  semble  que  dans 
la  plupart  des  livres  élémentaires  on  n'a  pas  prouvé  avec  assez  de 
soin ,  la  nécessité  de  prendre  les  quantités  négatives  d'un  côté  op- 
Calcul  différentiel  T  t  ' 


♦i- 
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posé  aux  quantités  positives ,  et  c'est  cependant  de  là  que  dépendent  ; 
en  grande  panîe ,  les  diverses  formes  qu'affectent  les  lignes  courbes  , 
comme  on  le  verra  plus  bas. 

L'équation  y  =  ax  +  b  ne  renfermant  que  deux  constantes  aetB  ; 
dont  la  valeur  particularise  la  droite  qu'on  considère,  en  Ja  distîn- 
giiant  de  toute  autre ,  il  s'ensuit  que  deux  conditions  suffisent  pour 
déterminer  cette  droite.  Celles  qui  s'offrent  le<»  [Premières',  sont  de 
Tassujettir  à  passer  par  deux  points  donnés ,  à  être  parallèle  ou  per- 
pendiculaire à  une  autre  droite  donnée  et  à  passer  en  outre  par  un 
point  donné.  Nous  aurons  besoin  dans  la  stiite  de  connoître  la  forme 
que  prend  l'équation  y  =  ax  +  b^  pour  satisfaire  à  ces  conditions  -, 
t^çst  pourquoi  nous  allons  les  exaiïiiner  chacune  en  particulier.. 

197.  Si  on  cherche  l'équation  de  la  ligne  droite  qui  passe  par!  deux 
points  dont  les  abscisses  soient  <t  et  a'^,  et  les  ordonnées  j8  et  jg'; 
on  mettra  successivement  a  et  a  à  la  place  de  at,  h  et  jg'  à  celle 
de  j,  et  on  aura  pour  déterminer  a  Qt  k  les  deux  équations 

fi  =aA  +   h  f  \tf==:     j-n ; 

(  J  fit  ——et 

r  qui  donneront  <  ,^       ^^ 

J  V  '  et  —fit 

le' fi  a' fi A  fi' 

et  d'où  il  résultera^  =  — ; x  ^ ; pour  l'équation  de  la 

fit  — fit  fit  — fit 

droite  cherchée.  , 

'  m  * 

On  peut  donner  à  ce  résultat  une  forme  plus  simple  ;  car  si  on 
retranche  de  l'équation  y=ax-{^ t ^  l'une  des^  deux  équations 
ci -dessus,  la  première  par  exemple  ,  b  disparoîtra ,  et  fl  Viendra 
^7^j3=  a{x — Et),  Cette  dernière  équation  sera  celle  d'une  droite 
assujettie  à  passer  par  le  point  dont  les  coordonnées,  sont  a  et  fi  ^ 
et  faisant  d'ailleurs  avec  Taxe  ^B  un  angle  quelconque;  on  achè- 
vera de  là  déterminer  en  jr  mettant  au  lîcu  de  ^  la  valeur  trouvée 

précédemment,  et  on  aura  y — ^=—f (-^ — '^)*  .        . 


La  distance  des  points  proposés ,  ou  la  partie  de  la  droite  cherchée,' 

interceptée  entr'eux,  aura  pour  expression  {/(a'—a)*  +  (^' — fiY: 
cela  se  voit  évidemment,  en  supposant  que  N  et  A^'  représentent  ces 


DES    Lignes    courbes.      331 

points  i  car  leur  distance  N  N'  étant  Thypothenuse  du  triangle 
rectangle  NRN\  il  s'ensuit  que 

198,  Pour  obtenir  l'équation  de  la  ligne  droite  qui  passeroit  par  le 
point  dQnt  les  coordonnées  sont  tttt  fi  ,tt  qui  seroit  parallèle  à  la  li« 
gne  représentée  par  l'équation  yz=:a'x+b^ ,  il  suffira  de  substituer  a^ 
au  lieu  de  a  dans  l'équation  y  —  fi=a(^  x — et  ) ,  qui  satisfait  déjà  à  la 
première  condition,  puisque  d'après  le  n^.  196 ,  le  coefficient  de  x 
est  le  même  dans  les  équations  des  lignes  droites  parallèles  entr'elles  ^ 
on  aura  donc  pour  celle  qu'on  cherche  y  —  fi=ia'  {x — et). 

199.  Enfin  si  jiX  et  J  Z ,  fi^.  7,  sont  deux  droites  pêrpendi-     ^^^*  7- 
eulaîres  entr'elles,  on  verra  par  la  similitude  des  triangles  Apm 

et  Apn^  que  le  rapport  àt  pm  k.Ap  est  inverse  de  celui  de 
pn  k  Ap ,  et  comme  p n  est  négatif  lorsque  p m  est  positif  tt  viu 
versa  ^  il  s'ensuit  que  si  on  représente  le  premier  rapport  para^ 

le  second  sera .  Les  équations  des  droites  AXti  AZ  seront 

a 

donc  j^  =  tf:r  et  y^= x. 

Considérant  ensuite  les  droites  DY  tt  EU^  respectivement 
parallèles  à  AXetkAZy  et  par  conséquent  perpendiculaires 
entr'elles,  on  trouvera  pour  leurs  équations 

Si  la  seconde,  doit  passer  par  un  point  N  dont  les  coordonnées 

soient  a  et  i3 ,  son  équation  deviendra  y — i8= (a: — <t).     > 

u 

aoo.  Deux  lignes  qui  se  coupent  ont  dans  leur  point  d'inter- 
section les  mêmes  coordonnées  ,^  ensprte  que  pour  trouver  celles 
du  point  de  rencontre  des  deux  droites  données  par  les  équations 
y^=ax'\'b^  tt  y=:zax  +  y^  il  n'y  a.  qu'à  "supposer  que  les  in- 
jConnues  ^  et  j^  ont  la  même  valeur  dans  l'une  et  l'autre  équation  ; 
On  aura  ainsi  ax  +  b^=zax  +  B^ ^  ce  qui  donnera 

i  —  b'  a'b  —  ab' 

x  —  ~ — _^et  y  =  — r-^ . 

Ttij 


tt. 


^ 
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On  voit  par  ces  valeurs  que  le  point  de  concours  est  d'autant 
plus  éloigné  des  axes  AB  ^t  AC^  que  la  quantité  a — a  est  pluy 
petite ,   et  que  x  t\  y  deviennent  infinis ,  lorsque  a '=  a ,  c'est- 
-à-dire ,  lorsque  les  droites  proposées  cessent  de  se  rencontrer ,  eu 
sont  parallèles, 

201.  n  peut  être  utile  de  connoître  la  longueur  de  fa  perpen- 
diculaire abaissée  d'un  point  donné ,  sur  une  ligne  donnée ,  et" 
on  y  parviendra  en  cherchant  les  différences  entre  les  coordonnées" 
de  ce*J>oînt  et  celles  de  l'intersection  de  la  droite  donnée,  av^c" 
la  ligne  qui  lui  est  perpendiculaire.  Or  l'équation  de  la  première  étant 

y^z=z(ix-\'h ^  celle  de  la  seconde  serajr — i8  = (^x — ^a)  ;  mais 

on  peut  niettrej^=tfA:-|-^sousraformej^ — ^^=a{x — ot)  +  ^— j8 + lïat  ; 

et  cette  dernière  équation ,  jointe  à ^ — i8  = (x — «),  donnera 


x  —  a= -— — ,        y  —  ^  = 


j0 (LA h  , 


1+tf^  7  ^  -  ^^^a 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  V {x — «)*+(>  —  ^Z- 
on  aura  pour  la  longueur  de  la  perpendiculaire  cherchée  , .  ^  >: 

202.  On  divise  les  lignes  en  dîffërens  ordres  d'après  le  degré  de 
leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  premier  ordre ,  parce  qu'elle 
représente  l'équation  générale  du  premier  degré  à  deux  indétermi- 
nées. Les  lignes  du  second  ou  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les 
équations  montent  au  second  ou  au  troisième  degré ,  et  ainsi  des 
autres.  Nevton  considérant  que  le  premier  ordre  ne  renfermoit  que 
la  ligne  droite  et  que  les  courbes  ne  commençoîent  à*  se  montrer  que 
dans  le  second  ,  divisa  ces  dernières  en  genres ,  et  nomma  courbes  du 
premier  genre,  les  lignes  du  second  ordre,  courbes  du  deuxième 
genre  celles  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Les  lignes  d'un  même  ordre  se  subdivisent  en  espèces  par  la  consi- 
dération des  principales  circonstances  de  leur  cours. 

S'il  étoit  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous  les  degrés  ; 
rien  ne  seroît  plus  facile  que  de  suivre  le  cours   de  là  courbe 
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teprésentée  par  une  équation  algébrique  quelconque.  En  effet  y  sup- 
posons que  cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  Tune  des 
îâdéterminées  qu'elle  renferme ,  y ,  par  exemple ,  ait  donné  les  diffé- 
rentes racines  X'  y  X\  —  X"\  etc.  qui  seront  nécessairement  des 
fonctions  de  x  et  de  constantes  ;  la  question  se  réduira  à  examiner 
en  particulier  le  cours  de  cliacune  des  lignes  produites  par  les 
équations  j^==-3r',  yi==iX\  y= — X"\  etc.  lorsqu'on  donne 
à  ^  toutes  les  valeurs  tant  positives  que  négatives ,  que  peuvent 
admettre  les  fonctions  X\  X" ,  X'" ,  etc.  sans  cesser  d'être  réelles. 
Ces  lignes  seront  autant  de  branches  de  la  courbe  que  représente 
Féquation  proposée.  ' 

Pour  les  construire,  il  faut  porter  fes  ordonnées  négatives  du 
côté  de  ABjfig.  8 ,  opposé  à  celui  qu'on  aura  affeûé  aux  ordonnées    FIG.  8. 
positives  >  et  prendre  les  valeurs  négatives  de  x  sur  la  partie  dé 
AB  3ituée  du  côté  de  ^C,.  opposé  à  celui  oii  on  a  porté  les  valeurs  po<< 
sitives.  Voici  la  démonstration  qued'Alembert  a  donnée  de  cette  règle. 
Si  on  substitue  dans  l'équation  proposée  ;[  —  a^  au  lieu  de^-^ 
ce  qui  revient  à  supposer  a  +jy  =  ;5;,  on  pourra  toujours  faire  en- 
sorte  que  les  valeurs  de  la  nouvelle  inconnue,  ^ ,  relatives  à  une 
abscisse  donnée  ^  soient  toutes  positives  ;   il  sufEra  pour  cela  de 
prendre  a  plus  grand   que  la  plus  grande  valeur  négative  de  y. 
Mais  il  est  évident  qu'en  reculant  l'dxe  AS  y  parallèlement  à  lui- 
même  jg  d'une  quantité -^ -^' =  tf ,  les  ordonnées  prises  par  rapport 
à  A^B' ,  représenteront   les    valeurs    de  ^ ,   puisqu'on  aura  * 

'(IM'  =  AA'  +  PM'  =  a  +  y  =  l, 
Il  n'y  a  maintenant  aucun  doute  qu'on  ne  doive  porter  du  même 
côté  de  V^x^AfÈ'  toutes  les  valeurs  de  {  relatives  à  l'abscisse  A*Q\ 
car  les  distances  M!M!\  MM^\  etc.  dés  points  qui  répondent  à 
cette  abscisse  sont  égales  aux  différences  qui  se  trouvent  entre  fa . 
première  valeur  de  ;f  et  chacune  des  autres ,  et  si  oh  plaçoit  une  quel- 
'Conque  des  nouvelles  ordonnées  de  l'autte  côté ,  qu'on  fît ,  par  exem* 
pie ,  QiV=  QAi''' ,  la  distance  Af'A^devîendroit  égale  à  la  somme  des 
ord^onnées  QAi'  et  QAf ,  ce  qui  changeroit  la  figure  de  la  courbe ,  qui 
cependant  doit  rester  la  même  quelque  part  qu'orf  transporte  les  axes 
4es  coordonnées^ 


\ 


n 
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Cela  posé,  0:1  voit  évidemment  que  le  point  A/^"  résu Itant  dc'la 
troisième  valeur  de  ^,  représentée  par  a — JT'',  doit  être  situé  au- 
dessous  àe  j4By  puisqu'on  le  trouveroit  en  retranchant  PM''  de  QP; 
et  que  les  points  Aï  et  M'  pour  lesquels  on  a  :[=tf +-X',  i=a+X'\ 
tomberont  de  l'autre  côté  de  ^J5,  à  des  distances  PM^^X'  et 

En  prenant  les  x  pour  représenter  les  ordonnées  ,  et  en  considérant 
lesj^  comme  les  abscisses,  on  prouveroit  de  même  que  les  valeurs 
négatives  de  x  doivent  tomber  du  côté  de  -4C,  opposé  à  celui 
cil  on  a  porté  les  valeurs  positives. 

203  •  L'étendue  de  chaque  branche  sera  déterminée  par  celle  que 
comprennent  les  diverses  solutions  dont  est  susceptible  l'équation  qui 
irteprésente.  Si  parmi  les  quantités  X!^  X\  X"\  etc.  il  s'en  trouve 
qui  deviennent  infinies ,  ou  dans  lesquelles  on  puisse  supposer  x  in- 
fini, il  en  naîtra  des  branches  dont  le  cours  sera  infini ,  puisqu'elles 
pourront  s'éloigner  indéfiniment  de  l'un  des  axes  ou  de  tous  les  deux 
à  la  fc:s. 

Un 3  blanche  ne  s'ar  rcte  que  parce  que  l'expression  de  son  ordonnée 
devient  imaginaire ,  mais  le  cours  de  la  courbe  proposée  n'est  pas  in- 
terrompu pour  cela  ;  il  arrive  seulement  alors  que  deux  branches  se 
réunissent  et  se  continuent  réciproquement.  On  s'en  convaincra  en 
observant  que  les  valeurs  imaginaires  de  y  sont  nécessairement  en 
nombre  pair  ,  et  que  celles  d'un  même  couple ,  ont  été  réelles  et 
égales  avant  de  devenir  imaginaires.  En  effet,  l'équation  proposée 
pouvant  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  premier  et  du 
second  degré,  si  on  représente  par  ^* — 2.-Py+  Q=o  un  de  ces 


> 


derniers ,  on  verra  que  ses  racines ,  Fdc  y/P" —  Q ,  ne  deviennent 

imaginaires  qu'à  cause  que  P'^devient  plus  grand  que  Q,  de  moindre  , 

qu'il  ctoit  d'abord ,  et  qu'il  y  a  par  conséquent  un  point  où  les  foncr  * 

tions  de  x  que  désignent  les  lettres  P  et  Q ,  sont  telles  qu'on  a  P*=  Q., 

ce  qui  anéantit  la  quantité  radicale,  et  donne  pour  y  deux  valeurs 

égales.  L'exemple  suivant  fera  dispiaroître  les  difficultés  qui  pour- 

roient  résulter  de  cette  manière  générale  de  considérer  les  courbes, 

Î.04.  Soit  l'équation  y^— 96  a' y  +  100  a*  :t*-^^^  =  o;  cii  la 
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résolvant  par  rapport  à^,  à  la  manière  des  équations  du  second  degré, 
on  en  tirera  les  quatre  suivantes 


JK=       1/^48^* — y  x^ — iooû'';c*-f  2304^^.  •*{P')  9 
y  =  — 1/  4^^*+  V/.r^— LOOa";c^+2304û^. . .  (3)  , 

y=  — l/^48a' — V^i^ — ïooa*A:^+2304û^,..(4). 

Il  faut ,  d'après  ce  qui  précède ,  examiner  le  cours  de  la  ligne  que  cha- 
cune d'elles  exprime  en  particulier,  lorsqu'on  suppose  x  positif  et 
lorsqu'on  le  suppose  négatif. 

On  voit  d'abord  que  les  branches  que  représentent  l'équation  (i) 
et  réquation  (3)  sont  semblables  ,  et  que  l'une  est  placée  au-dessus 
de  AB^fig.^y  tandis  qite  l'autre  se  trouve  au-dessous  ;  il  en  est  de 
même  à  l'égard  des  branches  que  produisent  les  équations  (2)  et  (4)  : 
il  suffira  donc  de  considérer  les  équations  (i)  et  (2).  La  valeur 
de  ^  tirée  de  l'équation  (1)  sera  réelle,  tant  que  la  quantité 
x^ — loo  ^*  it*+ 2304^*  sera  positive;  et  comme  elle  ne  peiit 
devenir  négative  qu'après  avoir  été  nulle ,  les  racines  de  l'équation 
x^ — 100  a^x*  +  2304^^  =  0  seront  les  limites  des  valeurs  qu'on 
peut  donner  à  x.  On  trouvera  que  cette  équation  a  pour  facteurs 

X  —  6tf,  Jc  +  Stf,  x  —  9ay  x+Sa; 
la  quantité  ;c^ — toca!"  x^+i'^o^à^  sera  donc  positive  tant  que  x 
sera  au-dessous  de  6a,  parce  qu'alors  elle  aura  deux  acteurs  positifs 
et  deux  facteurs  négatifs  ;  mais  elle  deviendra  négative  ,  si  on  prend 
jr>6aet<8a,  parce  que  le  seul  facteur  .* — 8  a  sera  négatif  ;  enfin 
elle  redeviendra  positive  pour  toujours  lorsqu'on  y  supposera  x^Sa  : 
on  observera  qu'en  faisant  ;r  =  o',   x^=6a  et  àr  =  8  <t,  l'équation  (i) 

donne  j^=  V/ 96  a%j^=  v/48rf%jK=  1^48^*,    On   tirera  donc   de 
Féquation  (i).  i\  une  branche  qui  s'étendra  du  point  D  pris  dans 

YàxtAC,  à  une  distance  du  point -^  égale  à  \/^6a^^9\\  point/*, 
pour  lequel  l'abscisse  AE  =  6a.  i"".  une  autre  branche  J7JÏ  qui , 


FIG. 
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partant  du   point  H  ^   dont  l'abscisse   JG  =  8a   et   Tordônnée 

G  H  =z  a  V^48d%  s'étendra  à  l'infini  dans  l'angle  B^C^  où  les  x  et 
les  y  sont  positifs. 

Passons  maintenant  à  l'équation  (i);  on  voit  premièrement 
qu'elle  donnera  des  valeurs  imaginaires  pour  y  dans  les  mêmes 
circonstances  que  l'équation  (i),  c'est-à-dire,  tant  que  x  sera  compris 
entre  6^  et  8^;  et    que   de  plus   elle    sera    encore    imaginaire, 

lorsque  V x^ — looa*  jc*+  ^.304  a^  surpassera  48  a*.  Poiu:  avoir  la  li- 
mite, on  fera  48^*=  V  x^ —  ï 00 a^x"" 4-  2 3 04 <z*,ou  x^ — ioo^*:r'=o; 
ce  qui  donnera'*:c*==  o  et  ;c* — iooa*=o,  d'où  ;c  ==  i o tf.  Puisque 
dans  cette  équation  y  est  nul  lorsque  x  est  nul ,  et  qu*il  devient 
imaginaire  lorsque  x  surpasse  6a^  elle  produira  une  branche  qui 
«e  terminera  à  labscissç  j4E  =  6a:,etïl  faut  bien  remarquer  que 

poiir  cette  abscisse  elle  donnera  encore  y= 1/48/1* ,  et  que  par 
conséquent  cette  branche  se  réunira  en  i^  à  celle  qu'oiv  a  déduite 
ci-dessus  de  l'équation  (1).  Lorsque  dans  l'équation  (i)  on  sup- 
posera  .r  =  8.^,  la  quantité  at^-t- 100  «•a:*+ 2304/2*  s'évanouîssanj 

de  nouveau,  il  en  résultera  j^  =1^48 a*,  ce  qui  fait  voir  que  le 
point  G ,  appartenant  à  la  branche  ^X fournie  par  l'équation  (  i)  ^  est 
en,  même  temps  le  premier  point  de  la  deuxième  branche  tirée  de 
l'équation  (1).  Cette  branche  ne  peut  s'étendre  au  delà  de  labsr 
jcisse  A  1=^10  a  y  puisque  passé  ce  terme  >y  devient  imaginaire  ;  maîç 
au  point  /  il  est  nul ,  ainsi  l'équation  (i) ,  lorsqu'on  y  fait  x  positif  ^ 
donne,  depuis  :r:;=8iZ.  jusqu'à  x=  10 a ^  la  branche  HI. 

La  supposition  de  jc  négatif  produiroit  U$  mêmes  résultats  que  celle 
Je  X  positif,  puisque  l'équation  proposée  ne  contient  que  les  puisr 
fiances  paires  de  a;  ;  on  trouveroit  donc  dans  l'angle  bjiÇ^  où  x 
est  négatif  et  j^  positif ,' des  branches  absolument  semblables  à  celles 
4ont  00  vient  de  montrer  Vçydst^nce  dans  l'angle  C/iB^  où  les  x  et 
les  y  sont  positifs, 

105,  Pour  mieux  connoître  la  figure  de  la  courbe  proposée  i 
on  peut  la  construire  par  points  ^  c'est-à-dire ,  assigner  un  Cjerp 
tain  nombre  dp  points  qui ,  éfanj  joints  enfr'eux  ^  approcheront 

d'autant 


4 


imagbtj\ 


etc; 


d'autaat  pins  .^'exprimer  ses  contours  ^  qu'ils  seront  plus  serrés. . 

Pour  «Kécuter  commodément  cette  opération  ^  on  prendra  a  p6ur  '    • 

l'iinité,  op  fera  Successi\rement  x=zi ,  x=x^  v=^  y  *=4»  etc.  et  .  ^  • 

on  calculera  ensuite  les  valeurs  de  j^  ^  au  moins  par  approximation*  .   ^  ^ 

•^  Lorsque  x=  *       *  ••  ♦  ' 

<»    J     I     I     1     I     5     I    4    I     5     I    6     I    7      I     8     I    9     I  lo    I     II     1.  ic   \éc:. 
féquatitfn  (i)  donne  jr  = 

^798 1 9^744 1-9^582- 1 9,302 1  8,887 1 8,189  [6,918 1  îmoffn.  \  6,918 1  8,69»|9,79§  \  io,?45 1  ^  ^Syi]  etc.* 

et  l'équation  (1)  donne  y= 
H  I  1,011  j  1,045  I  3»076}^4,?25  [  5,114 1  6^<)x%\imagin. |4î^i8| 4,5 lo]  o  \in10gin. 
;  On  construira  cts  résultats  en  prenant  arbitrairement  ^n^  ligne 
pour  représenter  runité,i?t  en  la  portant  sur  l'axe  ji  3 ,  à^  chaque 
côté  du  point  ^y  aiutaAt  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  pour  exprimer 
les  valeurs  de  x  ;  par  les  points  oii  elles  se  terminent ,  on  mènera 
parallèlement  à  Taxe  A  C  des  droites  suriesquelles  pn  portera  tant  \ 

au-dessus  qu'au-dessous  dt  jiB  ^  les  vakujri  de  jr.         ^ 

206.  La  courbe  que  nous  venons  de  discuur  «'a  que  quatre  bran- 
ches  infinies  ;  mais  il  s'en  tro^e  du  même  ordre  qii'elk ,  qui  en  ^ 

ont  jusqu'à  huit:  telle  seroit  celle  qui  résultoroit  de  l'équation 

y — ixy + Jr*— tf  »x* + A<=o  , 
dont  les  racines  sont  comprises  daiv  la  formule  ^  '   »     *  *  ' 

^  y  —  ^î/^x^zizV'a'x'—bK 

^  En  iStt ,  cette  formule  donne  pour  ^  quatre  valeur^f  éelles  et  infinies  ; 

lorsqu'on  y  fait  x  positif  et  infini  9  et  elle  en  donne  encore  un  pareil 
nombre  dims  la  suppositipn  de  ,x  négatif  et  infini*  ^..^  *  ^ 

On  verra,  dans  le  cours  de  ce  chapitre  que  le  nombre  des  branches 
infinies  d'une  courbe  ne  peut  surpasser,  le  double  de  celui  qui  marque 
le  degré  âe  son  équation^ 

107.  Nous  ferons  encore  sur  Féquationy^— i^ry + x^'-^a^x*^'  *^=oi 
1^  remarqiCe  importante  ;  c'est  que  dans  le  cas  où^  seroit  nul ,  elle 
tfe  reprç^nteroit  plus  comme  auparavant  une  courbe  unique  >  mais 
elle  aapJtegtfdrcHt  au  système  de  deux  courbes  du  second  ordre  ; 
car  elje  séfeduiroit  ^  y^ — ixy^ + x^ — a*x^=o  et  se  décompqseroit 
ai  deux  fa«»Éur$^ — xy-^tkxtt  y^^xy^^-^x^  qm,  étanf  ^alés  à 


• 


*\ 


9 


%  • 
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-zérp ,  seroient  les  équations  de  demi  courbes  distinct»  y  et  parce  que 
C€S  çquaftons  satisfont  toutes  deux  à  la  proposée ,  H  s'ensuit  <Jue 
Tensemblc  des  points  de  chacune  des  courbes  qu'elles- exprimeat  y 
satisfait  aussi.: 

En  général ,  une  équation  ne  peut  rep/ésenter  une  courbe  unique 
qu'autant   que   tous   ses    facteurs    sont  irrationnels  pat  ra,pp(»t  à 
Tune  des  indéterminées  ;t:.  ou  ^  ;  sL  cette  condition  n'a  pas  lieay  elle  ' 
•  *  donne  autant  de  courbes  distinctes  qu'elle  a  de  facteurs  rationntk  en  x' 
et  en  ^.  Il  y  a  même  dans  tous  les  degrés ,  <ks  équations  qui  n'exprî-  > 
.    tnent  qu'un  assemblage  de  lignes  droites ,  et  ce  sont  celles  qui  peuvent 
se  décomposer  en  ^teurs  de  la  forme j^ — ax  +  b^  a  et  i»  étant  des 
quantités  rationnelles 9  ou  irrationnelles,  fliai^  constantes. 

Le  {ilus  simple  de  ces  cas,  et  qti'on  reconnoît  sur  le^champ  d'après 
la  remarque  que  nous  avons  faite  dans  le  tï?.  66 ,  sur  les  fonctions 
homogènes ,  a  Hteu  quiand  Téquation  proposée  est  homogène  ppr  rap- 
port à  X  ety  et  qu'elle  tfianque  de  terme  constante  Si  on  arok ,.  par 
exemple  j  l%q\iaiicmy^^pxy*+fxy^ — r;if^=o,  la  supposition  de 
yaaax  la  rendroit  divisible  par  jc^'etlcftéduiroitàa^ — -/^j'+f  «•— /'=o* 
Désignant  donc  par  cl^^  a'*  yâ'\  les  valeurs  de  a  que  donnera  cette 
<ternière ,  si  elles  soatréeUes,  la  pfoposiée  appartiendra  à. trois  droites , 
fyantpour  équation  y-:^  J x ^  =^a* x ^ y's:=.a'''x-yQia  à  une  seule ,> 
si  a  n'a  qu'une  valeur  réelle.  -, 

Dans  le  cas  itérai  ,^i  on  substitue  ax  +  5,  au  lieu  dey ,  on  doit 
pouvoir  déterminer  ^  et  ^,  au  moyen  dés  constantes  de  l'équation 
proposée ,  de  manière  à  ce  qu'elle  sott  satisfaite ,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  jt;  en -égalant  donc  à  zéro,  après  la  substitution,  le 
coefficient  de  chaque  puissance  de  x ,  on  aura  les  équations  qui  ex«^ 
jprioient  les  conditions  relatives  à  celte  circonstance  et  qui  donnent 
les  valeuis  de  ^  et  de  j.  ^* 

10^.  Après  la  considération  du  nombre  et  dtf  rétendue  des  branches 
d'i^ne  courbe ,  se  présente  celle  de  ses  joints  sînffttttfs.  Qn  app^jJI' 
ainsi  les  points  de  son  cours  qui  offrent  quelques  pa^ùculaiftes 
remarquables,  La  courbe  qui  nous  a  servi  d'exemple  Ti^\^j$4>^  ^  ^^ 
plusieurs  espèces.  ^    .     *    '  *î»  • 

ÏIG.9.     Le  point  A  ()%•  9^)  dans  lequel  se  coupent^lu|^!HBrs  brcmches 
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«est  un  point  multipU  ^  et  il  «st  facile  à  reconnoître  y  parcç.  qu'en 
:Êûsant  \r=09  les  équations  (z)  et  ^4)  donnent  «A  ntêtaiè 
tcmsy=6' 

Le$  points  i^  et  ^,  ne  sont  pas  des  points  multiples ,  quoîqv'il  s*y 
réunisse  deux  branches  (  n*.  xoa  )  ;  ce  sont  seulement  deux  limites 
4e  la  courbe  prqposée  dans  le  sens  de  Taxe  AB  ,  et  ils  perdroient 
cette  propriété  si  on  changeoit  la  di  rection  des  ordonnées.  * 

La  tranche  IH  offre  une  espèce  particulière  de  point  sîngufief. 
Après  avoir  tourné  sa  concavité  vers  Taxe  Jl  C^  elle  lui  présente  enr 
suite  sa  convexité  ;  ce  changement  s'appelle  inflexion ,  et  le  point  K 
ok  il  arrive  st  nomme  point  tTinficxion.  '  *       - 

209.  En  donnant  diverses  valeurs  aux  constantes  d\ine  équation 
à  deux  indéterminées  y  on  en  tire  des  courbes  qui,  quoiqye  de 
formes  très-dîfFérentes ,  ont  cependant  un  Caractère  commun  ;  et 
la  maniè.e  dont  les  circonstances  que  présente  le  cas  le  plus 
général  9  se  trouvent  modifiées  dans- chaque  cas  partici\lier  >  méri?<t 
d  être  remarquée.  L'équation 

nous  fournira  un  exemple  bien  simple  de  ces  divers  changemens^ 


Elle  donne  ^ 


^^^y^M^0^-*^^_,j^t>/^^(^^)(^+4> 


r  ♦ 


a  a 

T  On  \oit  ^abord  que  la  courbe  qu'elle  u^ré^oté'  doit  avoir .  de 
chaque  côté  de  l'axe  ^^B  des  parties  semblables,  et  que  les  va- 
leurs de  l'ordonnée  j"  seront  imaginaires  du  côté  des  x  positifs^ 
tant  qu'on  fera  jc  <  *  ;  mais  que  du  côté  des  x  négatifs ,  elles  seroM 
réelles  depuis  x=o  jusqu'à  x=—c ,  terme  passé  lequel  elles  rede- 
viendra^ iniaginaires  pour  toujours.  L'expression  de  y  est  faeile  à 
construire  ;  en  le  faisant  pour  un  niombre  suffisant  d'abscisses ,  on 
-trouvera  4li|i^la  courbe  que  donne  Téquation  proposée  tst  celle  que 
^j^présente  la  figure  10 ,  et  qu'elle  a  du  côté  des  x  négatifs ,  uif  <^ale  piG.  10. 
dont  lià|prâètj.e  jiFzzzic,  et  du  côté  des  x  positif,  deux  brandies 
inffhies.- 


TK 


*« 


^on  fak#fc=4f,  IMquatio^  proposée  se  réduit  à  ay* — x^+ix^^o} 


•  « 


«f 
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d'oîi  on  tire  v=±l^    -^ ;  cette  formule,  toujours  imagli» 

naire  quand  x  ^st  négatif,  donnejy  =  o,,  lorsqu'on  y  fait  Ar==o ,  et 
redevient  ensuite  imaginaire  jusqu'à  ce  qu'on  fasse  x^b.  Le  pornt  A 

f IGi  11.  fig.  IL,  où  X  et  y  sont  nuls  en-  même  tems ,  satîs&isa4it  à  réquaticn 

tfy*  — ^'^'+ ^jc*=o,   doit,    quolqulsoté ,  faire  partie  de  la  ligne 

résultante  de  cette  équation.  Cttit  circonstance ,  qui  paroît  slngi:^ 

*  lière  au  premier  coup  d^œil ,  se  conçoit  facilentent  quand'  on  fait 

"    attention  que  plus  la  constante  e  est  petite  ,   plus  Tovale  A  F  (h 

!k  figure  10  est  petit  j  et  on  sent  qu'il  doit  se  rédliire  à  un  point^ 

lorsque  son  diamètre  c  devient  nul.    On  voit  ainsi  que  la  courbt 

dooace  par  l'équation   ^y* — •;ir^4- ^.r*  =  o,    conserve    encore   des' 

traces  de  la  forme  qu*affecte  celle  que  représente  Pé^uatioii  plus 

générale  ay^  —  x^  +  ^b  —  c^  x""  +  Bc x  =  o'^  dont  elle  dérive.  (*)] 

Si,  en  supposant  b=%>y  on  conservoit  c ,  on  auroit  Téquation 

ay'' — x^'^cx^=o  :  dans  ce  cas  les  branches  jE^,  et  EX\  de  la 

courbe  dé  la  figure  10 ,  passant  par  le  point  A ,  se  réùnîî-oîent  aux 

HG.  12.,  deux  moitiés  de  Fovale  AFy  et  formcrolent  la  figure-  12. 

Enfin  1  si  on  donne  à  c ,  dans*  l'équation  ay""-^  x^' —  c.x*=  o ,  dès 
valeurs  de  plus  en  plus  petftes ,  la/cuiUe  -^i^  se  resierreraf  de  plus 
m  plus,  et  finira  par  disparoître  lorsqu'on •  fera  c  =  o;  comme  iV 
est  aisé- de  .s'en  assurer  en  examinant  la  courbe  donnée  pat  Téqua-. 

•EIG/i3..ti<ja  tfès-si»pfc  /ly*— ^«^=0,  et  représentée  dads  la  figure ^ij,^  /^ 


(*)  Lts  points  isoW< ,  tels  que  le  point  -^dans  l'exemple  ci-dessut ,  se-  nommeitt 
ifotnts  conjugués*  Il  y  a  des  équations  qui  n'expriment  <]u*nn  nombre  déterminé  de 
'ces  jK>ints.  Si  on  avoit,  p;ir exemple^  Téquation  (je* — â»)*-l-(j^*— ^•^•'z=0;  on 
Jic  pourrait  y  satis&ire  qu'en  faisant  A^t^  <x*=o ,  j^»-^— ^^=0 ,  car  un  quagé  ne  pou- 
vant jamais  devenir  négatif,  la  somme  de  tant  de  quarrés  qu'on  voudra ,  îliiT^eut  erre 
nulle  à  moins  que  chacun  d'eux' ne  le  soft  en  particulier  :  Qtttç,  équation  donnera  doifc 
'x=dbâ  ,  y=zizb.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  faisant  dans-  cet  ^fltatf  toutes  lés, 
oortibinaisons  de  signe  possibles  ;  on  n'^n^  tirera  iamai^  qge  quatre  points  situés  f^^ 
pectîvement  dans  les  quatre  angles  des  coordonnées.  J'x)bserveral  QigÊKquSLtion 
proposée  peut  être  regatdée  comme  un  cas  particulier  de  cette  auto^^B  ^nérale 
(«*— <!*)•+(>*— •^•)*=c^*,  qui  donneroit  une   tourbe  composé^  »de  quatre/ 
parties' fermées.^  ^     *  .  . 


y- 


e 
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Si  on  considère  y  comme  Tabscisse ,  ei  :r  comme  l'ordonnée  >^ 
?é^[«idon  tfy'— A?^+  (*— a).ir*+*i:Af  =  o,  étant  du  tœisièiçc 
degré  psir  rapport  à  cette  ornière  încofiaue  ^  en  donnera  trois 
-  taleiirs'  pour  chacune  de  celtes  de  k  première,  et  si  on  fait  y  =  o  , 
'  '  il  en  résultera  VécjUation  — i:^+  (*— i:)  a:*+  ^<!:r=o,  dont  les  ra- 
cines a:  :?=  o ,  ^  =  *%  :r  =  -— c ,  expriment  les-  distances  des  points  A  ^ 
E  et  F  k  Wnt  AC^fig.  io% 

Lorsqu'on  fait  b:=6f  les  deux  racines  x=o  tt  x  =  B  devenant 
égales  ;  indiquent  que  le  -point  /*  et  le  point  A  se  sont^  réunis  ^ 
et  quand'  on  «suppose  ensuite  c  =  o ,  l'égalité  des  trois  racines 
Ar=:o,  ;«:  =  *,  x^±:c^  montre  qiie  les*  points  A^  £  et  J,  n'en 

font  pkts  qu'un  seiilv 

Dans  les  divers  ch^ngemens  que  subit  la-  courbe  donnée  pas 
f^fation-  ay^ — j:^  +  (  ^ — c  )  x*  +  i  c  .r  =  o ,  lorsqu'on  fait  sùcces- 
swement  e  et  ^*  nuls>^  le  point  A^  devient  d'abord  un  point  conjuffu 
et  ensuite  un  ,naud;-  il  est  multiple  dans  l'un  et  l^autre  cas  y. 
parce  qu'il  réunit  deux  points  de  la  courbe  proposée:  enfin , 
si  on    décrit  par    points   la    couibe    représentée  par    l'équatioa 

-:t^=o,  ce  qui  est  facile  yÇuisqu'qpajK=^K      —  ^ 


FIG.  lo. 


sy 


on  verra 


FIG.  13; 


^le  les  deux  branches  ^X et  ^X ^  fig.  13  ,  qui  ne  s'étendent 
point  du  côté  des  x  négatifs ,  ont  leurs  convexités  opposées  l'ivne 
^'âutre ,  et  le  point  Ao^  elles  se  réunissent  z'sx,  alors  un  point  dt  nn 
hfmisstTntfLt  dt  lapremihc  espèce: 

On  voit  en  -^,  Jtg^   14.,  un  poM  dit  reiroussement  de  la  secondes  FIG.'ij:. 
^ice ,  qui  diffère  de  la  première ,  en  ce  que  l'une  des  brancKes^, 
A  X  par  exemple ,  tourne  sa  convexité  -vers  la  concavité  de  l'autre^ 

La  courbe  représentée  dans  la  figure  y  est  déduite  de  l'équation^ 


»»■ 


t^y — :e')'=  — ,  d'^bii  on  tire 


a 


V).x?\ 


110.    La'  position   des  axes  des  coordonnées  étant  arbitraire ,  r   ^^  ^  ^'^^'^^ 

..,■•»  ^  .        .  .   ,  ^  '  formation      des 

Il  S  ensuit  Q^  on  peut   la   changer  sans  altérer  la  nature  de  la  coordonnées    et 
,  courbe  qii'oa  considère^  et  que  par  conséquent  la  même  courbe  .f!,'!! P^'^'P*"* 
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doit  avoir  différentes  équation»,  parmi  lesquelles  il  s'en*  trouf^ra 
nécessairement  de  plus  simples  que  les  autres.  La  courbe  du  n^fc.xo49 
par  exemple ,  auroit  une  équation  plus  compliquée  si  elle  étoîc 
^  rapportée  à  d'autres  axes  que  ceux,  de  la  figure  9 ,  qui  la  parta^ 
gent  en  quatre  parties- semblables  entr'eUes;  en  transportant  seule* 
fliedt  Taxe  des  abscisses  AB  parallèlement  à  lui-même,  dans  la 
situation  A'  Bfy  les  valeurs  des  ordonnées  relatives  à  la  mêoâe  abs* 
cisse,  se  trou veroient augmentées  delà  quantité  Ajf^ct  les  positives 
ne  seroiept  plus  égales  aux  négatives.  ^ 

Le  plus  grand  changement  qu'on  puisse  «pporter  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  sans  cesser  de  les  prendre  droites  et  respec- 
tivement parallèles  à  deux  lignes  fixes  ,  consiste  &  leur  donner 
une  nouvelle  origine  et  d'airtres  directions.  Nous  embrasserons  tout 
de  suite  ce  cas  général,  et  nous  stipposerons  qu'on  se  prôpost 
FIG  1%.  d'exprimer  les  valeurs  des  coordonnées -^P=x ,  PMz=zy  : fy.  j^^ 
relatives  aux  axes  AB  tt  ACj  par  deux  autres  coordonnées 
A^'^F'^u^  P"M^t,  rapportées  aux  axes  A"'ff\  Af"C\  dont  on 
connoît  la  position  à  l'égard  des  premiers. 

Ayant  mené  par  la  nouvelle  origine  A'\  les  droites  A''W  et  A'B^ 
respecdvement  parallèles  à  ^*  et  à  ^  G,  les  distances  AA^  et  A  A* 
seront  données  par  l'hypotHèse ,  et  en  les  représen$«At  ;  par  a  ft 
par  h ,  on  aura 

JP:=:A'P+AA'=A'P'^a,  PM=P'M+AA'''=P'M^ 
"JTirant  ensuite  par  le  pied  de  la  nouvelle  ordonnée  P^M^^s 
lignes  P"Q  et  P'R,  l'une  parallèle  à  ui/ 5  et  l'autre  à  A9^ôxx 
observera  que  puisque  les  axes  A"'B"  et  A'^'C  sont-  donnés  de 
position  à  l'égard  de  AB  et  AC  ^  on  doit  çonnoitre  tous  les 
angles  des  triangles  A-*'P"R ,  MF'Q ,  ou  ce  qui  revie^au  mi^me , 
les  rapports  de  leurs  côtés  respeaifs  :  faisant  donc 
ÂR  ,  P'R  P'Q  QM 

*      ^"'P'^^^^     Zi^P"^^^    P^'M^^^^      P''M~^^  ^^  ^"^* 

d'oîi  on  tirera        •     •         - 

A''P'—A'''R  +  P^Q=mu^pi,  P'M  =  P^R+  QMz=:nu+it^ 


/ 
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y  =  PM:^P' M  ^-b—nu^qt-^b.    . 

Telles  sont  les  valeiirs  les  plus  générales  que  puissent  prendris. 
les  coordonnées  x  et  y^  faisant  entr'elles  \xxi  angle  quelconque  ^ 
lorsqu'on  les  exprime  par  d'autres  coordonnées  du  même.gj^nre  , 
filais  situées  comme  on  voudra.  Voyons  maintenant  comment  pq 
en  déduit  celles  qui  conviennent  aux  difërens  cas  particuliers  qui 
peuvent  se*  présenter^ 

i^.  Si  on  supposoit  les  nouvelles  coordonnées  parallèles  aux 
premières,  et  qu'on  M  fît  que  changer  la  position  d^  Porigine ^ les* 
Dgncs  ^ ''C'  ^t  A"iC  se  confondroient ,  ainsi  qujs  Ji''B'  et  ^!B'  ^ 
on  auroit  par  conséquent  7nr=^t ,  «=o ,  /7=o  et  y=i  ;  et  il  en  rési4^  . 
yma^  xzzzu+a^  y=s:t^b,  ce  qu'il  est  facile  de  voir  A  priori^ 
pmsqfi'alocs  ^''P"'   et  ^''P'   se  confondroient  ainsi  que  F''M 

et  P'M^  - 

,£n  égalant  A  z^r<sf  Q^  a.  on  b  y  on  coifservera  dhns  sa  place  oti 
l'axe .^C  ou  l'axe  ^B. 

1%  Si  oa  ne  vouloit  chm^tr  que  b  cGrectIon  des .  aws  ^B  et 
^^Cy  et  qu'on  laissât  totujottrs  l'origiiie  au  point  ^ ,  les^lignes 
\^''fB'  et  ^"Ç  tombant  dans  ce  ç^  sur  ^B  et  sur  u4Cy  on 
auroit  en  même  tcms  a  =  a  et  ^  =  o,  ce  qui  donneroit 

On  voit-quVn  supp'osant  m=  i  et  n=^Oy  d'où  il  résulteroit 
X  =^+p  tjy^=qty  oft  feroit  coïncider  la  ligne  ^'5''  avec  ^'''B^ 
et  que  par  coittéquent  oit  n'auroit  changé  que  la  direction  de 
Ford^nnée;  on  pjreuyerok  de  même  que  x:=:imu  et  y=;z//4.rsont 
les  valeurs  de  jc  et  de  j^  rebtives  au  changement  de  la  direction  des 
abscisses. 

m.  Il  faut  observer  qu'il  y  a  entre  fcs  quantités  m^  n  y/r,  ttq; 
qui  dépendent  de  la  direction  des  nouvelles  coordonnées  ^  une  re- 
lation nécessaire  ^  ensorce  qu'on  ne  peut  les  plendre  toutes  les 
quatre  a{^airement  ;  car  si ,  connoissant  l'angle  des  axes  pri- 
mitifs ^'^5'  et^^'C,  on  se  donnoît  encore  les  angfes  B'^^'^'B' 
et  C'^''B%  la  position  des  nouveèix  axes  ^'^'B'^  tt^'C  seroit 


«. 
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entièrement  déterminée  par  «ces  trois  choses.  Lorsqu'on  passera  il*iiii 
système  connu  de  coordonnées  à  u«  autre  sjrstême  également 
connu  y  les  quantités  m^  n,  p  tt  q ,  càlralées  suivant  leurs-  défi- 
nitions,  auront  entr'elles  la  relation  dont"  on  vient  de  parler; 
tnats  n  suit  de  ce  tfui  précède  que  la  poMdon  de  Forigine  étant 
donnée  ]  on  ne  peut  déterminer  la  directioff  des'  lioureaux  axes  ^ 
de  manière  à  ^  satisfaire  à  plus  de  deux  conditions  différentes ,  et 
que  dans  les  expressions  x  =  ma+pi+aj  yz±inu  +  qt-^^by  les 
quantités  jr  et  y ,  «  et  / ,  ne  sauroient  être  les  coordonnées  d'un 
ffiâme  point  relativement  à  deux  systèmes  de  coordonnées  droites 
et •  parallèles ,  tant  que  n^^^  n  ^  p  ti  q  serAit  quelconques.  Voici 
un  •oyen  très-simp!^,  de  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre 
Ms  quantités.  '  .. 

Si  on  mène  par  le  point  M  les  droites  MQ  et  MHy  respeotiteffleikt 
perpendiculaires  à  A'^'B*  et  ^'^'B" ,  et  qu'on  suppose  connus, 
les  angles  MFS=C^"B'  et  MP"B"=eA"'V\  on  auta  le 
tapport  de  P^M  à  P^(?;  et  celui  de  F" M  à  P'M%  noflimaat  ^ 
le  premier  et  A  le  second;  il  en  résulteraP'G^^P'Jlf  etP^'JÏ'^Ar'Jf  j 
ërant  ensuite  ji''*Sl  et^repréifentant  jf^'P'-  tt^P'M  par  jt^^  y\ 
l^s  tAingles  obliquangles  A^P'-M  M  A'" F* M  donneront 

En  égalant  ces  deux  expresttons  de  A"'Mf  il  vitodni 

mettant  pour  x'  et  y  leurs  valeurs  mu  -^^  pi  ttt  nu^qt^  oéuiuM 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  ^poààon  du 
point  3ïi  il  faut  qu'elle  se  vérifie  toujours  indépemiamttent  de  ii 
.et  de  fy  condition  qui  donne  les  trois  équations 

/n""  +  n'^'+^^mng=  i  ,        p^  ^  q^  +  xp^gmzt; 

'np  +  01 +  ('^P  +  'nq)g=h. 
Jt^n  /chassant  g  des  deux*  premières ,  le  résultat 

(m^  +  /**  )pi—i'P*+  ?•  )mn—pq^mn} 

exprimera 


\ 


\ 


0  E  s    Lignes     courbes.      345 

« 

-exprimera  les  conditions  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  quantités 

On  suppose  le  plus  souvent  qiie  les  nouvelles  coordonnées  uete 
se  rencontrent  à  angles  ctroits  ,  ainsi  que  les  premières  ;  dans  ce  cas 
les  équations  ci-dessus  se  simplifient  beaucoup.  Les  angles  JfP'uB' 
et  MP'B'  devenant  droits,  P' G  ou  g,  et  F' H  ou  h ,  s'éva- 
nouissent ^  ensorte  qu'on  a  seulement 

'  d'où  on  tire  m'  =  i — n%p^z=ii — q\m*p*=i—n^ — î* +'*'?%  et  à 
cause  de  mp=n — nq ,  il  vient  «*  + j^izzi  ;  comparant  ce  résultat  avec 
l'équation  w*+»*=i ,  on  trouve  y=m ,  ce  qui  donne  /;=-— /z  :  on 
aura  donc  enfin  x'=mu — ne^  y=nu+mey  en  observant  que 
les  quantités  mfitn  dépendent  l'une  de  l'autre ,  en  vertu  de  l'équa- 
tion m''+n^=zi.La,  figure  16 ,  construite  pour  ce  cas  particulier,  fait 
voir  que  m  est  le  cosinus  de  l'angle  B'u4,'"B'* ,  que  jn  en  est  le  sinus ,  KG*  ^^» 
et  qu'on  a  ^'"P'=  A''R—FR  =  A''R  —  P'Q  ==mu  —  nt 
et  P'M=F''jR+QM=^nu  +  me^  comme  nous  venons  de  le 
trbuver> 

m.  Ifi  premier  usage  que  jqous  ferons  delà  transformation  des 
coordonnées  sera  de  réduire  à  ses  formes  les  plus  simples  ,  l'équatioa 
générale  des  lignes  du  second  ordre,    ^ 

^  +  1  B  X  +  iCy  +  D  X'  +  lE  xy  +  Fy  =  0. .  .{1) 

Nous  changerons  d^abord  la  position  de  Torigine  des  coordonnées ,  / 

en  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux  -  mêmes ,  et  pour  cela 
nous  mettrons  dans  l'équation  ci-dessus  x'+az\x  lieu  de  j:  ety +^  au 
lieu  de  j"  ;  elle  deviendra  alors 
^+xBa+xCB+Da^+iEa.i+Fl^+(B+Da+Eb)xx'+  Dx^  x 

+  iC+Ea+Ft)iy+%Exy(—o..Çi^^ 

+  py^  ) 

Les  quantités  tf  et  ^  étant  arbitraires ,  nous  pouvons  les  déterminer 
de  manière  à  &ire  disparoître  deux  termes  de  ce  résultat.  Supposons 
qu'on  veuille  dhasser  ceux  qui  contiennent  x  et  y  séparément  à  U 
première  puissance  ;  en  égalant  leur  coefficient  à  zéro ,  on  aura   * 

jB  +  jDtf +  -E4=^o*...  (3),      C+Ea  +  Fi  =  o....  (4), 
et  il  ne  restera  plus  dans  l'équation  (  1  )  que  les  termes  du  second 
Calcul  difircnùcL  X  x 
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degré ,  a;'*,  x'y\  y*^  et  le  terme  tout  connu  :  ce  dernier  se  simplifie 
beaucoup  à  Taide  des  équations  (3)  et  (4).  En  effet  ^  multipliant  la 
première  par  tf,  la  seconde  par  b  ^  et  retranchant  leur  somme  de 
réquation  (  i  ) ,   après  y  avoir  supprimé  les  termes  qui  doivent, 
s'évanouir,  il  viendra 

u4  +  Ba+Cb  +  Dx'^  +  2  Ex' y  +  Fy^  =  o.é..  (  5  >V 

213.  En  donnant  aux  axes  d'autres  directions,  toujours  per- 
pendiculaires entr'elles  ,  c'est  -  à  -  dire ,  en  faisant  :t'=  mu — nt^ 
y'z=inu'\-  mt  (  n^. préced. ) nous  pourrons  faire disparoître  encore 
un  terme ,  parce  que  n'ayant  entre  les  quantités  m  et  n  que  Téqua* 
tion  /»*+;z*=i ,  il  en  restera  une  à  déterminer. 

La  substitution  étant  effectuée ,  on  aura 
\^  +  Ba+Cb  +  [Dm''+xEmn+Fn^'\u''  ^ 

+  [(F— Z>);72/2+£(/»*— 7i*)]itf/>  =  a....,'.  (6). 

Je  pose  l'équation  ( F — D)  mn+  E  {m* — n^ )  =  o. . •  •  (7) 
au  moyen  de  laquelle  le  terme  affecté  de  1^  r  s'évanouit^  et  faisant 
pour  abréger 

^.+  Êa+Cb=A,  Dm^+iEmn+Fn'^=fi^  Dn''—iEmn+ Fm*=y ; 
j'ai  a+i3/2*+7/  r*=o ^ . . . .  r . . .  •  * .  (8) 

Cette  équation  ne  contenant  plus  que  les  qiiarrés  des  indéterminées 
uttt,  donnera  pour  l'une  ou  pour  l'autre  deux  valeurs  ^ales  et 
de  signe  contraire.  Pour  que  ces  valeurs  puissent  être  réelles,  il 
faut  qu'il  y  ait  au  moins  une  des  trois  quantités  «,  i9  et  7,  qui 
soit  négative  ;  on  aura ,  suivant  les  signes  dont  elles  feront  affectées , 

,=1/*-^.,  o«,=l/?^Cî,  ou  .=l/i7^. 

y      y  y  '        y  y      y 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  discuter  chacun  de  ces  cas  en  particulier  ;  on 
voit  bien  que  le  premier  se  rapporte  à  Tetlipse  ou  au  cjOrCle,  et  que 
les  deux  derniers  appahiennent  à  l'hyperbole  :  dans  l'un  la  «001"* 
4onnée  u  est  prise  sur  le  premier  axe,  et  dans  l'autre  elle  est  prise 
sur  le  second. 

Pour  savoir  dans  quels  cas  les  quantités  fi  et  y  peuvent  être  posi- 
tives ou  négatives ,  il  ùlvlî  déterminer  met  n  ci  substituer  leurs  va« 
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lettts  dans  ces  quantités.  L'équation  (7)  donne 

E                        .                   E 
mn=,  — — ^  ( m^ — n*^ )  ;  si  on  fait  ~ =  J"  et  qu'on  chasse  w' 


i^ 


s 


au  moyen  de  l'ëquadon  /*ï*+«'=i  ,  il  viendra  «♦ — m*z=. — ; 

oou on  urera  /»»=_  ±  k      -- 


i+4''^*     1  •   i»/7+hF  ' 


puis  »•=..,,., ,.,    * 


«•«»= 


1        *V/n-4J^» 


4      4(i  +  4<f*)  1  +  4'''' 

remettant  au  lieu  de  ^  la  quantité  qu'il  représente  ,  et  n'ayant  égard 
qu'au  signe  supérieur  des  radicaux ,  il  en  résultera 


Z>—F  I  .    D—F 


«•=- 


E 


mn  = 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  fi  et  de  ^» 
et  en  les  réduisant  ensuite  au  même  dénominateur,  on  verra 
avec  un  peu  d'attention  que  leurs  numérateurs  sont  divisibles  par 

y^  (£>—Fy  +  4£%  et  que 

ê=^{D+F)+iy^iD-Fy+4F^,y^D+Fy-^yiI>^Fy+4£* 
tant  que  D  et  F  seront  positifs ,  fi  le  sera  aussi ,  et  O'  ne  deviendra 
négatif  que  lorsqu'on  aura 

(D+Fy<{D—Fy+4JE*  ou  DF<E\  . 

IJ4.  Si  on  a  voit  DF:=^''  la  quantité  y  s'anéantiroit ,  et  par* 

là  l'équation  (8)  sembleroit  ne  plus  renfermer  que  la  seule  in> 

connue  «  ;   mais    les   équations   (  3  )  et  (  4  )   (  n*.  précédent  ) 

donnent 

_  jgF>~  EC  CD—EB 

"  ~  E'—DF  *        ~~  'E^—DF  * 
valeurs    qui  deviennent  infinies ,  quand  DF=  E*  :   on  ne  peut 

Xx  * 


I  / 

I 


/ 


\ 
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donc  dans  ce  cas  faire  ^sparoître  à  la  fois  les  termes  xBx  et  iCjr 
dans  réquation  (  i  )• 

On  trouvera  la  forme  que  doit  prendre  Téquation  (  i  )  dans 
cette  circonstance ,  en  y  faisant  d'abord  x:=mu — n  r ,  y=ntt+m/, 
ce  qui  donnera 

le  terme  affecté  de  xi  /,  disparoîtra  en  vertu  des  valeurs  AtmtlAtn^ 
trouvées  précédemment ,  et  les  coefficiens  de  tt*  et  de  /*  seront  encore 
exprimes  par  /3  et  7 ,  ensorte  qu'on  aura 

J-^r^Bm+Cn)  lu  —  {Bn — Cm)it+  fiu^  +  yi*=o. 
On  changera  ensuite  l'origine  en  substituant  u^+a  au  et  /+b^  k  p^ 
pour  faire  disparoître  au  moyen  des  indéterminées  a  et  b'  le  terme 
afiecté  deu,  ainsi  que  le  terme  constant ,  et  on  obtiendra  un  résultat, 
qui  sera  de  la  forme  —  tt+fi «* +>/*===o.  • .  •  (  9  ).' 

Cette  dernière  équation  est  plus  générale  que  l'équation  (  8  ) ,  car 
elle  représente  toutes  les  courbes  du  second  ordre ,  et  lorsque  y 
deviendra  nul ,  elle  se  réduira  à  —  t  r  +  i3 1/*  ='0 ,  équation  à  la 
parabole, 

21 5«  Si  on  vouloit  changer  d\ine  manière  quelconque  l'origine 
et  la  direction  des  axes  des  coordonnées  d^ns  l'équation  (  i  )  ,  il 
faudroit  y  substituer  au  lieu  de  ^  et  de  y  leurs  valeurs  générales 
mu  +pf  +  a^  nu+qe+  b  (  n%  xio)  et  elle  prendroitla  forme 

A'  +  zB'u+  xCi+  D'u""  +.xE'iii+  F'e^^o 
dans  laquelle  les  lettres  j4\  B\  C  etc.  représentent  des  fonctions 
des  coefficiens  primitifs  et  des  quantités  ^^^^p^q^  a,  et  b. 

Les  coordonnées  primitives  étant  perpendiculaires  entr'elles ,  on 
auroit  g=o,  ce  qui  don'neroit  m'  +  /2*=i,;7*+j"=i,  mp+nq=ihy 
et  on  verroit  que  l'équation  de  condition 

{m''+n*)pq  —  (/'*+?*)'"«  =/^?  —  f«/ï  (n*.  xii  ) 
devient  identique  en  vertu  des  deux  premières  :  de  plus  Tangle  des 
nouvelles  coordonnées  restant  quelconque ,  k  seroit  indéterminée  y 
et  il  n'y  auroit  entre  les  quatre  quantités  m^n y  p  tx  q^  que  les 
équations  /»* + n*=  !,/>*+ î*=  i  •  On  pounoit  donc  disposer  comme 


DES    Ligues    courbes.      349 

on  voudra  de  deux  quelconques  d'entr'elles  ,  ainsi  que  des  quantités 
tf  et  ^  y  qui  9  marquant  la  position  de  l'origine ,  sont  absolument 
indéterminées.  On  ne  doit  pas  croire  cependant  qu'on  puisse  toujours 
au  moyen  de  ces  quatre  arbitraires  y  faire  dispamtre  dans  tous  les  cas 
un  pareil  nombre  des  termes  de.  la  transformée  ci-dessus  ;  il  feiut 
pour  cela  que  les  équations  qui  résultent  des  coefficiens  égalés  à  zéro 
s'accordent  ehtr'elles ,  et  donnent  des  valeurs  réelles  pour  les  quan- 
tités qu'elles  déterminent.  La  plus  grande  réduction  qu'on  puisse 
opérer,  consiste  à  faire  disparoître  à  la  fois  les  termes  xB'u,  xCt 
Z)Vet  JTr',  en  posant  les;  équations  B!=Oy  C=Oy.  D'^=tQ^  i^=o 
et  alors  l'équation  proposée  devient  A'^%E'ut=iQ^  qui^  comme, 
on  sait ,  appartient  à  Thyperbole  rapportée  à  s^  asymptotes. 

En  faisant  le  calcul,  on.  trouvera  que  les  développtmens  des 
équations  D'=^o  ^  et  i^=o ,  sont 

Dm!''\'  xEmn  +  -F/i*  =  o,       Dp""  +  xEpq  ^  /^y*  =  o 

et  qu'elles  ne  peuvent  donner  pour  —  et  -  des  valeurs  réelles 
que  quand  E*  surpasse  FD. 

Quoique  les  rapports  —  et  ~    soient   donnés    par  là    même 

équation  ^  ils  dmvent  néanmoins  être  toujours  inégaux ,  sans  quoi 
en  vertu  des  équations  ot*+/î*=i  et  />*+y*=:i^  on  auroit 
et  y=±«,  d'oiix=imÇu:±u)+a  tty=:n(,u=tx)  +  i.En 


r 


éliminant  udtit ,  il  viendront  nx  —  m  y  =zna  —  mh^  résultat  qui  ne 
sauroit  s'accorder  en  général  avec  l'équation  (  i  )  ;  il  faut  donc  que 

l'équation  D—  +  i^J h  F=:  o ,  ait  ses  deux  racines  inégales  ^  et 


m 


€tt  prenant  l'une  d'elles  pour  —  IHiutre  exprimera  -< 

a  16,  Les  détails  précédens  suffisent  pour  montrer  comment  la 
transformation  des  coordonnées  fait  distinguer  parmi  les  termes 
d'une  équation  proposée  ceux  qui  ne  dépendent  que  de  la  position 
particulière  des  axes  ;  je  me  bornerai  donc  à  indiquer  la  marche 
qu'il  faiidroit  suivre  pour  traiter  l'équation  générale  des  lignes 
du  troisième  ordre ,      -     . 
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'  En  y  substituant  mu^pt+  a  tt  nu^qt  +  by^n  Heu  de  x^ 
dey  j  die  prendra  la  forme 

J'observerai  qu'on  ^eut  toujours  supposer  K=^o ,  et  chasser  ainsi 
le  terme  ^.  En  effet  ^  si  on  effectue  le  calcul ,  on  trouvera  que 
JSC'=±:  Gi^  ^  Hp^^+Ip  î*+iSr î*,  et  que  par  conséquent  le  rapport 

de -,  déterminé  par  Tequation  Ç—  •^--Sr-~;  +  /^  -i-K=p,  aura 

au  moins  une  valeur  réelle. 

r' En  ne-faisaiîÈ  que  passer  des  coordonnées  primitives  à  d'autres 
coordohnéts'  ertcorfe  '  perpendiculaires  ,  et  en  laissant  l'origine  au 
point  oîr'eite  étoît' d'abord,  on  pourroit  toujours  se  débarrasser 
du ' terme^ Jf^ /%  6ar  en  supposant  ^=0,^=0,/^= — ntx  q=im 
(n*.  21  j  ),  dans  la  transformée  ci  -  dessus ,  on  auroit  l'équation 
'     m^        ^^rr&       \   fn        '  .,         ,  ni 

—  G  -r-  -^  H  ~r' — / 1-^  =  0,  pour  décermmer  — -, 

.  .^71"* .    r^    n^  fi  .     ■      *     ."    •  n 

n  suit  de  là ,  que  la  présence  du  terme  Ky^  ne  repd  pas  l'équa- 
tion  (  I  )  plus  générale  ;  il .  en  seroit  de  même  du  terme  affecté 
de  y^^  dans  l'équation  du  cinquième  ordre  et  des  termes  analogues 
dans  tous  les  ordres  impairs.  Cette  circonstance  n'a  pas  lieu  pour 
les  ordres  pairs ,  car  on  a  vu  déjà  {n^'.précid.)^  que  l'un  des  quarif 
fés  tt*  bu  ^  ne  pouvoit  disparoître  4e  l'équation  du  second  degré  si 
que  dans  un  cas  particulier. 

La  transformation  générale  iniroduisant  quatre  quantités  arbi- 
traires ^  nous  pouvons  encore  en  déterminer  trois ,  d^  manière  à 
faire  évanouir  un  pareil  nombre,  de  termes  dans  l'équation  (i)^ 
outre  le  terme  jBCV ,  déjà  chassé  par  l'équation  K'=o*  H  se  pré? 
sente  plusieurs  combinaisons  dans  le  choix  de  ces  termes  ;  Nevton 
qui  le  premier  fit  l'énumération  des  lignes  du  troisiènte  ordre ,  -  ks 
rapporta  toutes  aux  quatre  équations  suivantes , 

u^' + B'u + /?'«*  +  G'u^  +  JTr*  =  p 
fuà  première  résulte  de  la  supposition  deK^—o^  ^'=0,  /^'=àL» 
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K^=09  dans  l'équation  (i).  Les  trois  autres  répondent  aux  difFérens 
cas  dans  lesquels  les  relations  particulières  qui  se  trouvent  entre 
les  coefiiciens  de  l'équation  (  i  )i  ^  concourent  avec  les  équations 
que  peut  fournir  la  transformat^h  des  coordonnées ,  à  rendre  nuls 
un  plus  grand  nombre  de  coefficiens  de  l'équation  {%). 

2.17.  On  a  cherché  à  retrouver  dans  les  courbes  des  ordres  supé- 
rieurs y  des  propriétés  analogues  à  celles  du  second  >  c'est  ce  qui.  a 
donné  lieu  à  la  considération  des  centres  et  des  diamètres. 

Le  centre  d'une  courbe  est  un  point  de  son  plan ,  tel  que  toutes 
les  droites  qui  y  passent ,  ont  de  part  et  d'autre  de  ce  point ,  des 
positions  égales  terminées  à  I^  courbe  prôppsée.  L'origine  des 
coordonnées  dans  l^exemple  du  n"".  104 ,  est  le  centre  4e  la  courbe 
représentée  par  la  figure  9  ;  car  si  on  tire  pat  ce  point  une  droite  quel^ 
conque  Mm  ^  les  deux  parties  A  M  et  ^  m  seront  égales  entr'elles  ;  et 
cela ,  parce  qu'en  prenant  jip=^  ^$9^  trouvera  au-dessous  de  ^B, 
des  ordonnées/^/»  et  pm'  respectivement  égales  à  PM  et  PM\ 

La  courbe  citée  pour  exemple  ne  doit  cette  propriété  qu'à  ce  que 
son  équation  demeure  la  même  lorsqu'on  y  change  .^«t^^  en-*- jc 
et  — y ,  ce  qui  fait  que  chaque  valeur  négative  de.  Xy  dpnne  une 
ordonnée  de  même  grandeur  qu^  celle  qui  répond  à*  U  valeur  posi- 
tive correspondante  ,  mais  de  sign/e  contraire  ;  et  on  voit  que  cela 
arrivera  dans  toute  équaiion.  de  degré  pair ,  qui  ne  contiendra  que 
des  termes  oii  la  somme  des  exposans  de!  x  tt  de  y  fera  un 
jiombre  pa^ ,  ou  b^n  dans,  toute  équation  de  degré  impair  ,^  pour 
laquelle  cette  soqime  s^ra  toujours  un. nombre  impair  >  éellesieroient 
par  exemple  : 

.  ^— ^'jr* + jiy^^Ê^=6 ,     et  x^.-^xy + j^—y^c. 

Il  suit  de  là  que  pour  savoir  si  une  courbe  a  un  centre,  il  faut 
chercher,  si  en  transportant  l'origine  des  ^ôcB^donaéesr  dans  un  point 
quelconque,  on  ne  pourroit  pas. faire  évànOuif  toits  ks  tefmes  de 
degré  impair,  dans  le  cas  où  l'équation  proposée'. seroit  d'un  degré 
pair,  oii.  tous  les  termes  de  degré  pair ,  si  elle  étoèt  d'un  degré 


\ 


Daas  le  second  ordre  les  termes  de  degré  impair ,  xÈxtt  idyi 
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disparoissent  toujours^  excepté  lorsque  E*=DJF{  n°.  114  );  aussi 
la  parabole ,  qui  répond  à  ce  cas  particulier ,  est-elle  la  seule  des 
courbes  du  second  ordre  qui  n*ait  pas  de  centre. 

Pour  obtenir  les  courbes  du  troisième  ordre ,  qui  ont  un  centre  ; 
il  faudra  dansj'équation  générale  du  u*".  précéd.  substituer  x'+a^  au 
lieu  de  x^  ^ty+by  au  lieu  de^;  égaler  ensuite  à  jtéro  les  coeffi- 
ciens  de  chacun  des  quatre  termes  de  degré  pair ,  ^-/ ,  B'x*^  ^x'y, 
Fy^ ,  et  comme  on  n'a  introduit  quç  deux  arbitraires  >  il  y  rester^ 
deux  équations  de  condition.  Je  ne  m'arrêterai  point  à  ces  calculs  ^ 
qui  n*ont  d'autre  difficulté  que  leur  longueur. 

218.  Lés  diamètres  des  courbes  du  second  ordre  sont  ^  comme 
on  sait  y  des  droites  telles  que  pour  chacun  de  leurs  points ,  l'or- 
donnée positivé  est  égale  à  l'ordonnée  négative  ;  un  diamètre  per« 
pendiculaire  à  %t^  ordonnées  s'appcile  axt.  Dans  les  courbes  des 
ordres  supérieurs  on  a  étendu  l'acception  du  mot  diamiere  en  l'appli^ 
quant  à  tout  axe  des  abscisses ,  tel  que ,  dans  chacun  de  ses  points , 
la  somme  des  or4onnces  positives  soit  égale  à  celle  ^e$  ordonnées 
négatives. 

L'équation  générale  des  Hgnes  de  l'ordre  r  ^  étant  ordonnée  par  fap» 
port  ky^  peut  être  représentée  par 

y+(u^+Bx)y^^  +  (C+Dx+Fx')y^ 'I^^ 

+  •  Y +P+  Qx+ Rx^. .  •  •  +  CV3     ' 

^et  il  est  évident  jqu'en  considérant  une  valeur  particulière  de  x  ; 
'A-\^Bx  exprimera  la  ^omme  des  valeurs  correspondantes  de  y 
prises. avec  un  signe  contraire ,  C^Dx+Ep(^  celle  de  leurs  pro- 
liuîts  deux  à  4eux.,»«...  et  enfin  £7  le  produit  de  toutes  ces 
valeurs. 

On.  pourroic  tirer  beaucoup  de  conséquences  importantes  de  cette 
manière  de  présenter  l'équation  d'une  ligne  courbe  ;  mais  pour  me 
renfermer  dans  irfon  sujet,  je  me  bornerai  à  faire  observer  que 
lorsque  le  terme  affecté  de  y''^^  manquera ,  la  courbe  proposée  sera 
rapportée  à  un  de  ses  diamètres ,  puisqu'alors  la  somme  des  or* 
^onoées  positives  et  négatives  sera  nulle  pour  une  abscisse  quel- 
conque.  Si  le  terme  de  j^'"*  se  trouve  dans  l'équation ,  on  pourra 
toujours  le  faire  disparoitre  en  changeant  la  position  de  Taxe  des 

abscisses 


/ 
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abscisses  et  celle  de  Torigine  des  ordonnées.  Les  formules  générales 
du  n®.  a  10  donnent  dans  ce  cas  xz=:mu  et  j'=nw+r+5.  Cette 
substitution  étant  faite ,  il  viendra  pour  les  deux  premiers  termes 
de  la  transformée ,  ordonnée  par  rapport  k  e^ 

il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  la  partie  constante  du  coefficient 
de  /'"^*  et  celle  qui  est  affectée  de  z« ,  cç  qui  donnera 

rn+Bm==o.       ri  +  ^  =  o,  d^oh  — = ,  i== . 

m  r  r 

On  voit  par  ces  résultats  qu'il  sera  toujours  possible  de  chasser  le 
terme  aflSscté  de  t^"^  i  mais  en  changeant  la  direction  des  ordonnées  ^ 
à  laquelle  nous  n'avons  pas  touché  >  on  changeroit  aussi  la  position 
du  diamètre;  il  s'ensuit  donc  qu'une  même  courbe  a  une  infinité 
de  diamètres. 

219.  Si  en  changeant  à  la  fois  9  d'une  manière  quelconque ,  la 
position  de  l'axe  des  abscisses  et  l'angle  des  coordonnées  y  c'est-à- 
dire  ,  en  substituant  mu  +  pt  ^  x  tt  nu  +  qt  +  b  ày,  on  par- 
venoit  à  chasser  tous  les  termes  dans  lesquels  y  se  trouve  élevé 
aune  puissance  impaire 9  le  nouvel  axe  des  abscisses  ,seroit  un 
diamètre  du  même  genre  que  ceux  du  second  ordre ,  un  diamètre 
absolu  y  k  tous  les  points  duquel  répondroient  autant  d'ordonnées 
positives  que  de  négatives ,  et  chacune  des  premières  auroit  son 
égale  parmi  les  seconde^.  En  effet,  on  pourroit  alors  regarder  /*  comme 
l'inconnue  dans  l'équation  proposée,  et  faisant  t^=iy  il  en  ré- 
sulteroit  r=;=±(/^,  ou  autant  de  couples  de  valeurs  de  / ,  égales  et  de 
signe  contraire ,  que  l'équation  en  i  auroit  de  racines.  Il  n'en  est  pas 
des  diamètres  absolus  comme  des  diamètres  simples ,  car  le  nombre 
des  termes  qu'il  faut  faire  disparoître  pour  obtenir  les  courbes 
susceptibles  des  premiers  ,  devient  de  plus  en  plus  grand ,  k  mesure 
qu'on  passe  k  des  ordres  plus  élevés  ;  et  parmi  les  cinq  quantités  m^p^ 
n ,  f  et  ^ ,  il  n'y  en  a ,  comme  on  sait ,  que  quatre  dont  on  puisse 
disposer, 

%io.  La  transformation  des  coordonnées  fouriiit  un  moyen  très* 
élégant  pour  déterminer  la  position  d'une  droite  qui  touche  une  / 

courbe  proposée ,  dans  un  point  quelcojique ,  et  par  là  fait  con« 
CaUul  difinntitl.  Y  y 


> 


354  Ch.     IV.     Théorie 

noître  si  ce  point  z%\  simple  ou  multiple,  et  si  la  courbe  y  subit 
une  inflexion. 

En  effet ,  si  on  conçoit  que  Toriglne  des  coordonnées,  située  d'abord 
FIG.  17  et  1 8.  ^^^  ifië'  ^7  ^^  ^  8  ,  ait  été  transportée  sur  un  point  quelconque  de  la 

courbe  3IX\-  qu'on  ait  pris  pour  axe  des  abscisses  la  droite.  MB' , 
parallèle  à  ^i?,  et  pour  axe   des   ordonnées    une   droite    quel- 
conque Mm  passant  par  le  point  iM  ;  il  est  visibte  que  ce  dernier 
rencontrera  la  courbe  deux  fois  au  moins ,  savoir  en  M  et  en  m. 
Nommant  u  et  t  les  nouvelles  abscisses  et  les  nouvelles  ordonnées , 
et  faisant  -df  P=  a  ,  PM  =  ^ ,  on  obtiendra  Téquation  entre  «  et  /, 
par  la  substitution  de  u+pt+a  au  lieu  de  :f ,  et   de  ^ /+i    au 
lieu  de  y.  Mais  pour  trouver  les   points  dans  lesquels  le   nouvel 
axe  des  ordonnées  il/A»?  rencontre  la  courbe,^ il  faudra  faire  tf  =  o 
dans  cette  équation,  et  les  valeurs  de  t  qui  en  résulteront  seront 
celles  des  différentes  ordonnées  qui  répondent  à  Torigine  M.  Suppo- 
sons maintenant  que  la  ligne  M  m  en  tournant  autour  du  point  M^ 
se  rapproche  de  la  ligne  MT^  qui  ne  fait  que  toucher  la  courbe,  le 
point   m   se    rapprochera  aussi  de  plus  en  plus  du  point  My  €t 
ces  deux  points  se  confondroni ,  lorsque  Mm  et  MT  coïncideront. 
Il   y  aura  donc  dans  ce   cas  deux  valeurs  de  t  qui  deviendront 
nulles   en   même  tems ,   et   par  conséquent   l'équation  en  u  et  t 
'  devra  être  divisible  par  r%  dans  l'hypothèse  de  k=o',  ce  qui  exige 
que  le  terme  multiplié  par  /  disparoisse  ainsi  que  le  terme  constant. 
L'exemple  suivant  montrera  l'usage  qu'on  peut  faire  de  cette  condition. 
Soit    l'équation  y*=  -r/  ^  ;   on  y    mettra    seulement   pt  +  a 
pour  a:,  et  q t'+  b  pour^,  parce  que  devant  faire  tt=o,  après  les 
substitutions ,  il  est  inutile  d'avoir  égard  à  cette  variable*  En  or- 
donnant par  rapport  à  /,  on  trouvera 

Pour  que  cette  équation  soit  divisible  par  r*,  il  faudra  qu'on  ait 

b^ — Aa'=o  y  1  bq — ^/7  =  o# 

La  première  de  ces  deux  équations ,  qui  n'est  autre  chose  qtie  la 
proposée^  dans  laquelle  on  auroit  remplacé  x  par  a  et  y  par  è ,  sera 
toujours  identique,  puisque  le  point  M  étant  sur  la  courbe 
donnée ,'  il  doit  y  avoir  entre  aetbh  même  relation  qu'entre  x  ety.' 
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La  seconde  équation  donnera  2.  —  _.  En  se  reportant  aux  con- 

p        xb 

ventîons   établies  dans   le  n*.  iio,   on  verra   que  -  exprime  la 

P 

tangente  de  l'angle  que  l'ordonnée  t  fait  avec  l'abscisse  x ,  et  que 
par  conséquent  Taxe  parallèle  à  cette  ordonnée  doit  avoir  pour 

équation  par  rapport  aux  axes  primitifs^ — br=  1  (^x — a)  (  vC.  198  ); 

P 

en  y  mettant  la  valeur  de  -   que  l'on  vient  de    trouver  ,  il  en 

P 

résultera  y — *=— 7  (^  —  ^)  qwî  sera  l'équation  de  la  droite  TM. 

xb^ 
Si  dans  cette  dernière  on  faitj<=o,  il  viendra  x'= — [-  ^  ;  en  ob- 

servant  que  par  la  nature  de  la  courbe  proposée  b^=Aa  ,  on  trou- 
vera x=.  —  a.  Cette  valeur  répondant  au  point  T,  donnera,  jîg.  17, 

AT=a         et  PT=AP+ jiT=ia: 
on  reconnoîtra  sans  peine  dans  ce  résultat ,  la  soutangente  de  la 
parabole  dont  l'équation  est  b*=xj4a^ 

XI i.  Si  le  point  Myfig.  19,  étoit  l'intersection  de  plusieurs  FIG.  19. 
branches  de  la  courbe ,  il  y  auroit ,  quelle  que  fiit  la  position  de 
l'axe  Mm^  autant  de  valeurs  de  t  qui  deviendroient  nulles  dans 
la  supposition  de  «=o ,  qu'il  passe  de  branches  par  ce  point  ;  l'équa- 
tion en  j^  et  r  seroit  donc  divisible  par  une  puissance  de  /  du  degré 
marqué  par  le  nombre  de  ces  branches ,  et  cela ,  quelque  valeur  qu'on 

puisse  donner  au  rapport  ~. 

Ti       .  P         ^        .  . 

Il  suit  de  là  que  pour  connoître  si  le  point  dont  les  coordon- 
nées sont,  a  tl  b  appartient  ou  non  à  plusieurs  branches  de  la 
coutbe/proposée  ,  il  faut  substituer /;  r  +  ^  et  qt-\'  b^  au  lieu  de  x 
et  de  j^,  et  chercher  ensuite  combien  de  termes  de  la  transformée  dis- 
paroissent.  Si  elle  devenoît  divisible  par  /%  le  point  qu'on  consi- 
dère seroit  double ^  c'est-à-dire,  qu'il  apparticn droit  à  deux  bran- 
ches ;  il  seroit  triple ,  ou  appartiendront  à  trois  branches ,  si  cette 
transformée  étoit  divisible  par  r' ,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  aussi  trouver  si  la  courbe  proposée  a  des  points  dou- 

Yy  1      . 
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blés ,  triples  i    etc.  en  cherchant  à  rendre  la  transformée  dont  o 
vient  de  parler  divisible  par  /%  par  r^,  etc.  Proposons- nous  pour 
exemple  de  trouver  les  points  doubles  de  la  courbe  représentée  par 
réquation  x^: —  'iaxy  +y^  +^^=r=o.  ^ 

En  y  changeant  x  et  y  en  pt  +  a  et  qi  +  b^  on  a. 

résultat  qui  doit  être  divisible  par  r%  quels  que  soient /?  et  q ,  lorsque  a 
et  b  ont  les  valeurs  qui  conviennent  à  un  point  double.  Pour  expri-* 
mer  cette  condition  on  égalera  séparément  à  zéro  ^  le  terme  cons- 
tant ,  la  partie  du  coefficient  de  r  qui  est  multipliée  par  p^  tt  celle 
qui  l'est  par  9 ,  ce  qui  produira  les  trois  équations  suivantes , 
a^—'iJab  +  P  +  ji^=0^     tf* — Ab=o.     b*—Aa=o. 
Les  deux  dernières  donnent ,  i  "*.  a =0 ,  i=o ,  1**.  a=b^=z^  :  les  va- 
leurs a=oet  ^  =  0,  ne  satisfaisant  point  à  la  première  n'appartien- 
nent point  à  la  courbe  proposée  ;  mais  la  suppositioa  de  a=^=^ 
rendant  cette  équation  identique  y  il  en  faut  conclure  que  le  point 
/  dans  lequel  on  a  :r  ^=y  =  A  est  un  point  double. 

111.  Si  on  demandoit  l'équation  de  la  droite  qui  touche  la  courbe 

à  ce  point  ^  on  détermineroit  le  rapport  - ,   en  galant  à  zéro  le 

P 

coefficient  de  /'•  En  général ,  pour  un  point  (pultiple  qui  feroit 
disparoître  un  nombre  quelconque  des  derniers  termes  de  la  trans- 
formée en  /,  on  égaleroit  à  zéro  1^  coefficient  du  premier  des  termes 
qui  ne  s'évanouissent  pas.  Voici  la  raison  de  cette  règle  : 

On  peut  mener  par  le  point  Jlf  une  infinité  d'axes  tels  que  Mm  ^ 
qui  rencontreront  une  même  branche  JtOT dans' deux  points  au  moins; 
d'abord  en  JkTet  ensuite  quelqu'autre  part  en  /»:  le  second  de  ces  points 
se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  premier,  à  mesure  que  l'axe  Mm 
deviendra  plus  voisin  de  la  tangente  TM.  Quand  ces  deux  droites 
coïncideront ,  les  points  Met  m  seront  réunis  ;  il  y  aura  donc ,  re- 
lativement à  l'axe  TM  une  nouvelle  valeur  de  r  qui  deviendra  nulle  ; 
et  par  conséquent  la  transformée ,  prise  par  rapport  à  cet  axe ,  se 
trouvera  divisible  par  une  puissance  de  t  supérieure  d  une  unité  à 
celle  qu'on  rencontreroit  .pour  tout  autre. 
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Le  point  qu'on  a  considéré  dans  l'exemple  du  h°.  précédent  étant 
double ,  la  tangente  doit  être  regardée  comme,  rendant  nulles  trois 
valeurs  de  /,  puisquHl  y  en  a  toujours  deux  qui  s'évanouissent  par 
rapport  à  un  axe  quelconque  :  il  faut  donc  faire  disparoître  le  terme 
affecté  de  /*  dans  la  transformée,  afin  qu'elle  devienne  divisible  par  t^. 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  t*  dans  cette  équation  ,  il  vient 
ap""  —  Apq  +  bq''  =  o'y  mettant  A  au  lieu  de  <«  et  de  ^ ,  et  divisant 


.& 


=  o.  On  ne  doit  pas  être  surpris  de 


par^,  on  trouve  i +   - 

P         P 

voir  -  déterminé  par  une  équation  d'un  degré  supérieur  au  premier , 

car  l'inspection  seule  de  la  figure  ^  prouve  qu'en  général  ^  il  y  a 
pour  un  point  multiple  autant  de  tangentes  qu'il  y  passe  de  branches 
différentes^  et  que  par  conséquent  un  point  double  doit  en  avoir 
deux.  Cependant  si  parmi  les  branches  il  s'en  trouvoit  plusieurs 
qui  ne  fissent  que  se  toucher ,  elles  n'auroient  qu'une  seule  tan- 
gente ;  delà  naissent  plusieurs  espèces  de  points  multiples. . 

Les  points  de  rebroussement  sont  des  points  multiples,  dans 
lesquels  deux  branches  se  touchent  »  et  ne  passent  point  au-delà* 
Dans  celui  delà  première  espèce ,  la  tangente  TM  fig.  lo,  se  trouve  FIG.  20  et  ai. 
entre  les  deux  branches ,  et  elle  les  laisse  toutes  deux  du  même  côté , 
dans  celui  de  la  seconde,  fig.  xi«  Si  les  branches  au  lieu  de  s'ar- 
rêter en  A  y  se  continuoient  de  l'autre  côté ,  suivant  les  cours 
ponctués,  le  premier  cas  seroit  une  osculadon^  et  le  second  un 
cmbrassemcnt. 

123 •  L'équation  i  —  --| — -  =0   ne  donne  pour  -que  deux 

P       P  P 

valeurs  imaginaires,  ce  qui  nous  fait  voir  qu'au  point  que  nous 

examinons,  la  courbe  proposée  est  dépourvue  de  tangente;  et 
comme  quelque  petite  que  soit  une  portion  de  courbe ,  on  conçoit 
qu'il  est  toujours  possible  de  mener  une  droite  qui  la  touche ,  il 
s'ensuit  que  le  point  dont  il  s'agit  n'est  qu'un  point  isolé  ou 
conjugué  (  n**.^  209  ). 

La  comparaison    de  x^ — '^Axy-^-y^-^A^^^o  ^   avec  la  for- 
mule générale  des  équations  du  trobième  degréy+Pj^+Q=o, 


x+^     fx — A" 

y= + 

2 
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donnera  P=— 3-=^;^;,  Q  =  ^'+jr3 .  substituant  pour  P  et  Q 
leurs  valeurs  dans  les  expressions  des  racines  de  y+Pj'+Q=o, 
on  trouvera   que  celles  de  x^ — 3 -^^J^ +y+-^^=o,  sont 

y=—x—Ay 

(x—A\, —  x-\-A      fx—A\  y 

FIG.  22.  La  première  représente  une  droite  DY,fig.  12,  pour  laquelle 
AE=AZ>= — A\  la  seconde  et  la  troisième  ne  devenant  réelles 
que  quand  xz=iAt  appartiennent  toutes  deux  au  point  M  y  qui , 
comme  on  voit ,-  est  bien  un  point  double ,  mais  ne  sauroit  avoir 
de  tangente. 

224.  Si  on  vouloît  chercher  les  points  doubles  de  la  courbe 
représentée  par  Téquaiion  x^ — 3^  ^^^+^^^=0  >  'a  règle  du  n^.  221 
donneroit  ^  =  o  ;  ce  qui  montre  que  l'origine  des  coordonnées 
primitives  est  en  effet  un  point  double. 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  r',  pour  déterminer  les  tan- 
gentes de  ce  point ,  on  trouvera  Apq=Oy  équation  à  laquelle  on 
satisfait  en  faisant  /?  =  o  ou  j  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  le  rapport  -  devient  infini,  et  il  est  nul  dans 

P 
le  second  :  il  suit  de  là  (  n"".  196  )  ,  qu'une  des  tangentes  fait  un  angle 

droit  avec  Taxe  des  abscisses,  et  que  l'autre  lui  est  parallèle;  mais 

comme  elles  passent  par  l'origine ,  on  voit  que  la  première  n'est 

autre  que  Taxe  des  ordonnées  ,  et  la  seconde  celui  des  abscisses.  La 

figure  8  représente  la  courbe,   qui  résulte  de  l'équation  proposée; 

le    point  A  est   l'intersection  de  deux   branches ,   dont   l'une  est 

touchée  par  AC  et  l'autre  par  AB, 

225.  Si  la  courbe  proposée  subit  une  inflexion,  il  y  aura  alors 
FIG.  23.  ^^^^^  intersections  de  l'axe  Mm^fig.  23  ,  qui  se  réduiront  à  une 
-  seule ,  quand  il  coïncidera  avec  la  tangente.  Il  suit  de  là  que  dans 
le  cas  d'une  inflexion  ,  la  transformée  en  /  doit  être  divisible  par  /^, 
comme  pour  un  point  triple ,  mais  avec  cette  différence ,  que  s'il 
passoit  réellement  trois  branches  de  la  courbe  par  le  point  iM, les  termes 
affectés  de  t  et  de  r*  s'évanouiroient  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
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de  -,  tandis  que  ce  n'est  qu'en  donnant  à  ce   rapport  la  valeur 

P 
qui  convient  à  la  tangente,  que  les  termes   dont  on    vient    de 

parler  disparoissent. 

Nous-prendrons  pour  exemple  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion ji:^+ -^x*  4- JÎ*y=o.  En  faisant  A:=/;r+^,   yz=qt+  byW  vient 

Si  la  courbe  proposée  a  un  point  d'inflexion ,  d'après  ce  qui  précède , 
la  transformée  ci-dessus  deviendra  divisible  par  ^  ,  lorsqu'on  don- 
nera à  -  la  valeur  qui  convient  à  ce  point  ;  les  trois  équations 
ftf^  +  ^tf"  +  5»i=rO,  {-^a^'+xAa)  p  +  B^q  =  o^  3tf;^*  +  ^/?*=o  , 

auront  donc  lieu  en  même  tems.  La  dernière  donne  a= —  — 

3 

substituant  dans  la  première  et  dans  la  seconde ,  on  trouvera 


b  = :r-        eti 


27  ^*  p        3  5* 

Ces  valeurs  n'appartiennent  pas  à  un  point  multiple ,  puisqu'elles  ne 
font  pas  évanouir  séparément  chacun  des  'coefficiens  de  jp  et  de  ^ , 
mais  bien  à  un  point  d'inflexion. 

Il  y  auroit  beaucoup  de  conséquences  intéressantes  à  déduire  des 
applications  que  nous  venons  de  faire  de  la  transformation  des 
coordonnées,  mab  comme  je  dois  traiter  les  mêmes  objets  par  le 
Calcul  différentiel ,  je  me  bornerai  auxL-remarques  suivantes  : 

126.  Si  une  valeur  de  -  rend  la  transformée  divisible  par  /^,  et 

que  le  point  oîi  cela  arrive  ne  soit  pas  multiple ,  il  n'y  aura  inflexion 
que  dans  le  cas  oii  n  seroit  un  nombre  impair.  Pour  se  peindre  cette 
circonstance ,  il  faut  concevoir  une  courbe  X  y,  /^,  24,  qui  ait  un  FIG.  24. 
nombre  quelconque  d'inflexions ,  trois  par  exemple  ;  on  voit  qu'une 
semblable  courbe  pourra  être  coupée  en  cinq  points  par  une  ligne 
droite ,  et  que  les  distances  des  intersections  dépendront  non  seule- 
ment de  la  position  de  cette  droite ,  mais  encore  des  intervalles  qui 
séparent  chaque  inflexion ,  intervalles  qui  eux-mêmes  tiennent  aux  . 
valeurs  des  constantes  de  l'équation  de  la  courbe  proposée.  Il  est 
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évident  qu3  si ,  pour  quelques  valeurs  particulières  de  ces  cons- 
tante^, les  deux  inflexions  M  et  iW'  se  réunhsoient,  elles  s'efFa- 
ceroient  mutuellement ,  ensorte  que  si  la  courbe  dans  son  état 
primitif  n'avoit  que  ces  deux-là ,  elle  n'en  *^moatreroit  plus  aucune 
trace.  Maïs  si  elle  en  a  une  troisième  en  M^\  par  exemple ,  elle  la 
çoiHerveroît  encore,  quand  même  le  point  M'^  viehdroit  à  se 
confondre  avec  les  deux  autres  M  et  Ai' ,  supposés  réunis.  Les  points 
qui  résultent  ainsi  de  la  réunion  de  plusieurs  inflexions  ^  sont  nom- 
més poiniS  de  serpeneemmt;  ils  sont  visibles  ou  invisibles,  selon 
que  le  nombre  des  inflexions  tst  impair  ou  pair. 

117.  Un  courbe  d*un  ordre  quelconque  ne  peut  avoir  de  point 
singulier  qui  soit  la  réunion  d*un  nombre  Az  points  simples  plus 
grand  que  l'exposant  de  son  ordre.  En  effet ,  puisque  la  transforma- 
tion des  coordonnées  d'une  courbe  ne  change  point  le  degré  de 
son  équation ,  il  s'ensuit  que  les  nouvelles  ordonnées ,  quelque  posi- 
tioxl  qu'on  leur  donne ,  ne  peuvent  avoir  pour  là  même  abscisse 
plus  de  valeurs  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  nombre  qui  marque 
le  degré  de  cette  équation.  C'est  pour  cette  raison  qu'une  courbe  du 
second  ordre ,  qui  n'a  que  deux  ordonnées  au  plus ,  pour  une  même 
abscisse ,  ne  présente  aucun  point  double  ;  car  en  portant  l'origine 
sur  un  point  de  cette  nature  >  et  prenant  pour  axe  des  ordonnées  la 
tangente ,  il  devroit  résulter  de  la  réunion  de  trois  points  distincts. 
Les  courbes  du  troisième  ordre  admettent  des  points  doubles  et  des 
points  d'inflexion  ,  parce  qu'elles  peuvent  avoir  trois  ordonnées  sur 
une  même  abscisse^ 

3.18.  Il  est  facile  d'étendre  ces  considérations  aussi  loin  qu'on 
voudra  ;  elles  reposent  sur  ce  principe ,  que  le  nombre  des  inter- 
sections d'une  ligne  droite  et  d'une  courbe  quelconque,  ne  peut 
surpasser  celui  qui  marque  le 'degré  de  l'équation  de  cette  courbe. 
En  effet ,  les  ordonnées  du  point  de  rencontre  de  deux  lignes  quel- 
conques doivent  satisfaire  en  même  tems  à  l'équation  de  Pune 
et  à  celle  de  l'autre ,  et  par  conséquent  si  on  élimine  une  des 
indéterminées  de  ces  deux  équations,  le. résultat  donnera  toutes 
les  valeurs  que  peut  prendre  la  seconde  indéterminée,  dans  les 
divers  points  d'intersection  des  lignes  qu'on  considère  ;  or  inéqua- 
tion 


\ 
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tîon  d'une  droite  étant  ,y=:ax  +  b  (n**.  196)  ,  le  résultat  de  sa 
combinaison  avec  une  équation  du  degré  m^  ne  pourra  jamais 
s'élever  au-delà  de  ce  degré. 

II  suit  de  ce  qu'on  vient  de  lire,  et  de  la  pioposition  démontrée 
dans  le  n^  189,  que  deux  courbes,  l'une  de  Tordre  m  et  l'autre 
de  l'ordre  n ,  ne  peuvent  se  couper  en  plus  àt  mn  points  ;  mais 
il  arrivera  souvent  que  le  nombre  des  intersections  n'atteindra 
pas  cette  limite ,  et  dans  ce  cas  :v  et  j  auront  des  valeurs  ima- 
ginaires. 

Ce  qui  précède  est  le  fondement  de  la  théorie  de  la  construction 
des  équations ,  dans  laquelle  on  regarde  une  équation  à  une  seule 
indéterminée ,  comme  le  résultat  de  l'élimination  d'une  autre  indé- 
tertninée  entre  deux  équations,  qui  contenoient  en  même  tems  la 
première ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  on  considère  l'inconnue 
commme  l'abscisse  d'un  point  situé  à  la  fois  sur  deux  lignés 
courbes  données, 

229.  L'équation  du  premier  ordre  n'ayant  que  trois  termes  et 
deux  coefRciens  constan;,  deux  points  donnés  ont  suffi  pour  la 
particulariser  (n**.  197);  il  n'en  faudra  que  cinq  pour  faiire  la 
même  chose  à  l'égard  de  celle  du  second  ordre,  quoiqu'elle  soit 
composée  de  six  termes  (n"*.  212),  attendu  qu'on  peut  toujours 
par  la  division ,  réduire  à  l'unité  le  coefficient  de  l'un  quelconque 
de  ses  termes. 

Si  on  désigne  par  et ,  et',  (t\  ùtf^\  tt"'  les  abscisses  dés  cinq  points 
connus,  et  par  ^ ,  i3',  j8",  ^"\  jô^'^  leurs  ordonnées ,  qu'on  divise  l'équa- 
tion générale  du  n^.  212  par  ^,  ou  que  pour  plus  de  simplicité  on 
fasse  ce  coefficient  égal  à  l'unité ,  en  substituant  au  lieu  de  :i;  et  de  y , 
chacune  de  leurs  valeurs  données ,  -on  aura  les  cinq  équations  sui- 
vantes ; 

I+25<t     +2Cj3     +Z>a*     +2^*    jS     '^'Ff^''     =0    ' 

1  +  3.5*'  +2Ci8'  +Z>«'*  -^-xEJ  9!  +i^i8'*  =0 
.1  +  25*^'  +2C7i8'^  +Z)*^'*  +2£<t''  9!'  +/'j3;'*  =0 
I  +  xB^'  +  xCf!"  +  />*''*  ^'LEa!''9"'\F9!"''  =0 

qui  serviront  à  détermine^  les  côefficiens  B^Ç^  D^E  et  F.  Chacun 
Calcul  diffircnticL  Zz 


\ 
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de  ces  coefEciens  n'ayant  qu'une  valeur ,  11  est  évident  que  par  cinq 
points  donnés  il  ne  peut  passer  qu'une  ligne  du  second  ordre. 

L'équation  généiale  du  troisième  ordre  (  n\  ii6  )  ,  ne  renfermant 
que  neuf  coeffiçiens  nécessaires ,  quoique  composée  de  dix  termes , 
On  verra  de  même  qu'il  suffit  de  neuf  points  pour  particulariser 
la  courbe  qu'elle  représente  ;  et  en  généralisant  ces  remarques ,  on  en 
conclura  sans  peine  que  l'équation  générale  des  lignes  de  l'ordre  m 

aura  -^— ^ ^ ^  termes ,  -^ -^ — ^ i   coeffi- 

cîens  nécessaires ,  et  qu'il  faudra  par  conséquent'^^ — —  i 

2 

points  donnés  pour  particulariser  la  courbe  à  laquelle  elle  appartient  (*). 

Application         ^30.  Le  développement  des  fonctions  en    séries  est  le   moyen 
du  développement  analytique  le  plus  fécond ,  pour  déduire  de  l'équation  d'une  courbe 

des  fonctions  en  se-  .  . 

ries  à  la  théorie  des  toutes  les  circonstances  de  son  cours.  En  appliquant  à  l'équation 
ouioes.  d'une  courbe  quelconque  la  méthode  exposée  dans  les  n°*  1 19  et  suiv. 

on  parvient^  lorsque  l'abscisse  est  très- petite  ou  très -grande,  à 
exprimer  l'ordonnée  par  des  séries  convergentes ,  qui ,  dans  l'un  et 
l'autre  cas ,  font  connoître  la  direction  des  branches  qu'elles  représea- 
tent ,  en  offrant  le  moyen  de  comparer  ces  branches  à  des  courbes 
très-simples  >  et  dont  le  cours  est  facile  à  déterminer. 

(*)  Il  est  nécessaire  d'observer  que  la  détermination  de  la  ligne  qui  doit  passer 
par  l«s  points  donnés  ne  pourra  être  complète ,  ou  même  avoir  lieu ,  qu'autant  que 
^^v^  la  position  de  ces  points  ne  sera  pas  telle  que  plusieurs  des  équations  par  lesquelles 
on  doit  trouver  les  coeffiçiens  ,  rentrent  Tune  dans  l'autre  ou  deviennent  contradic- 
toires. Telle  est  la  restriction  par  laquelle  Euler  a  levé  une  difficulté  que  présentolt 
cette  théorie ,  et  dont  voici  un  exemple. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus ,  il  ne  peut  passer  qu'une  ligne  du  quatrième 
ordre  par  14  points  donnés,  et  cependant' il  suit  de  la  proposition  qui  termine 
le  n^.  228 ,  que  deux  courbes  de  cet  ordre  peuvent  se  couper  en  16  points  ;  il 
sembleroit  doiic  que  16  points  ne  serolent  pas  même  suffisans  pour  particulariser  la 
courbe  du  quatrième  ordre ,  puisqu'ils  peuvent  être  communs  à  deux  courbes  de  ces 
ordres  ;  mais  le  paradoxe  s'explique  en  observant  que  quoique  pour  déterminer 
les  14  coeffiçiens  de  l'équation  générale  du  quatrième  ordre  relativement  à  ces 
points  y  on  eut  16  équations  du  premier  degré,  il  arrivcroit  que  plusieurs  de  ces 
équations  rcntreroicnt  Func  4a»s  l'autre ,  et  qu'il  rcsteroit  des  coeffiçiens  arbitraire/. 
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L'usage  que  nous  ferons  de  cette  méthode  à  l'égard  de  Téquation 

dix^^x^y — ay^=:0^  la   fera   mieux  connoître  qu'une  exposition 

générale.  Nous  avons  tiré  de  Téquation  ci-dessus  (n^  114)  les  quatre 

séries 


x"^  x^ 


y  —  x+ 5 — 3-  + etc.. (0 

3^        81  a^  2.43  <x* 


y  =  — a — a+^^r-*— 3  a^x-^ — 1  xa'^'x-^—^  5^  *'jr-'*  etc.(a) 

^l  l      i         î    ^  -.5       I 
y=i      a    *x^+-a — ^a'x    ^  +  -a^x^etc (3) 

yz^-^a    ^x^  +  ^a+la^x    ^  + -fl^jc^'etc (4) 

h  série  (  i  )  est  d'autant  plus  convergente  que  x  est  plus  petit ,  et 

on  peut  prendre  cette  variable  telle  que  le  premier  terme  x  sur- 

pass.e  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  (  Int.  n°'.  9  et  36  )  ; 

ensorte  que  la  valeur  de  y  diiïërera  aussi  peu  qu'on  voudra  de 

celle  que  donneroit  l'équation  y=Xj  qui  appartient  à  une  droite 

menée  par  l'origine  des  coordonnées ,  et  faisant  un  angle  de  45^ 

avec  Taxe  des  abscisses.  Il  suit  de  là  qu'une  très^petite  portion  de 

la  courbe  proposée  ,  prise  vers  le  point  uiyfig.  25,  se  confondra    FIG.  1^4 

sensiblement   avec  la   droite   A  T,  dont  on  vient  de  parler  ,  et 

cela  d'autant  mieux  qu'elle  aura  moins  d'étendue.  On  va  voir  de 

plus  qu'il  t%\  impossible  de  mener  par  le  point  A  une  droite  qui 

passe  entre  la  droite  ^JT  et  la  branche  de  courbe  AX. 

231.  Pour  distinguer  l'ordonnée  de  la  droite  -^F  de  celle  de  la 

courbe  9  relativement  à  la  même  ^  abscisse  ^   marquons  la  première 

d'un   accent;    nous   aurons    PM'=y3=jr,    et   par    conséquent 

x^  x^ 

MM!:=:y — .y= — -  etc.  Comparons  maintenant  la  droite 

jtf        8ia- 

A  Y  avec   une   autre   droite  quelconque  A  Z  ,  représentée  par 

l'équation  y'^=:Ax\  la  diflFérence   des   ordonnées  PM'  et  PM\ 

correspondantes  à  une  même  abscisse  dans  l'une  et  -dans  l'autre  9 

sera  M'^M'=^y'' — y'=^  {A — i)x  ;  mais  on  peut  prendre  x  assez  petit 


;c* 


pour  que  la  somme  des  termes -5 — ^  ,  etc.    soit   moindre 

3^         oia 

que  (^—1)  at;  en  supposant  donc  que  AP  représente  la  valeur 

Zz  i) 
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qui  remplit  cette  condition,  on  aura  alors  MM' <C^ M'M^,  On 
pourra  pareillement  donner  à  x  une  valeur  négative  Jp^  telle 
qu'on  ait  encore  mm!  <:i  m!m'^  \  par  conséquent  qwelqu'hypothèse 
qu'on  fasse  sur  le  signe  de  la  quan^té  A — i ,  jamais  dans  Tespacfe* 
M'ml'y  la  droite  AZ  ne  pourra  se  trouver  entre  la  courbe  AX 
et  la  droite  AY. 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  prendre  pour  le  caractère  de  la 
tangente,  Timpossibilité  de  faire  passer  une  autre  droite  entr'elle 
et  la  courbe  ;  la  ligne  AY  touche  donc  la  courbe  proposée  au 
point  A. 


x"  x^ 


231.    Le  signe   de  la  différence  y — y=: etc.   fait 

connoître  de  quel  côté  de  la  droite  AY  se  trouve  la  courbe 
prbposée  avant  et  après  le  point  de  contact  ;  or  ce  signe  ne 
dépend  que  de  celui  du  premier  terme  ,  qui ,  étant  constamment^ 
positif ,  nous  fait  voir  que  l'ordonnée  ,  plus  grande  que  celle  de  la 
droite ,  lorsque  x  est  positif ,  devient  plus  petite  lorsqu^l  est  né- 
gatif,  et  que  par  conséquent  la  courbe  est  au-dessus  de  la  tangente, 
soit  en  deçà  soit  en  delà  du  point  A, 

Mais  l'inspection  seule  d'une  courbe  et  de  sa  tangente  prouve, 
qu'auprès  du  point  de  contact ,  la  première  doit  toujours  présenter 
sa  convexité  à  la  seconde  ;  ainsi  le  point  A  n'est  pas  un  point 
d'inflexion ,  car  pour  que  jcela  fût ,  il  faudroit  qu'avant  ou  après , 
la  courbe  passât  de  Taùtre  côté  de  la  tangente. 

Considérons  maintenant  la  série  (  1  )  qui  n'est  convergente  que 
lorsque^  x  est  très- grand  par  rapport  à  a.  Plus  x  augmente,  plus  la 
valeur  de  y  donnée  par  cette  série  approche  de  la  quantité  a ,  soit 
qu'on  prenne  x  positif,  soit  qu'on  le  prenne  négatif,  mais  sans  y 
atteindre  jamais.  Si  on  prend  sur  l'axe  AC ^  au-dessous  de  AB ^ 
U  distance  AD= — a ,  et  qu'on  tire  la  droite  Z) i7  parallèle  à  ^B ,  y 
étant  égal  à  — a  dans  toute  l'étendue  de  cette  droite,  les  branches 
représentées  par  la  série  (1)  ^  ne  pourront  jamais  la  couper ,  quelque 
prolongée  qu'on  la  suppose  ;  mais  elles  s'en  approcheront  de  plus 

•  •  • 

en  plus  et  l'auront  par  conséqueot  pour  dsymptotç. 
Le  second  terme  de  la  série  (i)'  étant  poçitif,  lorsque  :r  est  n<î-  * 


^ 


\ 
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gatif ,  et  négatif  lorque  x  est  poSitif ,  on  en  conclura  comme  dans 
le  n*.  précédent ,  que  Tasymptote  est  au  -  dessus  de  la  courbe  du 
côté  des  X  négatifs,  et  ^au-dessous  du  côté  des  x  positifs;  on 
verra  d'ailleurs  que  l'ordonnée  y  est  négative  dans  l'un  et  l'autre 
cas  :  les  branches  FS  tt  Ax  seront  donc  situées  par  rapport  à 
leur  asymptote,  comme  le  représente  la  figure. 

On  n'a  tracé  en  plein  que  leurs  extrémités,  parce  que  ce  sont 
les  seules  parties  que  puisse  représenter  la  série  (  2  )  ,  qu'on  ne  doit 
employer  qu'autant  qu'elle  est  (^nvergente. 

233.  Passons  enfin  aux  séries  (3)  et  (4).  Elles  donnent  pour 
y  des  valeurs  qui  diffèrent  d'autant  ^oins  de  celles  qui  résultent 


18  18 

Sa.  33 


des  équations  y=a  x  et  j^= — a  x  que  x  est  plus  grand  ;  les 
courbes  que  ces  dernières  représentent ,  s'approchent  donc  de  plus  en 
plus  des  branches  auxquelles  appartiennent  les  séries  (3  )  et  (4). 


33.*  3      a       I 


Les  deux  équations  y=^a    x   H — tfet^= — a    x  -^ — a  sont 

les  racines  de  y^y a)  = —  et  produisent  une  courbe  composée 

de  deux  branches  semblables  ER  et  J?T,  dont  la  première  sert 
d'asymptote  à  la  branche  positive  AX^  résultante  de  la  série  (3), 
et  la  seconde  remplit  le  même  objet  à  l'égard  de  la  branche  né- 
gative FV^  donnée  par  la  série  (4)  :  on  remarquera  que  les 
séries  (  3  )  et  (  4  )  deviennent  imaginaires ,  lorsqu'on  suppose  x 
négatif  (*). 

134.  La  considération  des  diverses   séries    descendantes,   qu'on 
peut  tirer  d'une  équation  à  deux  variables  ,  fait  connoître  combien 


(*)  On  peut  construire  facilement  par  points ,  la  courbe  que  représente  l'équation 
<i«3-{- jc^y— tf^'3=o  ;   car  en  faisant  j^:=/jc  ,  cette  équation  devient  divisible 

par  x^  et  se  réduit  à  4  +  jc/— tf/^=o,  d'oîi  on  tire  *= ;    donnant 

ensuite  à  t  des  valeurs  arbitraires ,  on  aura  xtty^  sans  qji'il  soit  besoin  d'extraire  au- 
cune racine.  \^t  semblables  artifices  conduisent  souvent  à  exprimer  les  indéterminées 
d'une  équation  d*une.  manière  simple,  et  qui  permet  d'en  trouver  aurant  de  valeurs 
rationnelles  qu'on  veut.  XDn  voit  par  là  que  la  résolution  des  questions  de  Vanalysc 
îndéttrminéejptvit  être  très-utile  pour  la  construction  des^ourbes. 
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la  courbe  qu'elle  représente  a  de  branches  infinies ,  et  quelle  est  Ia( 
nature  de  la  ligne  vers  laquelle  ces  branches  concourent.  Il  est 
évident  qu'une  courbe  ne  peut  avoir  des  branches  infinies  ^  que 
<ians  les  deux  cas  suivans  : 

1%  Lorsque  x  étant  infini,  y  a  une  valeur  réelle,  soit  finie ^^ 
soit  infinie  ;  i**.  lorsque  y  devient  infini ,  quoique  x  reste  fini. 

Pour  le  premier ,  on  cherchera  toutes  les  séries  qui  expriment 
la  valeur  àt  y  dans  l'hypothèse  de  ;i:  très-grand  (n%iji).  Ces 
séries  ne  pourront  être  que  de  la  forme  suivante: 

y= Ca:^+ JÏj^+-^x-+^'Ar-^  +  C^^'+  etc.  •..(!) 

dans  laquelle  le  nombre  des  termes  affectés  des  puissances  positives 
de  X  sera  toujours  limité.  En  faisant...  Cx^  -{-  Bx^  ■\-  Ax ^=y  ^  on  aura 

y  — y  =  B'x-^  +  Cx"'  +  etc. 
d^oii  on  voit  que  plus  x  sera  grand ,  moins  y  différera  de  j^  ;  et 
comm^  on  pourra  toujours  prendre  x  de  manière  que  y — y  soît 
moindre  qu'une  grandeur  donnée,  la  branche  représentée  par  la 
série  (  I  )  s'approchera  donc  sans  cesse  de  l'une  des  branches  de 
la   ligne  donnée  par  l'équation  y=. . .  •  C^''+-Bj»:^+-^jc*. 

C'est  sur  la  nature  de  cette  ligne  que  repose  la  distinction  des 
branches  infinies  en  branches  hyperboliques  et  en  branches  para^ 
bolîqueSj, 

Les  premières  sont  celles  ,  qui ,  comn^e  les  branches  de  l'hyper- 
bole ordinaire,  ont  une  ligne  droite  pour  asymptote;  elles  répon- 
dent au  cas  où  y':=^Bx-^A,  Lorsque  jff  =  o,  l'asymptote  est  pa-^ 
rallèle  à  l'axe  des  abscisses ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  l'exemple  du 
n*.  précédent ,  et  elle  se  confond  ayec  cet  axe  ,  quand  B  ^t  A 
sont  nuls.  ^ 

L*équation  ^'=£r:c*4-JÎ:r+^,  la  plus  simple  après^=jffAr+-^^, 
appartient  à  la  parabole ,  et  comme  elle  est  comprise  dans  l'équa- 
tion générale y^=.  • .  Cx'^-\-Bx^-\-Axf' y  on  nommé  paraboliques  les 
courbes  que  cette  dernière  représente,  et  les  branches  dont  elles 
sont  les  asymptotes ,  dans  une  courbe  quelconque ,  s'appellent 
branches  paraboliques. 

Les  deux  branches  AX  et  FF  données  par  les  séries  (3)  et  (4) 
évL  n*.  précédent ,  3ont  parabpliques ,  puisque  leiu:  asymptote ,  qui  a 
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pour  éqnation  y=  -  ^  d=:  fl  ^  .v%    est    une    courbe    parabolique. 

2 

On  trouvera  les  branches  Infinies  dans  lesquelles  j^  seul  devient  in- 
fini en  cherchant  les  séries  qui  expriment  la  valeur  de  jk:,  lorsque  jr 
est  très-grand. 

135,  Si  dans  la  série  (I)  on  fait  successivement 

y = Cx^+Bx^+Jx^+B'x-^  +  Cxr^  ,  etc. 

les  quantités  y\  y\  y  "y  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  valeur 
de  ^  ;  et  par  conséquent  les  courbes  dont  elles  expriment  les  ordon- 
nées s'approcheront  aussi  sans  cesse  de  la  branche  infinie  à  laquelle 
appartient  la  série  (I).  Ces  courbes  seront  en  nombre  infini,  si  la 
série  (I)  est  infinie;  et  dans  ce  cas  la  branche  qu'elle  représente  aura 
une  infinité  S  asymptotes  courbes.  Cependant  cette  dénomination  est 
plus  particulièrement  affectée  à  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  y'^ 
parce  qu'elle  est  unique  et  qu'elle  est  elle-même  l'asymptote  de 
toutes  les  autres. 

Lorsque  la  branche  qu'on  considère  t^t  hyperbolique ,  ou  qu'on  a 
y^zr^Bx-^-A  y  la  première  asymptote  courbe  est  donnée  par  l'équa- 
tion y  =^A:+^+J?'Ar"^',  qu'on  peut  ramener  à  une  forme  très- 
simple  y  en  changeant  la  position  des  abscisses.  Si  on  y  substitue  m  u 
pour  X  y'nu-\'t-^h'ço\\x  y  y  (  n^.  110  )  et  qu'on  fasse  n=:zBmyb=Ay 
elle  deviendra  t^=z  B^ nr^  ir^\  et  à  cause  que  les  coordonnées  x  tx  y 
sont    perpendiculaires    entr'elles  ,    on    aura    /tz*  +  tz*  =  i  ,    d'oîi 

I  B' 

/»=  et  /!=         . 

Il  faut  remarquer  que  l'équation  t=B'nr^'  ur^'  comprend  comme 
cas  particulier  l'équation  t  =  Pur\  qui  appartient  à  l'hyperbole  or- 
dinaire rapportée  à  ses  asymptotes ,  et  que  les  courbes  qu'elle  re- 
présente ont  aussi  pour  asymptotes  l'axe  des  t  et  celui  des  u ,  puis- 
que /  devient  nul  lorsque  u  est  infini  et  réciproquement.  Ces  courbes 
sont  connues  sous  le  nom  ^hyperboles  des  degrés  supérieurs. 

En  exécutant  sur  là  série  (  I  ) ,  la  transformation  précédente ,  on 
trouvera  t=B'rrr^u-^'\'Cm-"'u-'^'+  etc.  la  branche  qu'elle  re- 
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présenté"  aura  pour  asymptote  droite  Taxe  des  r,'et  pour  asymp* 
tote  courbe,  ITiyperbole  donnée  par  Téquation  tzz^B'm'^'îr'^ . 

236.  II  suffit  de  connoître  le  premier  terme  de  la  série  (I)  ,  pour 
juger  si  la  branche  à  laqiielle  elle  appartient  est  hyperbolique  ou  pa^ 
rahoUquci  Le  premier  cas  aura  lieu  tcnites  les  fois  que  ce  terme  sera 
de  la  forme  CV'',  y  étant  un  nombre  quelconque  mais  positif  et  diflfé- 
rent  de  Tunîté,  Cependant  l'existence  de  la  branche  ne  sera  certaine 
que  lorsqu'on  n'aura*point  à  craindre  qu'aucun  des  termes  de  la 
série  devienne  imaginaire  (  n"*.  125  ) ,  ce  dont  on  ne  peut  répondre 
qu'après  être  parvenu  à  des  termes  dont  la  loi  de  succession  soît 
évidente. 

Le  nombre  et  la  nature  des  branches  infinies  forment  les  caractères 
les  plus  propres  à  distinguer  entr'elles  les  courbes  d'un  même  ordre  ; 
Euler  et  Cramer  s'en  sont  servi  pour  partager  les  courbes  du  troi- 
sième et  du  quatrième  ordre  en  grandes  familles,  auxquelles  ils  ont 
donné  le  nom  de  gtnns ,  et  qu'ils  ont  subdivisées  en  espèces  par  la 
considération  des  points  singuliers  ;  mais  ces  détails ,  plus  curieux 
qu'utiles ,  sortent  entièrement  du  plan  que  je  me  suis  proposé. 

237.  Il  est  évident  qu'on  peut  toujours  prendre  les  coordonnées 
dans  une  direction  telle  que  l'une  et  Tautre  soit  infinie  en  même 
tems  pour  chacune  de?  branches  infinies^,  puisqu'il  suffira  pour  cela 
de  placer  les  axes  obliquement  par  rapport  aux  asymptotes  droites 
des  branches  hyperboliques  ,  branches  qui  sont  les  seules  pour  les- 
quelles une  des  coordonnées  puisse  quelquefois  avoir  une  valeur 
finie.  Cela  posé ,  si  r  marque  l'ordre  de  la  courbe  qu'on  considère , 
l'une  quelconque  des  nouvelles  coordonnées  ne  pourra  avoir  plus 
de  r  valeurs,  dont  chacune  ne  pourra  donner  plus  de  deux  branches , 
Time  correspondant  aux  valeurs  positives  de  la  seconde  coordon- 
née et  l'autre  à  ses  valeurs  négatives  ;  en  supposant  donc  les 
expressions  de  la  première  coordonnée  toutes  réelles ,  il  n'en  résul- 
tera au  plus  que  xr  branches  infinies,  c'est-à-dire,  comme  nous 
l'avons  annoncé  n**.  206  ,  un  nombre  double  de  Texposant  de  Tordre 
de  la  courbe  proposée. 

Il  est  facile  de  voir  par  ce  qui  précède  ,  qOe  toute  équation  dans 
laquelle   la  plus  haute  puissance  de  Tune  quelconque  des  indéter- 
minées 
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minées  est  impaire ,  doit  donner  au  moins  deux  branches  infinies , 
puisque  cette  indéterminée  aura  dans  tous  les  cas  une  valeur  réelle 
au  moins  ;  et  on  conclura  de  là  ,  que  toutes  les  courbes  d'un  ordre 
impair  ont  nécessairement  des  branches  infinies. 

138.  Les  considérations  par  lesquelles  nous  avons  déterminé  ^  d  CI  1 
la  tangente  du  point  situé  à  l'origine  des  coordonnées  ,  sur  la  difFérentiel  .  pour 
courbe  que  représente  l'équàfion  ^  jc^  +  atV  — ^y'=^o  (  n^  130),  ^emls^'aes^^cS- 
peuvent  s'appliquer  à  tel  point  qu'on  voudra  d'une  courbe  quel-  bes,leurs  inflexions 
conque ,  en  y  transportant  l'origine  des  coordonnées.  mcns"*^^  ^^  rousse- 

Soient  x'  et  y  les  coordonnées  du  point  qu'on  veut  considérer  ; 
si  on  substitue  x-\-h  p6ur  x  et  y+A:  pour  y^  dans  l'équation 
proposée ,  on  pourra  obtenir  l'expression  de  k  en  série  ascendante , 
suivant  4es  puissance^  de  h ,  soit  par  la  méthode  des  n".  1 19  et  suiv, 
soit  par  le  théorème  de  Taylor  :  ce  dernier  donnera 

dy  h     d^y    A*    .  j^y     h? 

— h 


*= 


+ 


+  etc.^.   (  n\  iz  ),. 


dx'    I     *     dx^     i.l     '    dx"      I.1.3 

série  d'autant  plus  convergente ,  que  la  quantité  h  sera  plus  petite. 
Si  pour  abréger  on  la  représente   par  A:=/^A4-^A*+rA^+   etc. 
et  qu'on  regarde  A:  et  A  comme  de  nouvelles  coordonnées  MQ^ 
ti  Q^N ^  fig,   18,  dont  l'origine  est  au  point  M^  on  prouvera,    ïlG.  18. 
comme  dans  le  n*.  13 1,  que  la  droite  MT^  ayant  pour  équation  k!=:zph^ 
touche  la  courbe  proposéea'u  point  M 9  c'est-à-dire ,  qu'aucune  droite 
menée  par  ce  point  ne    peut,  immédiatement  avant  et  après  le 
contact,  passer  entr'elle  et  la  courbe.  En  effet,  on  aura 
NN'=QN—  QN'=k—k'=qh*+  rh'+  etc. 
et  en  désignant  par  A:'':=:^  A  l'équation ,  d'une  autre  droite  ilîfZ ,  on 
trouvera  N'N''=QN'—QN'':^k'—k''=(p—^)h.  Or,  tant  qu'au- 
<un  de*  coefficiens  Py  q  ^  r^  etc.  ne  devient  infini ,  on  peut  toujours     " 
.  prendre  A ,  soit  positivement ,  soit  négativement ,  d'une  petitesse  telle 
que  la  somme  de  tous  les  termes  ^A*+rA^+  etc.  soir  moin4re  que 
la  quantité  {p — ji)h\  dans  cette  hypothèse  NN'  «fera  moindre 
que  N'N'\  et  nn!  moindre  que  «V:  la  droite  MZ  ne  pourra 
donc ,  quel  que  soit  ^,  passer  entre  la  courbjî  MX  et  la  droite  MT' 
.  dans  l'espace  A^V. 

Pourjrapporterlequation  de  la  droite  iJfTaux  axes  primitifs  ^^  . 
Calcul  différentiels  ^  Aaa 
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» 

tt  AC^  il  faut  mettre  x — x',  au  lieu  de  A  tty — y  au  lieu  de  h'i 
on  aura  ainsi  y — y =;?(;*: — a:'),  ou  y — y^=^ — V(^ — •^')>^^ 
remplaçant  p  par  le  coefficient  différentiel  qu'il  représente  (*). 

139.  Nous  avons  supposé  que  le  coefficient  q  du  second  terme 
de  la  série  A=/?A+^A*+etc.  étoit  positif  î  il  résulte  de  cette 
hypothèse,  que  la  quantité  k — A'=^A*  +  rA^+  etc.  restera  po- 
sitive ,  quelque  signe  qu'on  donne  à  A ,  tant  qu'on  prendra  cette 
quantité  assez  petite  pour  que  le  terme  yA*  surpasse  la  somme  de 
tous  ceux  qui  Ig  suivent;  la  courbe  proposée  se  trouvera  donc 
au  dessus  de  sa  tangente ,  immédiatement  avant  et  après  le  point  Mj 
et  présentera  par  conséquent  sa  convexité  à  V^xt  AC.  Le  con- 
traire auroit  lieu  si  q  étoit  négatif;  car  la  différence  A — H  étant 
négative,  la  courbe  se  trouveroit  dans  ce  cas  au  dessous  de  sa 
tangente  (j^.  ^7-)  ^^  présenteroit  sa  concavité  à  Taxe  AB^  On  peut 
donc  juger  par  le  signe  de  q  ou  par  celui  ^u  coefficient  différentiel 

■     ,^  comment  est  tournée,  dans  un  point  quelconque ,  par  rapport  à 

-M  X 

la  ligne  des  abscisses ,  la  concavité  d'une  courbe  dont  on  a  l'équation. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  Calcul  différentiel  n'entre  dans 
toutes  ces  recherches  que  comme  un  procédé  purement  analytique , 
que  pourrpit  remplacer,  d  une  manière  moins  commode  à  la  vérité ,  * 
toute  autre  méthode  propre  à  donner  le  développement  de  k. 
Aîbogast  présenta  le  premier  sous  ce  point  de  vue  l'application  du 
Calcul  différentiel  à  la  théorie  des  courbes ,  et  Lagrange^  fut  conduit 
aussi  par  sa  manière  d'envisager  ce  calcul  (  n"*.  8  )• 


mnnm 


(*)  Il  faut ,  dans  tout  ce  qui  vst  suivre ,  distinguer  sofgneusement  les  coor- 
données x'  et  y\  des  coordonnées  x  et  y  ,N^lqu'eUes  soient  relatives  aux  mémos 
axes.  Les  premières  appartiennent  exclusive  ment  aux  différons  points  de  la  courbe 
proposée ,  et  les  secondes  peuvent  être  affectées  à  on  point  quelconque  du  plan  de 

la  figure:  liées  entr'elles  par  l'équation  y— ^'=^,  (>— j^),  ces  dernières  appar- 

tiennent  à  tous  les  points  de  la  droite  MT^  tangente  à  la  courbe  3f  ^au  point  dont 
les  coordonnées  sont  >^P=:i*'^  et  .PA/i=:y'. 
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240.  La  manière  la  "plus  simple  de  construire  la  tangente  pour 
un  point  donné  sur  la  courbe ,  est  d'en  chercher  un  second  point  ; 
on  choisit  ordinairement  le  point  T,  oh  elle  rencontre  Taxe  des 
abscisses.  Il  est  évident  que  pour  trouver  -^  T,  il  faut  faire  j^=ô 

dans  réquation  ^--y'=  —ly-  (a: — x^)^  et  on  en  tirera 

dx 

AT=x^x^-y'^, 

dy 

en  observant  que  lorsque  y'  est  fonction  de  x'  et  récîpro* 
queinent,  — -7-  est  Pin  verse  de  — ^  (n*.  ç<  ).  Si   on  retranche 

dy  dx 

ItfT  de  y^ F  ^  il  ta  résultera  l'expression  de  la  soutangtnu  PTi 

d  x' 
on  aura  donc  PT=^y — p.^ 

dy 

241.  Voici  maintenant  quelques  applications  des  formules  trou^* 
vées  ci-dessus, 

i^.   Soit  l'équation  de   la   parabole  y*=^jt';  on  en  tirera 

--7-7-= 7-,  et  l'équation  de  la  tangente  deviendra 

dx         xy      ■    *  ■ 

y^-^'=z «  (.  .r — x'  )  ;  en  réduisant  au  même  dénominateur ,  et  en 

xy 

mettant  pour  y*  sa  valeur  jilx'y  on  trouvera  %yy'=^jé  {x-^-x'  ).  Si 
on  fait  j^=o,  on  aura  jr=^r=— jr',  et  par  conséquent  PT=xx\ 
résultat  confqrme  à  ceux  du  (  n*.  110  )  ;  on  peut  aussi  calculer  immé- 
diatement ^T  et  Pr,  en  substituant  dans  leur  expression  la  valeur 

dy' 

de  -j-T*  et  celle  de  y\ 
dx 

x\  Pour  le  cercle  dont  l'équation  seroît  ;t:'*+jy^'*===tf*,  on  auroit 
«nhn  yy + :r  jc'==û*  ;  on  trouvera  ensuite  A  r=— 7 ,  PT=^ jz — . 

X  X* 

3\L'équation  y=uiix'^-\'  xBx\  qui  représente  toutes  les  courbes 

du  second  ordre ,  donne  — =~-  =  — } et  par  conséquent 

dx'  y 

A  a  a   1 
■s 
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y* 

la  soutangcante  FT  devient      .    .     ■    ;  substituant  au  lieu  de  y* 

ia,  valeur,  on  aura  FT= — -,,„>♦ 

ufsx  +B 

4**.  Enfin  on  tire  de  Téquatioa 


dy        ay — : 


r'» 


^  dx.  y  * — ax 

réqiiatîon  de  la  tangente  deviendra  ^ 

yy^—axy—y'^'\'axy=axy—xx'^—axy+x'^\, 
et  mettant  pour  y'^  sa  valeur  ^  on  aura  en  réduisant 

y  (y  — ^^'  )  +  ^ <  x^-ay) = axy, 

y^—axy        xaxy—x^' 

on  trouvera  aussi  FT=^ ■■, ^r-  = ? 7^. 

ay — x  ay — x  * 

241.  Si  on  se  proposoit  de  mener ,  par  un  point  donné  pris  Sors- 

d'une  courbe,   et   dont  a  seroit  l'abscisse  et  j3  l'ordonnée,  une 

tangente  à  cette  courbe,  il  est  évident  qu'il  faudroit  substituer  a 

ail  lieu  de  x ,  tt  fi  au  lieu  dé  y,  d^ns  l'équation  de  la  tangente,  qui 

dy 

deviendroit  alors  fi — y'=  "^r-rX  * — •^'  )  ^t  serviroit,  conjointement 

avec  l'équation *dc  la   courbe   proposée,  à  déterminer  les  coor^- 
données  x*  et  y'  du  point  de  contact. 

Prenons  pbur  premier  exemple  la   parabole ,    dont  Téquatîon 
tst  y^=^Ax\  celle  de  sa  taneente  étant   iuyy=^  {x+x^)  de- 

viendra  xfiy^=^A-\'u4x\  et  donnera  y=u^-^ ^; le  point 

xfi 

dans   lequel  la  droite  représentée  par  cette  équation ,  coupera  la 
parabole ,  sera  le  point  de  contact  cherché. 

L^équation  à  la  tangente  du  cerclé  étant ^y+ xx^z=a'{  tC'.pricid.  ) , 
on  aura  pour  cette  courbe  fiy* ^dLodz=:a^. 

Enfin  dans  la  courbe  représentée  par  x'^ — 3tf^y+y^=0',  le 
point  de  contact  se  trouverolt  en  cherchant  l'intersection  de  cette 
courbe   avec    celle    du    second    ordre    résultante    de    l'équation 

fi{y'—ax'^Jra^{^x'^—ay^=axy.         " 

243.  Pour  mener  une  droite  qui  touche  une  courbe  donnée  ,  et  qui 
soit  en  même  tems  parallèle  à  une  droite  donnée  de  position  ^  ou  qui 


\ 

\ 


\ 
\ 

I 
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fasse^  avec  Faxe  des  abscisses  y  un  angle  dont  la  tangente  soit  represen* 

dy 

téepar  a^  il  suffira  de  poser  -^  =tf  (  n°.  138  et  198  )  ;  combinant 

dx 
cette  équation  avec  celle  de  la  courbe  proposée ,  on  déterminera  les 
valeurs  de  x'  et  dey  qui  conviennent  au  point  de  contact  demandé. 
Dans  le   cas   oîi  celte  courbe  seroit  la  parabole  ordinaire  y  On- 

'  auroit  — ;•  =  ^ ,  ce  qui  donaeroit  y= et  x'= 


144.  La  partie  MT  de  la  tangente ,  comprise  entre  le  point  de 
contact  et  Paxe  des  abscisses,  est  facile  à  déterminer  lorsqu'on 
connoît   la   soutangente   P  T  et   l'ordonnée   P  M  y    car    o»   a 

TM = PT  +  PM  ;  mais  on  peut  la  calculer  immédiatement  y  au 

moyen  de  son  expression  générale ,  qu'on   trouvera    en    mettant 

dx'' . 
pour  Pr  et  PM  leurs  valeurs  y  -j^r  et  y\  ce  qui  donne 

I  y,       ,,  dx'^  I    y         77^ 

En  appliquant  cette  formule  à  la  pai:abole ,  on  trouve 
rjf =y  l/^  I  +  ^  =  ^  y^A^+j^y\  Si  on  remplace  j.  par 

sa  valeur  V^2?,  il  ea  résultera  TM^^^ Ax'+2^x'\, 

145..  L'équation  de  ligne  MR ,  menée  par  le  point  de  contact  ^ 

perpendiculairement  à  la  tangente ,  sera 

dx 
y'-y= rv  (*—*')  (ï^'*-  ^S^et  199);  si  pour  Ta  construire 

dy 

Ofv  veut  avoir  le  point  R  oîi  elle  rencontre  l'axe  des  abscisses ,  on 

dy' 
fera  ^=(5,  et  îl  viendra -^iî=.v=y— — '  +  x' \  retranchant  AP 

dV 

QVi.x'  de  ^-R,  on  aura  Pif  =y-7-7- 

dx 


Le  triangle  rectangle  PRM  donnant  MR^P  R    +P  JH  ,   on; 
en  dédaira^iM  iî  =y  V    i  H 


y 


dxi 


\ 
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te- 

La  ligne  MR  est  connue  sous  le  nom  de  normale ,  ou  àtperpendi" 
culain  à  la  courbe ,  et  la  partie  P  R  dt  Taxe  des  abscisses  s'appellç 
la  sounormaU.  Dans  la  parabole  on  a 


MR 


=yt/^ 


et  PR  =  —. 

Dans  le  cercle  JUR 


4y         ^       .  ^ 


=yK     1+^  =  ^,  et  PR='^x\ 


Par 


conséquent  -^r^  iî  =  o ,  et  en  effet ,  la  normale  d'un  cercle  n*est  autre 
chose  que  lé  rayon  dont  la  valeur  est  constante  et  qui ,  passe  tou* 
jours  par  le  centre. 

S'il  falloit  mener  la  normale  par  un  point  pris  hors  de  la  courbe, 
ou  parallèlement  à  une  ligne  donnée ,  on  opéreroit  comme  on  a  fait 
pour  la  tangente  (  n**.  141  )• 

146.  En  rapprochant  les  résultats  trouvés  dans  les  n"*  précé^ 
dens  9  nous  aurons 


dx 


dy' 


dy' 


+ 


dy 


UR=:^^y%,PR=y%,MR=y\/\ 


+ 


dy 


dx 


/«  > 


et  pour  appliquer  ces  formules  à  une  courbe  quelconque ,  il  suffira 

dV  substituer  la  valeur  de    ,    .  ou  celle  de    .   /•,  tirée  de  Tcqiia- 

dx  dy 

tîon  difFérentielle  j  on  chassera  ensuite  ^  à  Taide  de  l'équation  primi- 
tive ,  celle  des  coordonnées  x'  ou  y\  qu^on  voudra. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les  coor^ 
données  x'  et  y^  fussent  perpendiculaires  entr'elles  :  maïs  il  tst  aisé 
de  voir  que  quand  même  elles  feroient  un  angle  quelconque,  l'équa- 
tion de  la  tangente  ne  changeroit  pas  de  forme,  non  plus  que 
les  valeurs  de  ^P  et  de  PT^  qui  en  sont  immédiatement  déduites  ;  à 
regard  de  31T^  de  MR ,  et  de  PR  ,  on  trouveroit  leur  expression 
par  le  moyen  des  triangles  MTP^  MTR  et  MPR ,  dans  lesquels 
<5n  connoît  ou  un  angle  et  deux  côtçs ,  ou  deujc  angles  et  un  côté. 
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148.  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente  d'une  courbe; 
proposée,  lorsque  le  point  de  contact  s'éloigne  de  plus  en  plus  de 
l'origine  des  coordonnées ,  on  peut  reconnoître  si  cette  courbe  a  des 
asymptotes ,  et  déterminer  leur  position. 

On  voit  en  effet  que  dans  une  courbe  MX^  fig.  z6  ,  qui  a  une  ^^^^  ^^' 
asymptote  droite  /?<?,  à  mesure  que  le  point  M  s'éloigne  de  l'oti- 
gine  ,  la  tangente  MT  s'approche  de  l'asymptote ,  et  les  points'  T 
et  D  marchent  respectivement  vers  les  points  iî  et  £,  en  sorte 
que  ^M  et  u4£  sont  des  limites  que  les  valeurs  de  udtT  et  ^D  ne 
sauroient  franchir,  ni  même  atteindre ,  mais  dont  elles  peuvent  différer 
aussi  peu  qu'on  voudra.  Il  suit  delà  que  pour  trouver  si  une  courbe 
a  des  asymptotes ,  il  faut  chercher  si  les  expressions  de.r^retde-^D 
relatives  à  cette  courbe ,  sont  susceptibles  de  limites  finies  ,  et  lorsque 
cela  arrivera ,  ces  limites  étant  construites ,  donneront  les  deux  points 
JR  et  £,  par  lesquels  on  mènera  la  droite  RSy  qui  sera  l'asymp- 
tote demandée. 

Nous  avons  déjà  calculé  (n%  140  )  l'expression  de -«d^r;  quant 

à  celle  de  j^D ,  on  la  trouvera  en  faisant  x=o ,  dans  l'équation  de 

dy' 
la  tangente ,  et  il  en  résultera  AD=^y=:y' — x'  ~^ . 

Appliquons  ce  qui  précède  à  l'équation  y'*r=Ax'*^xBx\  nous 
en  tirerons 

\AT  —  x'—y''-—r=x'  -^ 


dy'  uix'-*rB  u4x'+£  » 

vn      ^      ^   '^y        .'     ^'x'^+B'x'  Bx' 


<<*'  y  V uix'^JfBx'  * 

les  derniers  membres  de  ces  équations  peuvent  être  mis  sous  les 

B  B 

formes — =■  et '.  par  conséquent   leurs  limites 

X  '  ^ 

•      /•     •  I* 

/       respectives  ,  dans  le  cas  où  on  suppose  x  infini ,  sont --^=AR 

B  * 

et  -Z—  =AE, 

Si  -^étoit  nul,  les  expressions  de  ^Tet  de  AD  deviendroîent 
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infinies  en  même  tems  que  x'  ^  et  la  courbe  proposée  n'aiirolt  point 
d'asymptotes  ;  elle  n'en  aura  pas  non  plus ,  lorsque  j4  sera  négatif , 
parce  qu'alors  son  équation  n'admettra  point  pt>ur  x  une  valeur 
infinie. 

Considérons  encore  la  courbe  représentée  par  l'équation 
x''^ — ^axy+y'^=0  9  on  a  dans  cette  courbe 


JT-- 


.f% 


Pour  trouver  la  limite  vers  laquelle  tendent  ces  expressions ,  à 
mesure  que  at'  augmente ,  il  faudroit  substituer  au  lieu  de  y  sa 
valeur  en  a:'  ou  du  moins  le  premier  terme  de  chacune  des  séries 
descendantes  qu'on  pourroît  tirer  de  l'équation  proposée  ;  mais  on 
peut  supléer  à  ces  résultats  dans  l'exemple  présent ,  par  un  artifice 
analytique  fort  simple.  Si  on  fait  x=t^  ^  Téquatiça  proposée  de- 

viendra  divisible  par  y*,  et  on  en  tirera  v=  ^ — x,  11  est  facile  de 

voir  maintenant  que  la  supposition  de  /= — i,  rendra  j^  infini ,  et 
donnera  x= — yi  en  changeant  x  eny  dans  les  expressions  de  j4T 
et  de  j4D  y  et  prenant  les  limites ,  (  Int.  n^.  1 1  et  1 3  ) ,  on  aura 
'AR=^ — a^=AE.  Menant  donc  par  les  points  R  ti  E  ^  fig.-  8 , 
construits  avec  les  valeurs  précédentes ,  la  droite  RE ,  elle  sera 
l'asymptote  des  branches  4Y  et  AZ» 

Si  l'une  des  quantités  AT  ou  ^j9  restant  finie ,  l'autre  devenoit 
infinie,  il  est  évident  que  l'asymptote  seroit  parallèle  à  l'axe  sur 
lequel'se  trouve  cette  dernière.  Pour  ne  manquer  aucun  des  asymp- 
totes que  doit  avoir  la  courbe  proposée ,  il  faut  faire  successivement 
X  infini  et  y  infini ,  et  substituer  dans  les  expressions  de  AT  et 
de  AD^  chacun  des  résultats  différens  que  donne  l'une  et  l'autre 
hypothèse.  Lorsque  -^T  et  AD  seront  toujours  infinis  en  même 
tems ,  on  en  conclura  que  la  courbe  proposée  n'a  pas  d'asymptote. 
Il  pourrojt  arriver  que  ces  q^iantités  fussent  toutes  deux  nulles  :  dans 
ce  cas  la  courbe  auroit  pour  asymptote  une  droite  menée  par  l'origine 
des  coordonnées  ;  mais  comme  on  n'en  connoîtroit.  alors  qu'un 
poijit  ^  il  faudrojit  en  chercher  la  direl:tion  ^  et  pour  cela  on  prendroit 

la 
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la  limité  de  rexpression  -^-7  ,  qui  représente  la  tangente  de  l'angle 

dx 

MTB  pour  un  point  quelconque  de  la  courbe ,  et  on  auroit  la  tan- 
gente de  Tangle  ^î  Jî  Jî. 

248.  Nous  allons  examiner  maintenant  ce  qui  arrive  à  la  courbe 

proposée ,  lorsque  quelques  termes  de  la  série 

it=;iA  +  ^A*+rÂ-^+5Â^+ etc. 

s'évanouissent  9  ou  bien  deviennent  infinis. 

dy' 
Supposons  d'abord  que/^,  ou  -y-f ,  soit  égal  à  zéro  ;   dans  cette 

dx 

hypothèse  l'angle  MTB  sera  nul  et  la  tangente  TM  sera  par  con- 
séquent parallèle  à  la  ligne  des  abscisses  ;  si  on  conçoit  au  contraire 
que  p  augmente  sans  cesse ,  Tangle  MTB  augmentera  en  même 
tems ,  et  finira  par  être  droit  lorsque  ce  coeflScîent  sera  devenu  in- 
fini :  Ja  tangente  sera. donc  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses ^  ou 

dy 

parallèle  à  celui  des  ordonnées  ^  lorsque        ,  sera  infini. 

dx 

dy'  G 

S'il  arrivoit  que  l'expression  de  /;  ou  de  j^  devînt  -  ,    alors 

dx  o 

ce  coefficient  dépendant  d'une  équation  d'un  degré  plus  élevé  que 

le  premier  (n''.i4i  ),  auroit  plusieurs  valeurs ,  chacune  desquelles 

donneroit  une  tangente  pour  le  point  qu'on  considère ,  qui  par 

conséquent  seroit  multiple. 

I  d^y 

;l49.  Lorsque ,  p  étant  quelconque ,  on  aura  j  =  — 7-7;^  =  o ,  la 

2   dx 

différence  entre  l'ordonnée  de  la  courbe  et  celle  de  la  tangente, 

se   trouvera  réduite  à  k — Â:'=rA'4-jA^+  etc.  (  h*^.    238  ),   et 

comme  le  terme  rA%  qui ,  par  une  valeur  convenable  de  h ,  peut  * 

surpasser  la  somme  de  tous  ceux  'qui  le  suivent ,  change  de  signe 

en  même  tems  que  h ,  il  s'ensuit  que  la  quantité  k — k'  aura  après  le 

contact  un  signe  différent  de  celui  qu'elle  avoit  avant  :  NN\fig.  23  ,  piç^  ^-j 

sera  donc  d'un  côté  de  la  droite  MT  opposé  à  celui  oîi  se  trouve 

nn\  et  par  conséquent  la  courbe  subira  une  inflexion  en  M. 

Mais  si  la  valeur  de  x  qui  f<|it  évanouir  ^,   fait  évanouir   en 
Calcul  différentiel.  B  b  b 


r 


V 


> 
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même  tems  r,  la  quantité  k — A',  réduite  alors  ^  shf'  +etc*  conserw 
vera  le  même  signe ,  quel  que  soit  celui  de  A  ,  et  là"  courbe  ne  subirai 
pas  d'inflexion.  En  généralisant  ces  ratsonnemens  y  on  verra  sans* 
peine  que  toutes  les  fois  que  le  premier  des  termes  qui  ne  s'éva- 
nouissent  pas  dans  k — *',  sera  afecté  d'une  puissance  impaire  de  h ,, 

la  courbe  subira  une  inflexion- 

dW  d^y'  J?V 

II  suit  de  là  que  lorsqu'on  a  -^-7^  =0,  ou  —^  =0 ,  —=75-  =  a 

et  — ^  =  o ,  et  ainsi  de  suite  ,  en  s*anêtant  à  un  coefficient  d'un 

ordre  pair,  la  courbe  proposée  subira  une  inflexion. 

En  général ,  après  u»  point  d'inflexion ,  le  coeflîcîent  -j—  prend 

dx 

*par  rapport  à  l'ordonnée  un  signe  contraire   à  celui  qu'il  avoît 

avant ,  et  lorsqu'il  est  exprimé  par  une  fraction ,  ce  changement  peut 

arriver  de  deux  manières ,  savoir  par  k  passage  de  son  numérateur  du 

positif  au  négatif,  ou  par  celui  de  son  dénominateur^  dans  le  second 

cas ,  le  dénominateur  devenant  nul ,  rend  la  fraction  infinie». 

Eclaircissons  ceci  par  i^n  exemple  r 

Soit  l'équation  y ^=x'*,  on  en  tirera 

<     2      — 

et   on  aura  par  conséquent  k  —  A:'=i.,-.A:'  '^A*,  etc. 

3    3 

Ce  résultat  nous  apprend  que  x'  étant  positif  ainsi  que  j^^ ,  la  courbe 
se  trouve  au-dessus  de  sa  tangente  ,^  et  que  quand  x'  devient  né- 
gatif, ce  qui  rend  aussi  ^  négatif ,  elle  se  trouve  au-dessous  ;  d'oîi 
il  suit   qu'elle  subit   une  inflexion  dans  le  passage  de  x'   positif 

^y 

à  Xi  négatif,.  On  remarquera  aussi  que       ,1*   ne  change   de  signe 

qu'en  passant  par  l'infini. 

On  ■  peut  donc  conclure  de   ce  qui  précède  ,  que  dans  un  poinc 

d^inJUxion  ■     ^-  est  ou  nul  ou  infini.. 

xço.  Voyons  à  présent  ce  qui  doit  avoir  lieu  pour  un  point  dé 
rebroussement  de  la  première  espèce. 


/ 
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lV>rdonnée  a  dans  ce  point  deux  valeurs  égales ,  la  tangente  MTy 
€St  commune  à  deux  branches ,  enfin  si  on  y  transporte  Tori^ne  des 
coordonnées  y  la  quantité  k  devra  avoir  au  moins  Jeux  valeurs  ^ 
QN  tt  Qrij  fg.  17  ;  ta  série  qui  Texprime  ne  peut  donc  plus  être  de  FIG.  27. 
la  forme  jpA+f  A*+rA^etc«(n^,  ii9),aussiles  coefficiensf , ^ » r etc. 
deviennent- ils  ou  nuls  ou  Infinis. 

Soit  pour  exemple  Téquation  y'*=jt'',  qui  donne 

y=:±:x\  __=rfc      :r%  .—-.^^^.^.Z^     «^  etc. 


dx'  1      '  dx 


2  2 


d'où  k — A:'=  ±  -  •  -  x'   '  A* + etc.  La  différence  k — A'  étant  positive 


1 
2    2 
dans  la  branche  à  laquelle  appartient  rordonnéey=  +  A:'* ,  et  néga- 


8 


tive  dans  celle  qu'on  déduit  dey= — ;f'i,  il  s'ensuit  que  la  première  . 
branche  se  trouvera  au-dessus  de  la  tangente  et  la  seconde  au- 
dessous  ;  elles  présenteront  donc  toutes  deux  leur  convexité  à  l'axe 
des  abscisses  9  ainsi  qu'on  le  voit  dans  la  figure  13  »  et  comme  la 
courbe  ne  s'étend  point  sur  les  abscisses  négatives ,  il  est  bien  évi- 
dent qu'elle  aura  au  point  ^  un  rebroussement  de  la  première  es« 

d^y  I    3     -1 

pèce.  A  ce  point,  oîi  x'=o^  ■     ,;  =±-,  -  V  *  devient  infini» 

/      dx  22 

Si  on  prenoit  les  ordonnées  pour  les  abscisses  et  réciproquement , 
on  auroit  alors  x  —y  %  — p  —  ^y    %  — ^  ——  -.  -/    ',  etc. 


dx'    k       d^x'     A" 

7y^\'^  dy'\  1.2 


et  à  cause  de  A=  -7-; h  -7-77  —    +    etc.    on   troxiveroît 


A— A'=— -.V    '— +  etc. 
3    3  !•* 

On   reconnoîtra    encore  le   rebroussement,    en   remarquant  que 


4 
5 


ne  changeant  point  de  signe  lorsque  y'  passe  du  positif  au 


négatif,  la  différence  A— A'  est  négative  ,  soit  dans  la  branche  AX^ 
soit  dans  la  branche  AX\  ce  qui  prouve  qu'elles  tournent  leur 
concavité  vers  l'axe  AC\  on  voit  de  plus  qu'elles  s'arrêtent  au 
point  A ,  parce  que  x'  ne  devient  jamais  négatif;  ^ 

Bbb  2 
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Si  on  avoit  y''^=  x*^ ,  on  trouveroit  au  point  de  rebroussement 

,     ,    dy'        dy'         ,  A'  .  /.  • 

Nous    conclurons  donc   de   ce  qui   précède,   qu'au    point   dé    ' 
rebroussement  de  la  première  espèce ,  comme  au  point  d'inflexion , 

-7—  devient  oju  nul  ou  infini;  mais  le  rebroussement  se  distingue 
dx  * 

en  ce  que  la  courbe  s'arrête  à  ce  point ,  ce  qu'elle  ne  fait  pas  au  point 

d'inflexion, 

151.  Examinons  encore  l'équation  {a y' — ji:'*)*  =  —  (page  340î 

u 

en  faisant  tf  =  i ,  nous  en  tirerons 

i  dV  <     ' 

dx  2 


a:t:  2     2  ^/aT  2     2     2 

et  par  conséquent  k  —  *'=  (2=b-,-:r'^)A*+  etc. 

La  brancbe  AX^fig.  14,  pour  laquelle  on  a 

y=x'^j^x'^ et  *— A'=  (  2+  1 . 1  :c'^> h'  etc. 

^        12       / 

tourne  toujours  sa  convexité  vers  l'axe  des  abscisses  ;  la  branche  ^JT, 
donnée  par^'=*'* — x'^  tournera  aussi  sa  convexité  vers  le  même 

axe ,  tant  que  k  —  *'=  T  2  —  -•  -  :r'^  }  Â*+ctc,  sera  une  quantité 

^         21       ^ 

positive,  et  comme  ces  deux  branches  ne  s'étendent  pas  du  côté 

des  X  négatifs ,  le  point  A  sera  un  point  de  rebroussement  de  la 

,     r     1 

seconde  espèce.  Lorsque  la  quantité 2 —  - .  -  x^^  sera  devenue  né- 

2    2 

gative,   la   courbe    présentera  sa  concavité  à  l'axe  AB  ^  comme 

on  le  voit  dans  la  figure,  et  on   trouvera   l'abscisse  qui  répond 

au  point  d'inflexion ,  en  faisant  x — -  •  -  Jt^'^  =  o ,  ce  qui  donnera 

%    2 
,       64  • 

225 


DEsLiGkSS      COURBES.  381 

Au  point  ji  où  arrive  le  rebroussement  de  la  seconde  espèce  on  a 

~-r  =  o ,  -TT"  =  1 ,  et  -j—  devient  infini ,  ainsi  que  les  coeffi- 
dx  dx  *  dx  * 

tiens  ultérieurs  ;  et  en  effet  k  doit  avoir  à  ce  point  deux  valeurs 

distinctes ,  ce  que  ne  comporte  point  la  série  qui  l'exprime. 

151.  L'inspection  seule  de  là  figure  i8  fait  voir  aussi  que  FIG.  2.8. 
lorsque  le  point  M  est  la  limite  de  la  coûtée  ^  dans  le  sens  de 
son  ordonnée  ^  la  quantité  '  k  doit  avoir  au  moins  deux  valeurs 
QA^et  Q/z;  la  série  qui  l'exprime  ne  peut  plus  être  de  la  forme 
/>A+jÂ*4:rA^  etc.  et  les  coefficiens/^  >  q^  r  etc.  deviennent  infinis  : 
on  remarquera  de  plus  que  dans  ce  cas ,  la  tangente  est  parallèle  à 

dy' 

Taxe  des  ordonnées^  circonstance  qui  rend  >     ,  infini  ( n**.  048  ). 

dx 

On  voit  donc  maintenant  que  les  exceptions  que   nous  avons 

montrées  (  n***.  128  et  135  ),  dans  la   forme  du   développement 

de  f  (:r+A:)  sont,  comme  nous  l'avons  annoncé  (  n"*.  143  ),  une 

suite  nécessaire  des  affccnons  des  lignes  courbes,  et  servent  à  les 

faire  connoître.    C'est   ainsi   que  les   considérations  géométriques 

confirment  et  éclaircissent  les  résultats  de  l'Analyse.  La  théorie  des 

osculadons  dont  nous  parlerons  bientôt ,  jettera  un   nouveau  jour 

sur  tout  ce  qui  précède. 

1 

Il   est  bon  d'observer   que  les   fonctions  y'=^  x'^  et  y'  =  x 
(  n*.  149  et  1 50  )  ,  sont  comprises  dans  la  fonction  ^=  (^x — a)"  que 
nous  avons  considérée  n*.  18  et  qui  devient  j^'=x'"  en  transportant 
l'origine  des  abscisses  au  point  où  x:r=a ,  ce  qui  ne    change  rien 
au  cours  de  la  ligne ,  dont  elle  exprime   l'ordonnée.    L'équation 

y  =  ^''rfc  jc'^ ,  se  déduit  aussi  de  y^^bx'^+c^x — ^ )*  (  n*.  131); 

en  faisant  *=i,  "  m^=%,      ^===if     4— o  et     -  — -^. 

2  5  3.  Il  suit  du  n**.  148  que  pour  trouver  les  points  où  la  tangente  est 

dy 

parallèle  à  la  ligne  des  abscisses ,  il  faut  faire        ^  =0  ;  la  figure  18 

dx 

montre  que  les  points  Xet/où  cette  circonstapf  e  a  lieu ,  sont  les  limites 
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de  la  courbe  ML  ml  dans  le  sens  de  son  brdoimëe  et  que  Tun  répond 
au  maximum  et  l'autre  au  minimum  des  valeurs  de  cette  variable 
on  distingue  le  premier  cas  du  second ,  en  observant  que  dans  Tun 
la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  Taxe  des  abscisses  et  dans  l'autre 

sa  convexité  r        ^^    est  donc  négatif  lors  du  maximum  ,  et  po» 

sitif  lors  du  minimum^ 

dW  .  .     .  </V' 

Si       ,  '  s'évanouit,  il  faut  que  -r-^  s  évanouisse  aussi,  sans  que 

dx  *  dx 

dW  •  .  .  d^y' 

-  -    ,;■  disparoisse ,  et  ainsi  de  suit  e ,  ou  bien  que  m  -j^ ,  ni  aucun 

dx  *  dx 

des  coefHciens  suivans  ne  deviennent  infinis  ;  car  dans  ces  circons- 
tances la  courbe  proposée  auroit  la  &%\xrt\^MLX  ou  Mlx\ 
c'est-à-dire  ,  ou  un  point  d'inflexion  ou  un  point  de  rebrousse- 
ment  ;  mais  l!ordonnée  ne  seroit  ni  un  maximum ,  ni  un  minimum. 
Enfin ,  pour  obtenir  un  maximum  ou  un  minimum ,  il  ne  faut  pas 

non  plus  que    -j  ^-   devienne  -   ,  parce  que  le   point   M  seroit 

dx,  o 

alors  un  point  multiple  (n^*.  248),  nous  voilà  donc  retombés  par 
les  considérations  géométriques  >  sur  les  règles  données  dans  les 
n**.  148  et  suiv. 

Les  limites  de  la  courbe,  dans  le  sens;  des  abscisses  9  s'obtiendront  en 
cherchant  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  t'axe  des  ordonnées  ^ 

dy'  ,     , 

c'est-à-dire ,  en  faisant  ~^  infini ,  ou  en  égalant  à  zéro  le  déno-* 

dx 

minateur  de  la  fraction  qui  rcxprime.  On  peut  encore  considérer 
cts  points    comme   répondant    aux    maxima   et    aux    minima   de 

la  variable  x  ;  il  faudroit  dans  ce  cas ,   envisager  x'  comme  une 

•  . 

fonction  de  y\  et  égaler  à  zéro  la  valeur  de  -— ~ ,  procédé  qui 

dy 

dx' 
revient  au  même  que  le   précédent ,  puisque   --r-p  est  l'inverse 

Î.54.  \^ts  maxima  z\yh  minima  d^xxn^  courbe  étant  trouvés ,  soit 
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par  rapport  à  Tabscisse  ^  soit  par  rapport  à  l'ordonnée  ^  on  cher* 
chera  ses  points  multiples ,  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  et  le 

dénominatenr  ût  ---^7- ,  puisque  dans  ces  points  on  doit  avoir 

dx 

dy'         o 

r  =  -  (  n^*  ^48  )  ;   les   deux   équations  que   fournira   cette 


dx  o 

règle  y  étant  suffisantes  pour  déterminer  ^'  et  y ,  devront  néces- 
sairement s'accorder  avec  la  proposée  ,  sans  quoi  la  courbe  que 
cette  dernière  représeate,  naura  aucun  point  multiple. 

155.  Pour  trouver  enfin  les  points  dlnflexioii  et  ceux  de  rebrous- 
sèment,  il  faudra  faire   yhr  ^^  ^^  infini,  c'est-à-dire,   égaler 

.successivement  à  zéro  le  numérateur  et  le  dénominateur  de'  son 
expression.  Lorsqu'on  aura  déterminé  les  valeurs  de  y^  et  de  x'  qui 
résultent  de  l'équation  qu'on  obtiendra  ainsi,   combinée  avec  la 

proposée ,  k  îsigne  cjue  doit  avoir    ■     ;^  immédiatement  avant  et 

f     •  .         A  X 

après  ces  points  ,  et  ce  que  devient  dans  l'un  et  l'autre  cas  la  valeur 
de  y' ,  feront  distinguer  les  points  d'inflexion  de  ceux  de  rebrous- 
sement.  On  peut  aussi  trouver  ces  derniers ,  en  cherchant  d'abord 
les  points  multiples ,  et  en  examinant  ensuite  ce  que  deviennent  x' 
t\.y\  avant  et  après  chacun  de  ces  points.  On  jugera  par  les  signes 

des  diverses  expressions  de        ,^  relativement  aux  points  qui  pré- 

cèdent  ou  qui  suivent ,  si  le  rebroussement  est  de  la  première  ott 
de  la  seconde  espèce.. 

156.  Je  vais  maintenant   donner   quelques  appncations,   et  je 

prendrai  d'abord  pour  exemple  de  la  recherche  des  maxima  et  des 

minima  l'équation  x'^ — jaxy+y^=0'y  déjà  traitée  (tï°\  iÇ3);0rt 

dy      '    ay'—x'^ 

en  tire  .  ,  ■   =  — ,  et  en  éoalant  d  abord  à  zéro  le  numéra*' 

dx'  y* — ax'  '  ^ 

leur,  il  vient  tfy-r-jr^*=o;  substituant  la  valeur  dey  que  donne 

cette  équation  dans  la  proposée ,  on  trouve  jt'^— 1  a V'=a. 

L'examen  que  nous  avons  fait,  dans  le  n^  àté^  de  chacune  de» 
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valeurs  que  donne  cette  dernière  équation ,  nous  a  fait  reconnoîtro 

que  x'=i  a  Vx  est  la  seule  qui  réponde  à  un  maximum;  on  en  tire 

y = «  K  4  :  en  prenant ,  /^*  8 ,  ^5=  av^et  i'I=  a  /4,  le  point  Z 
sera  celui  oh  le  maximum  a  lieu* 

,    '.  ^y 

Si  on  égale  ensuite  à  zéro  le  dénominateur  de  ■  ■   ,  ,  on  trouvera 

dx 

y* — ax=o  ;  sans  faire  le  calcul  on  voit  par  la  symétrie  des  résultats, 
que  dans  ce  second  cas ,  la  valeur  de  x'  sera  la  même  que  celle  de  y 
dans  le  précédent ,  celle  de  y  la  même  que  celle  de  x\  et  que  par 

conséquent,  on  trouvera  le  point  X y  ^n  prenant  ji  r^aV4 

et  ^^=aV^'z, 

En  faisant  nuls  le  numérateur  et  le  dénominateur ,  en  même  tems , 
il  vient  x'=o  et  y=o ,  valeurs  qu'on  retrouve  aussi  dans  les  équa- 
tions qui  donnent  les  maxima  |et  les  mînima ,  et  qui  nous  apprennent 
que  Torigine  A  est  un  point  multiple.  Pour  connoître  la  tangente  à  ce 
point,  on  différentiera  une  seconde  fois  l'équation  proposée ,  ep 
regardant  dx'  et  dy'  comme  constantes,  (  n^.  141  ) ,  et  en  supposant 
x*  et  y  nuls,  on  trouvera  -^adx'dy'^zù^  équation  à  laquelle  du 

dy'  ,  .  do^ 

satisfera,  soit  en  faisant  — -7-=o,  soit  en  faisant —--7- =  o ;- il 

dx  dy 

s'ensuit  de  là  que  l'une  des  tangentes  est  Taxe  même  des  abscisses ,  et 
l'autre  celui  des  ordonnées ^  ainsi  qu'on  la  déjà  trouvé  ,  n*.  224. 
Pour  montrer  comment  l'analyse  retrace  fidellement  towtQS  Içs 
circonstances  géométriques ,  je«feraî  remarquer  que  parmi  les  deux 
valeurs  nulles  qu'on  a  trouvées  pour  x  dans  le  n-.  153  ,  il  y  eh  a 
une  qui  satisfait  aux  conditions  du  minimum  ;  et  en  effet ,  dans  la 
tranphe  YAX  de  la  courbe  proposée ,  qui  touche  Taxe  des  abs- 
cisses ^B  y  l'ordonnée  est  bien  un  minimum  au  point  ^4.  On  voit 
pareillement'  que  l'abscisse  du  même  point  £St  un  minimum  dains  1^ 
branche  ^  Z  touchée  par  l'axe  des  ordonnées  (*). 

■   ■■ni  '  ^0^  t  ymmmmmm^i^mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmammmmiii^^m^'mmÊ^fm^^m^ 

(*)  La  courbe  de  la  figure  8  joint  aux  particularités  remarquables  que  nous 
avons  déjà  fait  connotcre,  celle  d'être  partagée  en  deux  parties  égales  par  une  droite 
menée  parle  point  A^  perpendiculairement  à  son  asymptote;  on  peut  s  assurer  dç 
C,etre  dernière  propriété  çn  cherphant  Iç  diamètre  absolu  par  le  procédé  indiqué  n*.  a  19. 

^57- 


*# 
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257.  Considérons  encore  la  courbe  représentée  dans  la  figure  9; 
son  équation  y'^ — 96tf*j''*4-  iooa!'x'' — V^  =  o  ^  donne 


dy  x'^ — 50  fl 


En  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  cette  fraction,  on  trouvera  x'=o 
et  a:'* — 5oa*=o.  La  première  valeur  de  x\  substituée  dans  l'équa- 
tion proposée,  donne  y=o  ety=  rfcK  96  a*  ;  mais  comme  en  faisant 

~   .      .  dy'  o 

;c'=  o  et  y=o ,  il  vient        ^  z=  - ,  il  s'ensuit  que  ces  valeurs  n'ap- 

a  Jt  o 

^artiennent  ni  à  un  maximum  ni  à  un  minimum ,  et  qu'elles  désignent 
un  point  multiple.  On  s'assurera  que  la  deuxième  valeur   de  y\ 

savoir  ^^==  +  V  96  a* ,  qui  répond  au  point  7>,  est  un  maximum ,  soit 
en  cherchant  ce  que-devient  alors  ,^  ,  soit  en  vérifiant  si  l'or- 
donnée qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit  immédiatement  sont  toutes 

deux  plus  petites  qu'elle:  y=  —  K  96^*  est  le  maximum  carres^ 
pondant  des  ordonnées  négatives.  Il  nous  reste  à  examiner  les  ra- 
cines de  l'équation  :r'*— 50  iï*=  o ,  qui  sont  x'=r~:±iV  ^oa!"  ;  en 
les  substituant  dans  l'équation  proposée ,  elles  rendent  j^'  imaginaire , 
et  ne  donnent  par  conséquent  ni  maximum  ni  minimum^ 

Si  on  vouloit  connoître  les  positions  des  tangentes  de  la^ourbe, 

dy^  o 

au  point  ^ ,  pour  lequel  on  vient  de  voir  que     .  ,■>  se  réduit  à  -, 

dx  G 

on  difFérentieroit  une  seconde  fois  l'équation  proposée  en  regardant  dx' 
et  dy  comme  constantes  ;  et  faisant  ensuite  x'  et  y'  nuls  dans  le 
résultat,  on  obtiendroit  j^ia^dy'' — 5oaVA:'=o,  ce  qui  donneroit 

dx'  -         48  4  3 

On  construiroit  facilement,  au  moyen  de  ces  deux  valeurs,  les 

droites  qui  touchent  chacune  des  branches  de  la  courbe  proposée 

au  point  A ,  puisqu'on  connoîtroit  Tangle  qu'elles  font  avec  Taxe  des 

abscisses ,  ou  le  rapport  des  ordonnées  aux  abscisses  qui  constitue 

cet  angle  (  n\  196  ). 

Pour  obtetlir  les  limites  de  la  courbe  d^ns  le  sens  des  abscisses , 

Calcul  différentiel.  C  C  c 


'x' 

I 


4 


/ 
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ou  j  ce  qui  revient  au  même  y  les  maxima  et  les  minîma  de  V  >  on 

égalera  à  zéro  le  dénonSînateur  de  la  fraction  qui  exprime  — ^ ,  cTe 

dx 


a\ 


qfîi  fournira  Téquation  j^'^ — 48  a^ =0 ,  d'où  /=C  ety  =±1/48 
La  première  valeur  donne  x=iO ,  et  ne  répond  qu'au  point  multiple  si- 
tué à  l'origine;  mais  on  tire  des  deuç  dernières  :c'==fc:6<j,  et  xt=:ds=.%a  : 
l'un  de  ces  résultats  fait  connoitre  le  point  F  et  ses  analogues , 
l'autre  donne  H  et  ses  analogues,  ejt  tous  deux  s  accordent  avec  ce 
qu'on  a  trouvé  n°.  104,  On  observera  qu'au  point  F  Tabscisse  est 
i]n  maximum ,  et  qu'elle  est  un  minimum  au  point  H  ^  puisque  dans 
le  preoiier  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  Taxe  -4  C  des  or- 
données ,  auquel  elle  présente  sa  convexité  dans  le  second. 

Pour  achever  de  déterminer  les  principales  circonstances  de  la 
courbe  proposée ,  il  nous  reste  à  trouver  la  nature  de  sts  branches 
infinies  et  ses  points  d'inflexion ,  car  nous  savons  déjà  qu'elle  n'a 
aucun  rebroussement.  Commençons  par  nous  occuper  dès  branches 
infinies  ;  on  voit  facilement  que  x  et  y  deviennent  infinis  en  même 
tems,  et  si  on  donne  à  l'équation  y^ — 96^^*+  lOOfl*^:'* — x'^=Oy 

y^        y*'      ^* 

la  forme  suivante.—  — 96  û^  —  +  100  —  — 1  =  0,  on  trouvera  que  le 

^^  9^  Jt 

y   '       .  .  ■ 

rapport  —7  a  pour  limite  Tunité.  Faisant  y=x'  dans  l'expression 

dy' 

de        ,    et  prenant  la  limite ,  on  trouvera  encore  l'unité ,  d'oîi  il 

'    dx 

suit  que  la  branche  J?  et  ses  analogues  tendent  ^ans  cesse  à  faire  un 
angle  de  45°  avec  l'axe  des  abscisses, 

dx'  x'*—  50  a^x'^—y*  +  48  ay" 


On  aura  ensuite  x' — y' 


y—x^  —TT  ~ 


dy'  *'^— 5oaV' 

dy'  y'*—  48  ^y"—  ^♦rf-  loa'x' 


.fl^-'a 


dx'  y'—4^ay' 

Ces  expressions  qui ,  lorsqu'on  y  met  pour  x'*  sa  valeur,  se  réduisent  à 

50aV'— 48«y*  48tfy'— 50flV*  " 


x 


-5o^v*  '       y^— 48^y 


diminuent  sans  cesse  à  mesure  que  x'  et  y  augmentent ,  et  n'ont 
que  zéro  pour  limite.   On  voit  par  là,  (  n^.  246  )  que  la  courbe 
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proposée  a  pour  asymptote  deux  droites  menées  pat  rorlgjvie  A ,  et 
faisant  un  angle  de  45''avec  Taxe  des  abscisses.  Oo  n  a  point  mené 
ces  droites  pour  ne  pas  trop  compliquer  la  figure. 
Passons  maintenant  à  la  recherche  des  inflexions.  On  a. 


cette  expression  devient  %y  lorsque  y  et  x'  sont  nuls  ,  cas  dans  le* 
quel  ~r^  =    o  >  P^^^  trouver  sa  vraie  valeur  il  faudra  chercher 

dX'  J^O. 

la  différentielle  troisième  de  Téquation  proposée ,  en  regardant  d^y 
comme  constant  ;  faisant  dans  le  résultat  x'  et  y  égaux  à  zéro  ^  on 

dW 
aura  —  i44aVy'J*y'=  o ,  ce  qui  donne  — ^  =  o,  et  prouve  que  le 

point  A  est  en  effet  un  point  dlnflexion. 

Nous  savons  que  la  courbe  proposée  en  a  encore  d*autres  ;  pour 

les  trouver ,  il  faut  égaler  le  numérateur  de  -r~-  à   zéro ,   et  il 

dx 

dy" 

viendra    l'équatîon    3  x'* —  50  a* —  (  y  y*  —  48  a"  )  rj^  =  o  ; 

dx 

dy^ 

mettant  pour        ,^'  sa  valeur  ^   et  faisant  disparoitre  le  dénomi- 

d'X 

■ 

nateur,  on  aura 

(3x'»^çoa*)  (y^— 48 aV)*— (3^—48 a*)  (y'— 50ûV)»=o: 

on  peut  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante  ^ 

y*  (y  — 48  ^o^c  3  ^' — 50  a*)— ^'*(  a:'*— 50  tf*  y  (  3  y— 48  ^0  =o- 

Si  maintenant  on  observe  que  Téquation  proposée,  revient  elle- 
même  à  cellerci,  (y*— 48a*)'— (;Kr'*— 50^*)*+  196^^=0,  et  qu'on 
prenne  la  valeur  de  (y* — 48 tf*)*,  pour  la  substituer  dans  la  précé- 
dente y  on  trouvera  après  les  réductions 

'    (a/*— 50^*)*  (  ^^y*—^/^x^)  +98tfV(  3  x^—^oa^)=o  : 
cette  dernière  combinée  avec  la  proposée ,  servira  à  déterminer  les 
abscisses  et  les  ordonnées  du  point  d'inflexion  K  et  de  ses  analogues 
dans  ks  autres  branches;  on  en  tirera  facilement  la  valeuf  dej'*, 
et  en  la  substituant  d^ns  l'équation  .de  la  proposée ,  on  aura  un 

^  résultat  qui  ne  contiendra  plus  que  x\ 

Ccc  2 
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En  faisant  — ^  infini^  ou  en  égalant  à  zéro   son   dénomîna- 


leur  y* — 48^%  on  trouveroît y =0  ety=:±:  v/48  a*  :  ces  valeurs 
ne  nous  apprennent  rien  de  nQi\veau  ;  la  première  appartient  au  point  j4 
que  nous  avons  déjà  remarqué ,  et  la  seconde  aux  points  DçtHy  que 
nous  savons  n'être  pas  des  points  dmflexion ,  mais  seulement  des  li- 
mites de  la  courbe  dans  le  sens  de  ses  abscisses. 
Théorie-des  os-       258.  Quoiqu'on  ne  puisse  mener  aucune  droite  entre  une  courbe 

culations  des  cour-  ^*^^^,  /  .  */..  •/••r 

bes.  ^^  ^?  tangente,  on   peut    néanmoins   y  faire   passer   une  infinité 

d'autres  lignes  courbes  différentes  ,  qui  toucheront  toutes  la  courbe 
proposée ,  et  seront  touchées  par  sa  tangente.  Le  cercle  offre  un 
exemple  très-simple  de  cette  circonstance  ;  on  voit  dans  les  élémens 
de  géométrie,  que  lorsqu'un  cercle  est  touché  par  une  droite 
quelconque ,  tous  ceux  qui  passent  par  le  point  de  contact ,  et 
qui  ont  leur  centre  sur  la  ligne  droite  menée  par  ce  point  et 
par  le  centre  du  premier ,  se  trouvent  entre  lui  et  sa  tangente  ,  s'ils 
sont  d'un  rayon  plus  grand  que  le  sien. 

Si  dans  la  s^iie  A=/7A  +  jA*  +  rA^  +  jA^+  etc.  ...  (^)  on  fait 

successivement    *'=/?*, A"=/^A+yA%  it"'=/;A  + jA*+ rA%  etc. 

k!  sera ,   comme   on   sait ,  l'ordonnée  de  la   tangente ,   prise  par 

FIG.  49.         rapport. à  Taxe  MB'  et  à  Torigine  M^fig.  19;  t'usera  celle  d'une 

courbe  parabolique  menée  aussi  par  ce  point ,  et  déterminée  par  les 
valeurs  particulières  que  prennent  les  coefficiens  p  ttq  au  point  Mi 
•  k'^  sera  encore  l'ordonnée  d'une  courbe   parabolique,  d'un  ordre 

supérieur  à  la  précédente ,  et  ainsi  de  suite.  Maintenant  il  est  aisé 
de  se  convaincre  que  la  première  parabole  passe  entre  la  courbe 
et  sa  tangente ,  que  la  seconde  parabole  passe  entre  la  première  et  la 
courbe  ;  une  troisième  formée  de^^a  même  manière  passeroit  entre 
la  seconde  et  la  courbe ,  et  ainsi  de  suite.  En  effets  si  on  prend 
les  différences  entre'  l'ordonnée  de  la  courbe  ,  celle  de  la  tangente , 
et  celle  de  chacune  des  paraboles  qui  viennent  après ,  on  trouvera 

NN'  z=:k^k!  =/7A*+yA5+5A^+etc. 

NN"  =Jt— r  =         rA^+  5A^+etc. 

NN';'=:k^r=  sh^+  etc. 

etc. 
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et  quand  Tabscisse  h  sera  assez  petite  pour  qu'un  terme  quelconque 
de  la  série,  qui  exprime  la  valeur  de  A,  soit  plus  grand  que 
la  somme  de  tous  les  suivans,  il  est  évident  qu'alors  NN^'  sera 
moindre  que  NN\  NN'"  moindre  que  AW  etc.  Lorsqu'on  fera  h 
négative,  on  trouvera  de  même  nn"<^nn\  nn"<inn!'  etc.  la 
courbe  MT'  passe  donc  entre  la  tangente  MY\  et  la  courbe  pro- 
posée MX'y  de  même  la  courbe  JMF''  passe  entre  JJiF'  ti^MX^  etc. 
Chacune  des  lignes  MY\  MY'' ,  MT'' ^  etc.  s'approchant  plus  de  la 
courbe  proposée  que  celle  qui  la  précède,  peut  être  regardée 
comme  ayant  un  contact  plus  parfait  ou  d'un  ordre  supérieur  à  celui 
qui  se  trouve  entre  ces  deux  dernières  :  l'ordre  du  contact  est 
marqué  par  le  nombre  de  termes  qui  sont  communs  à  la  série  (k) , 
tx  à  l'équation  de  la  courbe  touchante. 

Les  courbes  MT* ,  MY'^  etc.  jouissent  toutes  d'une  propriété 
analogue  à  celle  qui  forme  le  caractère  de  la  tangente  (n**.  131); 
de  même  qu'entre  cette  ligne  et  la  courbe ,  on  ne  peut  faire  passer 
aucune  autre  droite ,  de  même  entre  la  parabole  MY^^  et  la  courbe 
MX",  onW  peut  faire  passer  aucune  parabole  du  second  ordre.  Pour 
s^en  convaincre  il  suffit  de  considérer  une  parabole  de  cet  ordre 
rapportée  à  l'abscisse  A ,  et  représentée  par  l'équation  k^Jh+Bh'', 
on  verra  que  tant  que  ^  et  S  différeront  de  /;  et  de  ^ ,  la  quantité 
k — A^ surpassera ,  soit  positivement  soit  négativement,  la  quantité 
k-^k^^  Si  on  avoit  -^=/7,  quelque  valeur  qu'ait  d'ailleurs  le 
coefficient  Sj  la  parabole  donnée  par  l'équation  k^  =pk+Bh^^ 
auroit  la  même  tangente  que  la  proposée  MX ,  et  la  toucheroit  par 
conséquent.  Il  suit  de  là  qu'il  existe  une  infinité  de  paraboles  ,  qui 
peuvent  avoir  un  contact  du  premier  ordre,  avec  une  courbe 
donnée ,  mais  qu'il  n'y  en  a  qu'une  seule  qui  puisse  en  avoir  un 
du  second  ;  pour  distinguer  cette  dernière  de  toute  autre  ,  nous  la 
nommerons  parabole  osculatrice.  On  verra  de  même  que  parmi 
les  courbes  paraboliques  représentées  par  l'équation 

il  y  en  aura  une  infinité  qui  auront  avec  la  courbé  MX  ,  des 
contacts  du  premier  et  du  second  ordre  ;  mais  qu'une ^eule,  savoir 
celle  oîi  ^=p  y  B=q ,  C:=r ,  peut  en  avoir  un  du  tiroisième  :  elle 


/ 
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sera  donc  la  deuxième  parabole  osculatrice^  et  ainsi  de$  autres. 

Lorsque  la  courbe  proposée  ne  subit  pas  d'inflexion  au  point 
qu'on  considère ,  elle  se  trouve  du  même  côté  de  la  tangente , 
immédiatement  avant  et  après  le  contact  y  mais  il  n'en  est  pas  de 
même  à  Tégard  de  la  première  parabole  osculatrice  :  car  la  différence 
NN'\  dont  le  signe  peut  toujours  dépendre  de  son  premier 
terme  rA%  en  prenant  h  convenablement,  change  de  signe  en 
même  tems  que  cette  quantité ,  ce  qui  prouve  que  la  comhey^MY^^ 
passe  d'un  côté  à  l'autre  de  la  courbe  MX;  il  y  a  donc  en  quelque 
sorte  contact  et  intersection  entre  ces  deux  courbes.  Si  on  avoit  de  la 
peine  à  concevoir  cette  circonstance  ,  il  faudroit  se  rappeller  que  la 
tangente  au  point  d'inflexion ,  coupe  la  courbe  proposée ,  et  ne  la. 
touche  pas  moins  pour  cela.  Pareille  chose  arrivera  à  toutes  les 
osculatrices  d'un  ordre  pair;  il  n'y  aura  que  les  osculatrices~d'iia 
ordre  impair  qui  soient  toutes  du  même  côté  à  l'égard  de  la  courbe 
proposée  (*). 

Lorsque  parmi  les  coefficiens  de  la  série  (A)  il  s'en  trouve  dç 
nuls,  la  ligne  osculatrice  de  l'ordre  inférieur  au  premier  de  ces 
termes,  acquiert  par  là  un  contact  d'un  ordre  supérieur  au  sien; 
ainsi  quand  le  coefficient  q  est  nul ,  la  tangente  a  alors  un  contact 
du  second  ordre ,  puisque  h — k'  se  rédi^it  à  r^'+iA*+  etc. ,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même,  la  première  parabole  osculatrice  devient  une  ligo; 
droite^  et  se  confond  avec  la  tangente  ;  la  seconde  parabole  osculatrice 
se  cojifondroit  avec  la  première  si  on  avoitr=:o;  toufes  deux  S2 
réuniroient  è  la  tangente,  si  g  et  r  étoient  nul$  en  même(  tems^ 
Il  est  facile  d'étendre  et  de  modifier  ces  considérations  suivant  les 
circonstances   qui   peuvent  se    présenter.   Lorsque   les  termes  de 

la  série   (k)   deviennent  -  ou  infinis;  il  faut  alors  recoutîr  à  la 

o 

série  plus  générale  k=Jfi'+Ph^+Chr+^tc.  déduite  de  l'équation 


(^J  Si  on  prend  les  différences  entre  l'ordonnée  de  chacune  des  lignes  oscula- 
trices et  celle  de  la  précédente ,  on  aura 

résultats  remarquables  en  ce  qu'ils  représentent  l'expression  linéaire  des  termes  de  la 
série  (k).  . 


A 


r  - 
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proposéir  par  les  procédés  indiqués  n"*.  1 34 ,  et  qui  donnera  les  courbes 
paraboliques  osculatrices  relatives  au  point  particulier  qu'on  consi- 
dère. Nous  allons  montrer  que  les  courbes  du  genre  parabolique  ne 
sont  pas  les  seules  qui  puissent  être  les  osculatrices  d'une  courbe  donnée. 

159.  Si  on  conçoit  une  courbç  quelconque  passant  par  le  point  M^ 
et  ayant  par  conséquent  à  jce  point  les  mêmes  coordonnées  ^P 
et  PM  que  la  proposée ,  et  qu'on  représente  par  K  Tordonnép 
de  cette  courbe  relative  à  Taxe  MB'  et  à  Tabscisse  QM=k ,  en 
substituant  dans  son  équation  que  je  désignerai  par  (  F)  ainsi  qu'elle , 
x'+h  ety+K  à  la  place  de  x  et  de  j,  on  trouvera  pour  K  une  série 
de  la  forme  K  =  Ph+  Qk''+  Rh^+ Sh^+ tic.  et  il  viendra  par 
conséquent 

k'-'K  =  (p—P)h+(q—Q;)h'  +  {r^R)V  +  (s—S)h^+ttc. 
Lorsque  p  sera  égala  P,  cette  courbe  aura  la  même  tangente  que  la 
proposée ,  et  dans  ce  cas ,  ellesse  toucheront  l'une  et  l'autre.  On  voit 
aussi  que  tant  que  ^  et  Q  ne  seront,  pas  de  signe  contraire ,  la 
seconde  courbe  passera  entre  la  courbe  proposée  et  sa  tangente  y 
car  *■—  K  étant  réduit  alors  à  (  y —  Q)  A*+  (  r — R)  h^  +  etc.  sera 
moindre  que  A— '^':=^A*+rA'+etc.  quand  l'abscîss^e  h  sera  prise  de 
manière  que  le  premier  terme  de  chacune  de  ces  séries  surpasse  tous 
ceux  qui  le  suivent;  la  différence  q — Q  comparée  à  y,  fera  con- 
noitre  la  situation  respective  de  la  courbe  touchante  (  V) ,  àTégard 
de  la  courbe  proposée  et  de  sa  tangente.  Le  contact  de  la  courbe 
proposée   avec  la  courbe  (f^)  seroit  du^econd  ordre,  si  on  a  voit 


avec  ia  couroe  \^r  )  si 
lems  p — P  =  o,  q — 


en  même  lems  p — P  =  o  ,  q — Q=o,  du  troisième  si  on  avoit 

p — P=o,  q — $=0 ,  r — /î=o  i  et  en  général  de  Tordre  marqué  par 

le  nombre  de  coefficiens  qui  s'évanouissent  dans  l'expression  de  k — K. 

Pour  un  point  quelconque  de  la  courbe    (  ^  )    les  coefficiens 

^_      l  <Px 


dx 


I     ^*v 

1 


dx- 


/{  = 


etc. 


1.3       dx" 

sont  des  fonctions  données  de  ^,  de^,  et  des  constantes  qui  entrent 
dans  son  équation;  mais  au  point  M^  :r  etj'sechangent  enV  et^, 
et  comme  les  coefficiens    ■ 


dy 

1^* 


<y' 


éy' 


1  dx 


779 


^•3 


dx 


'6     > 


etc. 
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sont  des  fonctions  de  x'  et  dey\  les  équations  p — P=o ,  q —  Q=o  etc 
ne  renferment  que  les  constantes  dont  on.  vient  de  parler,  et  les 
coordonnées  du  point  3f ,  et  ne  peuvent  par  coins.équcnt  devenir 
identiques ,  que  lorsque  ces  constantes  ont  avec  les  coordonnées 
x'  et  y ,  les  relations  qu'elles  expriment. 

Si  la  courbe  (  F)  n'est  pas  entièrement  déterminée ,  soit  dans  sa 
position ,  soit  dans  son  espèce ,  son  équation  contiendra  alors  des 
constantes  arbitraires  dont  on  pourra  disposer,  pour  satisfaire  à 
quelques-unes  des  équations  p — P=o,  f — Q=o  etc.  et  déterminer 
par  là  un  contact  d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé ,  suivant  U 
nombre  de  ces  constantes. 

260.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple  y  supposons  que  la 
courbe  (  f^)  soit  un  cercle  dont  la  position  du  centre  et  la  grandeur 
du  rayon  soient  quelconques  ;  cherchons  les  divers  contacts 
que  ce  cercle  peut  avoir  avec  une  courbe  donnée ,  et  comment 
les  constantes  qui  entrent  dans  son  équation  sont  déterminées 
par  la  nature  du  contact ,  et  par  la  position  du  point  oii  ce  contact 
a  lieu. 

Représentons  par  a  et  fi  les  coordonnées  du  centre  du  oercle  que 
nous  considérons ,  par  a  son  rayon ,  et  par  x  tt  y  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  sa  circonférence  ;  la  distance  de  ce  dernier 

au  centre,  aura  pour  expression  (n%i97)  \/(^x — ûLy+(^y — ^y 
et ,  par  la  nature  du  cercle ,  devra  être  égale  au  rayon  a  ;  prenant 
les  quarrés,  on  aura  (x — *)'*+  (y — j8)*=a*:  telle  est  l'équation 
d'un  cercle  place  d'une  manière  quelconque ,  par  rapport  aux  axes , 
et  décrit  d*uQ  rayon  quelconque. 

Là  première  condition  que  ce  cercle  doit  remplir,  avant  de 
toucher  la  courbe  proposée,  est  de  passer  par  le  point  ifef,  et 
pour  cela  il  faut  que  son  équation  soit  satisfaite,  lorsqu'on  rem- 
placera X  et  y  par  x'  et  par  y\  ce  qui  donnera 

(x'—uy+(y—fiy=a\...(i) 

Puisqu'on  doit  regarder  les  variables  x'  et  y  y  comme  déterminées 
pour  le  point  Jtf  qu'on  considère ,  il  s'ensuit  que  des  trois  constantes 
arbitraires  a^  fi  et  a,  i\  n'en  reste  plus  que  deux  dont  on  puisse 

disposer 
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disposer  pour  remplir'  le^  con£tîons  du  contact ,  et  que  par 
conséquent  ce  cercle  ne  pourra  avoir ,  en  général ,  avec  la  courbe 
proposée  ,  un  contact  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  second. 

L'équation  (:c—*)*+(jr—j8)*3?:a»  donne  P=  ^  =~^^*\^ 

en  changeant  x  en  x'  et  y  en  y  dans  cette  valeur ,  et  en  la  subsd* 
tuant  dans /^ — P=o,  il  viendra 

^^    +'^=o,onQy'^fi)^-\^{x'—a)=o (1) 


Cette  équation  ne  suffit  pas  pour  déterminer  «  et  /S  ^  mais  elle 
établit  la^elation  qui  doit  exister  entre  ces  quantités ,  pour  chacune 
des  valeurs  particulières  de  x'  et  de  y  :  en  lui  donnant  la  forme 

on  verra  qu^elle  est  la  même  que  celle  de  la  normale  dans  laquelle 
on  auroit  changé  ^  en  «  et  j^en  i8  (  n^.  145  )  9  et  on  en  conclura 
que  tous  les  cercles  qui  ont  leur  centre  sur  la  normale  au  point  M^ 
et  qui  passent  par  ce  point,  ont  un  contact  du  premier  ordre  avec 
la  courbe  proposée. 

i6 1 .  Formons  encore  Féquation  q —  Ç=o,  pour  achever  de  détermi^ 
ner  le  cercle  touchanu  Nous  tirerons  d'abord  de  Téquation  de  ce  cercle 

mettant  ensuite  x'  pour  x  et  y'  pour  y ,  nous  aurons 

%dx'^  .  a  (y  —  *  y         ' 

ou  w-^f^y  ^  +  (y-*y+(^'r-«y=o (}) 

Les  équations  (0  >  (0  ^^  (3)  î^^i^es  sont  en  nombre  suffisant  pour 

dy' 
déterminer  «9  /8  et  a:  la  seconde  donne  {x' — flt)=-r-(y — /g) —-7} 

dx 

substituant  cette  valeur  dans  la  troisième  y  on  trouve 

^y  ^y  r     .    <y'S 

y-*= __.,tfoîi^'^«  = -_ ;    et 

Gi/c2^/  difflrentUl.  .  Ddd 


\ 
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au  ffloyeo  de  ces  expressions ,  i'équatioa  (i)  donnera 

C'  +  i^) 


Les  deux  premiers  résultats  font  connoîtrê,  par  rapport  au  point  M^ 
la  position  du  centre  du  cercle  qui  a  dans  ce  point  un  contact  du 
second  ordre,  avec  la  courbe  proposa.  T  ' 

26t.  Il  ne  peut  passer  entre  ce  cercle  et  cette  courbe ,  aucua 
autre  cercle;  car,  à  cause  de  p=^P  et  ^=;  Q^  on  a 

i—K:^!ir^R)h:'-\r  (j— ^)  A^+  etc.  ^ 
et  pour  un  cercle  qui  n'auroit  quun  contact  du  premier  ordre, 
il  viendroit  k—K^^{q—q^)V'^{r—R^)h^+  (5— 5jA^+etc. 
En  raisonnant  ici  comme  dans  le  n^  258,  on  verra  que  la  diffé- 
rence A— ^Jl^  sera  toujours  plus  grande  que  A-^X,  tant  qu'on 
prendra  h  conveoablensteat  >  et  que  par  conséquent  le  second  cerck 
me  poupra  ^se. trouver ,  inuiiédiatement  avant  et  après  le  contact , 
entre  le  premier  et  la  courbe  proposée:  ce  prembroerdeseradond 
k  cercle  oioUat^n 

On  voit  par  la  forme  de  rexpressibh  de  l — JT,  que  te  cercte 
osculateur ,  de  même  qixe  la  parabole  osculatrice  (^n^  258)^  passe 
après  le  contact  du  coté  de  la  courbe  opposé  à  celui  où  il  se 
trou  voit  avant,  k  moins  qtt«  tes  valetirs  de  x'  et  de  y  parti- 
culières au  point  M  ,  ne  finissent  évanouir  r —  R.  Dans  ce  cas,  le 
contact  du  cercle  osculateur*  et  de  la  courbe  '  proposée  seroit  da 
troisième  ordre  ;  il  deviendront  da  quatrième ,  si  i— ^S  disparoissoit 
en  même  tems ,  et  ainsi  de  suite." 

Eo  regardant  le  point  ilf  comme  indéterminé,  on  pourra  èn^néral 
lulas&i^er  une  position  telle  qiv^ûnail;  rr^R;=^ç>\  il  faudra  pour  oelia 
déterminer  x'  et  y\  en  combinant  cette  équation  avec  celle  de  U 
courbe ,  et  lorsqu'on  en  tirera  pour  ceSs  inconnues  des  valeurs 
réelles,  1«  cercte  osculaleur  aura  dans  le  point  qu'elles  désignent 
un  contact  du  quatrième  ordre. 

263.  La  position  du  centre  du  cercle  oscotateur  étant  différente 
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pour  chacun  des  points  de  la  courbe  proposée ,  Pensemble  de  tous^ 
ces  centres  formera  une  courbe  dont  les  coordonnées  seront  «  et  fl. 
On  trouvera  son  équation  en  éliminant  a:' et  y  entre  les  équations 
(  I  )  et  (  1  )  et  celles  de  la  courbe  proposée  ;  car  la  relation  qu'on 
obtiendra  th  a  tt  fi  par  cette  opération ,  étant  indépendante  îles 
valeurs  particulières  de  x'  et  de  y,  doit  convenir  nécessairement 
à  toutes  celles  que  peuvent  prendre  a  et-  jS.  (*^j 

164.  Il  est  important  de  remarquer  que  le  rayon  du  cercle 
osculateur  mené  par  le  point  de  contact ,  touche  toujours  la  courbe 
dont  nous  venons  de  parler.  Pour  le  prouver ,  prenons  dans  l'équa- 
tion (x)  la  valeur  de  x'-^^t  et  substitiions-la  dans  l'équation  (  3  ), 
cette  dernière  deviendra 

■+^ +(/-/>)  ^=Oi 

nous  pourrons  donc  employer  au  lieu  des  équations  (»)  et  (3  ) ,  les 
deux  suivantes 

-(  *'— *  )  dx'  +  {y'^H  )  dy'^=:Q  • 

^x'« + afy  «  +  (y  _ /8  )  ^y  ^  o. 

Maintenant  si  on  diflirentie  la  premië-e  par  rapport  à  x\  non- 
aeulemcnt  y  variera ,  mais  «  «t  /3  varieront  aussi ,  puisque  ce  sont 
des  fonctions  implicites  de  *',  et  on  trouvera  par  conséquent 

^f'*+<y'*+ (y— /3)  rfy— ^«i/r'-.^/î^y=o, 

réalt«t  qui ,  en  vertu  de  la  seconde  équation  ci-dessus ,  se  léduit  à 

</*^*'+^i8i/y=o,  d'oïl  ^=—^. 

■   J  da,  dy' 

Mais  en  observant  que  —  exprime  aussi  le  coefficient  différentiel 

de  U  varkWe  «  considérée  comne  fonetim  de  «  (  n».  68  ) ,  on 
verra  ^tte  la  tan^ntc  de  la  ponri»  sas  laquelle  se  trouve  le  centre 

(*)  leisaîrirai  cette  CKrcasion  pour  fkire  remifqucr  qu*€fl  général  Wlîmîiujtîon ; 
faisant  di9paroître  çortabes  quantités  «I  rfàibnl  par  là  les  autres  ind^endantes  des 
valeurs  particuUèrcs  que  peuv^t  jurendrc  les  pr^ières^  conduU  \  ua  résultat  qui 
renferme  coUectivetçent  tous  ceux  qu*on  âurolt  eus  pour  chacune  de  ces  valeurs  : 
c'est  par  cette  propriété  que  Télimmatlon  joue  un  grand  rôle  dans  les  questions 
d'Analyse  et  de  Géométrie ,  aiiîsi  qu'on  le  verra  dans  la  suîte. 

Ddd  2 
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du  cercle  osculateur^  fait  avec  Taxe  des  abscisses  le  mêoie  angle* 
que  la  normale  de  la  courbe  proposée,  et  puisque  ces  droites 
passent  l'une  et  l'autre  par  le  centre  du  cercle  osculateur ,  elles  se 
confondent  nécessairement. 

265.  Ceci  nous  conduit  à  parler  de  la  manière  dont  la  courbe 
riG,  30:  proposée  MX  y  fig*  lOy  peut  être^  engendrée  par  la  courbe  FZ^ 

qu'on  suppose  le  lieu  des  centres  de  tous  les  cercles  osculateurs  de  la 
première.  La.  ligne  MF  étant  tangente  à  la  courbe  FZ  ^  a  nécessai- 
rement la  même  direction  que  celle  que  prendroit  un  fil  enveloppé 
autour  de  la  convexité  de  cette  courbe  y  lorsqu'en  le  développant  oa 
seroit  parvenu  à  l'en  détachei;  au  point  ^;et  il  est  aisé  de  voir 
qu'en  supposant  à  ce  fil  une  longueur  convenable,  l'extrémité^ par 
laquelle  il  se  développe  décrit  la  courbe  MX.  Ce  procédé  a  une 
grande  analogie  avec  la*  description  du  cercle  ;  c'est  la  courbe  FZ , 
qpi  fait  l'office  du  centre ,  et  le  rayon  MP^\x  lieu  d!être  constant^ 
varié  pour  chaque  point.  La  courbe  FZ  s'appelle  la  divtloppii  ^ 
la  courbe  MX  la  dtvtloppanu- ,  et  le  rayon  du  cercle  osculateur 
se  nomme  rayon  de  la  divtloppU, 

266.  De  tous  les  cercles  qui  touchent  Ta  courbe  proposée  au 
point  ilf ,  le  cercle  osculateur  étant  celui  qui  s'en  approche  le 
plus*,  soit  avant  soîé*  aprèS'  le  contact ,  est  par  conséquent  celui 
dont  la  courbure  diffère  le  moins  de  celle  que  cette  courbe  a  dans 
te  point  que  nous  considérons.  La  courbure  du  cercle  est  unifbrme 
pour  tous  sts  points,  mais- celle  d'un  petit  cercle  tst  plus  consi- 
dérable que  celle  d'un  grand ,  ensorte  que  les  courbures  des  cerclés 
sont  en  raison  inverse  de  leur  rayon.  On  peut  donc ,  par  le  rayoïvdu 
cercle  osculateur ,  juger  de  la  courbure  d'une  courbe  donnée,  dans 
l'un  quelconque  de  ses  points  ;  car  dans  cette  circonstance  on  com- 
pare la  courbe  à  son  cercle  osculateur ,  de  même  qu'on  4a  compare 
à  sa  tangente ,  pour  connoître  la  direction  vers  laquelle  tendroit  à 
chaque  instant  le  point  qui  la  décriroit»  Ces  considérations  ont  fait 
donner  au$si  au  rayon-  du  cercle  osculateur  le  nom  de  rayon  d€> 
courbure ,  et  on  voit  d'après  ce  qui  précède,  que  la  courbure  d'une 
courbe  est  en  raison  inverse  dé  son  rayon  de  courbure. 

Les  variations,  du  rayon  des  courbures  et  les  circoi^stances  du. 
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TOurs  de  la  développée ,  sont  aussi  très-propres  à  faire  reconnoître 
les  points  singuliers  de  la  courbe  proposée. 

.  ...  d^y 

L'expression  du  rayon  de  courbure  dévient  infinie  lorsque  -jg-;: 

Si'évanouit ,  et  devient  nulle  quand  il  est  infini» 

On  trouvera  le  p<Mnt  de  la  courbe  proposée  dans  lequel  le  rayon  de 
courbure  est  un  maximum  ou  un  minimum  ^  en  considérant  ce  rayon  , 
ainsi  qu'on  le  doit  ^  comme  une  fonction  de  x\  et  en  égalant  son 
coefficient  différentiel  à  zéro ,  suivant  la  règle  ordinaire.  Ce  calcul 
effectué  sur  l'expression  générale ,  mène  à  une  conséquence  remar- 
quable \  car  il  en  résulte  que  le  cercle  osculateur  a  dans  ce  cas  ua 
contact  du  quatrième  ordre  avec  la  courbe  proposée.  En  effet ,  le 
numérateur  <le  la  différentielle  de  la  valeur  de  a  (n%x6L)  étant 
<^égalé  à  zéro ,  fournit  l'équation  ^ 

^^     /-. .  dy^  ^  dy  _^ 
^  dx'  dx'^  —  ^  1+  ^^,.  /  j^.3.  -o, 

qui  déterminera  x'i  mais  d'un  autre  côté  en  prenant  la  différentielle 
troisième  de  l'équation  du  cercle  osculateur  (  n*".  %6o  )  9    on  aura 

dy     d^y         ,  .      d!^y 

Mettant  pour  ^-^jd  sa  valeur  tirée  de  la  différentielle  seconde  ;, 
et  changeant  x  en  x  tiy  tTiy\  pour  obtenir  le  résultat  qui  convient 
au  point  de  contact,  il  viendra  la  mêlne  équation'  que  ci-dessus. 

n  suit  de  là  que  le  coemcient  -j^  est  le  même  pour  la  courbe 

dx- 

proposée  et  pour  le  cercle  osculateur,  lorsque  le   rayon  de  ce 

dernier  est  un  mioximum  ou  un  minimum  ;  et  à  cause  que 

I         iPy  \        êy 


et  jR= 


1.1.3     dx  I.X.3     dx^ 

on  aura  alors  r — A  =ao,^  résultat  qui  exprime  la  condition  relative  * 
à  un  contact  du  troisième  ordre  ('.n^.  159)^ 

Le  centre  de  courbure  se  trouvant  toujours  dans  l'espaoe  vers* 
lequel  la  courbe  proposée  tourne  sa  conca^té  y  il  s'ensuit  qu'aprèsr* 
un  point  d'inflexion  ou  de  xebroussement,  ce  centre  passe  d'un: 
côté  à  l'autre  de  la  tangente ,  ainsi  que  la  développée^  Je*  ne- 
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m'arrêterai  point  à  exposer  en  détail  les  diverses  formes  qiie 
peut  prendre  la  développée  »  je  ferai  remarquer  seulement  que  » 
lorsqu'elle  subit  une  inflexion ,  il  en  résulte  un  point  de  rebrousse- 
ment  de  la  seconde  espèce  dans  la  courbe  proposée  ;  cela  est  aisé 
à  voir  sur  la  figure  ;  car  le  rayon  de  courbure  MF ,  parvenu  en  NG , 
revient  sur  ses  pas  en  HO  ^  et  décrit  la  branche  ponctuée  NO. 
C'est  ainsi  que  THôpital  reconnut  Texistence  de  cette  espèce  de  re« 
broussement ,  contestée  ensuite  par  de  Gua  >  mais  mise  hors  de 
doute  par  d'Âlembert  et  Euler, 

167.  Je  ne  m'étendrai  pas  beaucoup  sur  l'application  des  ré- 
sultats obtenus  dans  les  articles  précédens,  parce  que  cette  appli- 
cation n'a  aucune  difficulté  lorsqu'on  possède  bien  le  méchanisme 
du  Calcul  différentiel. 

Soit  d'abord  la  parabole  donnée  par  l'équation  y*z=Ax\ 

dy       A  dy^      4y'+A^ 

On  aura  -T"r= r>      i+T";?r  = û — % 

£y_       A     dy  _       A* 

77^~"" 7/^  dx'  """"^^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  a"".  i6i  9  on  trouvera 


s   • 


Le  premier  résultat ,  qui  exprime  la  valeur  du  rajron  de  courbure, 
devient  égal  à  -^,  lorsque  x'  =  o;  ce  qui  nous  apprend  que  la 

courbure  de  la  parabole  à  son  soaunet  est  la  même  que  celle  d'un 
cercle  >  décrit  d'un  rayon  égal  au  demi-paramètre ,  et  que  ce  cercle 
a  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  la  parabole ,  puisque  son  rayon 
est  un  minimum.  Le  rayon  du  cercle  osculateur  devenant  plus  grand 
à  mesure  que  x'  augmente ,  la  courbuM  de  la  parabole  diminue  en 
môme*tems  et  tend  sans  cesse  à  s*anéantir.  En  rapprochant  la  valeur 
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AtUy  de  celle  qu'on  a  trouvée  dans  le  n"".  xj^^  pour  la  normale , 

on  verra  que  a  =  ,        ,  ou  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  au 

cube  de  la  normale  divisé  par  le  quarré  du  demi-paramètre. 
Les  expressions  Aty' — /3  et  x' — *  donnent 


^y 


fS 


ui 


a     >S 


2 


Soh,  on  tire  y^= 


—\.A 


ire  /=  -  r  -  A^9r\  et  x'=  "tlZ^, 
V4        y  3 


mettant  ces  valeurs 


9^ 
dans  réquation  y*=^x',  on  aura  (  -  -^*i8^    = ^ — —  , 

équation  qui   appartient  à  la  développée  de  la  parabole*.  Si  on  y  ^ 

fait  a-—  -u4'=zy ,  ou  qu'on  porte  l'origine  des  abscisses  en  D  ^fig.  3 1 ,  FIG.  51. 

on  pourra  lui  donner  cette  forme  très-simple,  ]8'= —  ,  qui  nous 

■te 

montre  que  *la  courbe  qu'elle  représente  tst  une  des  paraboles  du 
troisième  ordre  >  composée  de  deux  branches  DF  et  /?/,  dont  la 
première  engendre  par  son  développement  la  branche  ^Xde  la  pa- 
rabole ordinaire  Xu4x  et  la  seconde  produit  la  branche  u^x» 

Cherchons  encore  l'expression  du  rayon  de  courbure  des  courbes 
du  second  ordre,  comprises  dans  l'équation  j^'*=^jr'*+ 1  Bx\  nous 

^      J^ . 


aurons 


ft- y 


dx' 


dx 


fa, 


-^y 


^y—{Ax'+B) 


dy' 


y» 


dx'  _   jy^—(jx'+£y 


dx"  y  y 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  ,4e  â  (  n**.  i6i  ),  nous  trouverons 

*  "^  Ay-^i^x'+BY  »  °"  »•  *^^  mettant  pour  y  sa  valeur  ^ 
_       |;(^+  i)Ax"+  {J+  i)ïBx'+B^Y 

a. —  ■; •  «T T=^  -• 

t69.  Il  faut  observer  que  pour  la  description  de  la  parabole  X^x  ,. 
par  le  développement  de  la  courbe  FDfy  le  fil  enveloppé  autour  de 


'/ 
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Tune  ou  de  l'autre  des  branches  DFtiDf^  doit  avoir  au  point  1>, 
dans  le  prolongement  de  la  tangente  BD ,  une  longueur  AD  égale 
au  rayon  de  courbure  au  point  A^  c'est-à-dire  à  la  moitié  du 
paramètre  <^e  la  parabole  proposée  ;  tout  autre  point  ^  tel  que  /  , 
pris  sur  ce  fiU  prodùiroit  une  courbe  différente.  Si  \%  point  / 
tomboit  sur  le  point  D  y  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite 
alors ,  seroit  nul  à  son  origine ,  et  par  conséquent  elle  auroit  à 
ce  point  une  courbure  infinie.  On  voit  aussi  que  la  longueur  de 
l'arc  DF  est  égale  à^la  différence  qui  se  trouve  entre  le  rayon  de 
courbure  correspondant  MF^  et  le  tayon  de  courbure  AD^  qui 
apparient  à  l'origine. 

Cette  remarque  est  générale ,  et  quelle  que  soit  la  développante  ; 
un  arc  quelconque  de  la  développée ,  sera  égal  à  la  différence  des 
deux  rayons  de  courbure  menés  par  ses  extrémités.  Il  suit  de  là 
que,  puisqu'on  peut  toujours  parvenir  à  l'expression  du  Crayon  de 
courbure  des  courbes  algébriques ,  les  développées  de  ces  courbes 
sont  toutes  rectifiables ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  >  que  la  lon- 
gueur de  leurs  arcs  est  asûgnable  par  une  formule  algébrique. 

269.  Si  nous  supposons  que  la  courbe  {F)  qui  doit  toucher 
la  proposée  au  point  M  au  lieu  d'être  un  cercle  comme  dans  le 
n^.  160  9  soit  une  ellipse  dont  les  axes  aei  b  soient  indéterminés  ^ 
mais  parallèles  à  ceux  des  coordonnées  ^  et  que  <t  et  i3  désignent 
les  coordonnées  de  son  centre ,  soa  équation  sera' 

JEn  changeant  x  en  x'  et  y  en  y  pour  exprimer  qu'elle  doit  passer 
par  le.  point  iVf ,  on  aura 

cette  équation  laissera  encore  indéterminées  trois  des  constantes 
arbitraires  dont  on  pourra  dispoâsr  pour  faire  évanouir  un  pareil 
nombre  dé  termes  dans  la  série 

t^K:=(;,_P)A+(j-.Q)&»+(r— /l)A3+(j— 5)A*+etc. 
en  posant  les  équations /> — /*— o,  q — Q=o  et  r — il=o.  L'ellipse 
osculatrice  déterminée  par  ces.  conditions  aura  un  contact  du  troi- 
sièçie   ordre   avec  la  courbe  proposée ,  et  il  est  évident  qu'elle 
passera  entje  cette  courbe  et  $on  cerçlp  osculateur. 

I  Eo 
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En  général ,  quelle  que  soit  Téquation  (  ^) ,  en  y  changeant 
X  en  x'  et  y  en  y\  on  obtiendra  la  relation  qui  doit  avoir  lieu 
entre  ses  constantes ,  pour  que  lès  courbes  qu'elle  représente 
passent  par  le  point  pris  sur  la  courbe  proposée  ;  et  si  elle  ren- 
ferme un  nombre  n  de  (Constantes  arbitraires ,  il  en  restera  n — i, 
avec  lesquelles  on  pourra  satisfaire  k  un  pareil  nombre  de  conditions 
4e  contact.  Mais  puisqu'on  a 

dy  I  d^y  I      (py 

dx    *      ^       \  dx"  *  1.1.3    dx* 

m 

on  pourra  représenter  ces  conditions  comme  il  suit 

dy  _  dy  dy  _   dy  j       êy  _  é^y 

dx^  ~   dx  '         T^~^J^'         ^d^~1^^^* 

en  observant  de  changer  x  en  x*  et  j^  en  y,  dans  le  dévelop-' 

pement  des  seconds  membres  de  ces  équations ,    déduit  dès  diiFé- 

rehtielles  de  l'équation  (  F)i  la  courbe  osculatrice  qui  résultera  de^ 

la  déterminatioii  de  toutes  les  constantes ,  aura  avec  la  proposée  un 

contact  de  Tordre  n — i  et  toutes  les  autres  comprises  dans  l'équa- 

tîon  générale  dont  elle  est  tirée ,  n'en  pourront  avoir  que  des  ordres 

inférieurs  ;  c'est  pourquoi  je  distingue  le  premier  sous  le  nom  à!oscu^ 

lation..  D'après  ces  définitions ,  la  tangente  est  une  osculatrice ,  et  son 

contact  est  une  osculation  du  premier  ordre;  le  contact  du  cercle 

osculateur  est  une  osculation  du  second  ordre  ;  enfin  la  courbe  oscu- 

latrice  dont  l'équation  générale  renferme  n  constantes  arbitraires  y 

a  une  osculation  de  Tordre  /i— x  • 

170,  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  des  courbes  algé-        Des  Courbes 
,,   .  •,  •  ^        .r-  A  1  "       J      transcendantes. 

briques,  nous  allons  mamtenant  faire  connoitre  quelques<^unes  des' 

courbes  transcendantes  les  plus  remarquables.  Nous  nous  occuperons 

d^abord  de  la  /o^^n/^/^i^i^  ou  de  la  courbe  dans  laquelle  les  ordonnées 

sont  les  logarithmes  des  abscisses. 

On  a  dans  cette  courbe  y=l  x\  et  quand  on  fait  x=z  i,  il  vient 

y = o ,  ce  qui  fait  voir  qu'die  rencontre  l'axe  AB  au  point  JE  ,7%.  3 1 ,     ^^-  3*- 

oîi  l'abscisse  AE  est  égale  à  Tunité.  La  branche  EX^  qui  répond  aux 

abscisses  positives  plus  grandes  que  Tunité ,  est  infinie ,  puisque  les 

Calcul  diffirmtkl.  •  Eee 
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logarithmes  de  ces  abscisses  croissent  toujours.  Dans  la  partie  AÊ^  6ù 
les  abscisses  sont  des  fractions,  les  ordonnées  sont  négatives  et 
augmentent  à  mesure  que  cts  fractions  diminuent ,  ensorte  que  la 
branche  jBat  a  pour  asymptote  la  partie  négative  ^c  de  Paxe  des 
ordonnées  :  enfin  la  logarithmique  ne  s^étehd  point  du  côté  des 
abscisses  négatives ,  puisque  leurs  logarithmes  sont  imaginaires 
(n°.  183). 

En  différentiant  Téquatlon  y = I  x\  il  vient  -—y  =  -y  (  n^  zo  )  j 

U  X  X 

on  voit  par  là  que  la  tangente  de  cette  courbe  est  perpendiculaire 
à  la  ligne  des  ^abscisses  lorsque  jt'=  o ,  et  qu'elle  ne  lui  est  parallèle 
qu'en  supposant  x'  infini  (  n**,  248  )•  L'expression  générale  de  là 

soutangente  (  xC.  140  )  donne  P  r=  -— ^  ;  mais  en  chassant  y' 

on  introduit  le  logarithme  de  x\  ainsi  cette  expression  est  trans- 
cendante ;  cependant  en  prenant  la  soutangente  OD  sur  Vaxe  AC^ 

dy' 

on  aura  OD  =  x  —r-T  =  -M ,  résultat  bien  remarquable  >  puisqu'il 

dx 

nous  apprend  que  la  soutangente  OD  est  constante  et  égale  au 
module  9  pour  tous  les  points  dé  la  courbe.  On  trouveroit  de  même 
que  la  tangente ,  la  sounormale  et  la  normale ,  prises  par  rapport 
à  l'axe  AB ,  sont  transcendantes  à  cause  que  l'ordonnée  y^  entre 
dans  leur  ejcpression  ,  mais  qu^elles  deviennent  algébriques  ^  lors- 
qu'on les  considère  à  l'égard  de  l'axe  AC^ 
Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure  ; 

dy'^         x'^^M"      d^y  M        ,,  .  ^    ,      ,    , 

on  a  1+  -£^  =  __,^=-_,  d'où(n^  ^6^  ) 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  considérer  la  développée ,  qui  seroit  néces- 
sairement transcendante  ;  j'observerai  seulement  qu'on  pourroit 
obtenir  l'équation  différentielle  de  cette  courbe ,  en  éliminant  par 
le  moyen  des  valeurs  de  y — fi  ,  de  x' — a  et  de  leurs  difiërentielles  , 

dx' 

.r'  ^  dx'  tt   dy\ài^  l'équation  dy^^^M-^-rj-» 

X 
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Les  logarithmiques  diffèrent  entr'elles  à  raison  du  module  relatif 


9 


I 


au  systêine  de  logarithmes  qu'elles  représentent.  L'équation  x'^=,A 
donne  y  en  prenant  les  logarithmes  népériens  ^  Y  x'r^zy'V  A  ^  d'où 

IV       , 
y  =  \f  "  ^  résultat  dont  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  le    < 

logarithme   de  x'  calculé  pour  un  module  égal  à--; — :  cette équa* 

\  A 

tion  appartient  donc  à  une  logarithmique. 

271.  La  cycloïde  qui,  comme  on  sait ,  est  la  courbe  décrite  par 
un  point  pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle ,  pendant  que  ce  cercle 
roule  sur  une  ligne  doit e  donnée  de  position ,  est  encore  une  courbe 
transcendante  ;  la  relation  entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses , 
dépend  des  arcs  du  cercle  générateur  :  voici  comment  on  peut 
Texprimer. 

L'origine  du  mouvement  du  cercle  étant  arbitraire ,  je  la  prends  au 
point  A 3  fig'  33  *  oîi  le  pobt  décrivant  M^  se  trouvoît  sur  la  FIG.  $j: 
droite  AB  parcourue  par  le  cercle  générateur  QMG.  Puisque  ce 
cercle  en  roulant ,  applique  successivement  tous  les  points  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  AB ,  il  est  évident  que  lorsqu'il  est 
parvenu  daus  une  situation  quelconque  QMG ,  la  distance  AQ  est 
égale  à  l'arc  AfQ,  compris  entre  le  point  M  qui  touchoit  la  droite 
AB  tn  A  ^  et  le  point  (^  qui  la  touche  dans  la  position  actuelle. 
Représentons  cet  arc  par  /  ;  élevons  sur  AB ,  par  le  point  Q ,  la 
perpendiculaire  QO^  qui  passera  par  le  centre  du  cercle  générateur, 
et  menons  MN  parallèle  à  ^^B  :  MN  sera  le  sinus  de  MQ  et  NQ 
en  sera  le  sinus  verse.  Sitious  désignons  par  r  le  rayon  QO ,  nous 

aurons ,  en  prenant  les  sinus  et  les  cosinus  tabulaires ,  MN^=  r  sin-^ 
QN^r—r  cos  l;'mais  AlP=x^AQ^MN  et  PM=y=QN^ 

donc  o;':^  r— r  sin  -, . . .  (  x  )        y=r — r  cos  ^. . . .  (  1  ) 

^   Il  faudroit ,  pour  obtenir  la  relation  entre  x'  et  y,  éliminer  /  de 

ces  deux  équations,  ce  qui  ne  cpnduiroit  encore  qu'à  une  relation 

-entre  un  arc  et  son  sinus,  résultat  transcendant  ;  mais  on   peut 

Eee  a 
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parvenir    à    une   équation    difiërentielle     entre   les  coordonnées 

x'  et  y^  ainsi  qu'on  va  le  voir.  Les  équations  (i)  et  (i)  étant 

t  t 

difïérentiées ,  donnent  dx'=^dt — </îrcos  -,  dy'z:zdt%\VL-\  on  tire  de 

r  r 


I  — cos  - 


là 


vy 


sin- 

r 


—  et  mettant  au  lieu  de  i — cos-  sa  valeur  — , 


prise  dans  féquation  (i) ,  il  viendra  -^-7-  =  — 


•   t 
rsm- 

r 


9  résultat  qui 


t  V     d'y 

donnera  sin-  =  ^^^ — ~  ;  mais  on  déduit  en  même  tems  de  Téqua- 

r        r    dx 

tion  (1)  cos  -  = :  si  l'on  substitue  ces  expressions  dans  Tequa- 

tion  sin/*H-cos**=i ,  on  trouvera 


dy' 


+ 


{r-yy 


=  I. 


Telle  est  l'équation  diâ^ntielle  de  la  cydoïde;  en -prenant  la 


dx' 


r,ilvient-— =^-r-;.T- 


valeur  du  coefficient  di£irentiel    ,  ,  ,  - ,  , 

dy  dy         y  xry—y 

171.  Bien  n'est  plus  facile  maintenant  que  d'obtenir  les  expres- 
sions de  la  soutangente  et  de  la  tangente ,  de  la  sounormale  et  de  la 

normale  ,  dans  la  cydoïde.  On  trouve  ^  par  les  formules  générales 

■  » 

des  n"  140,  144  et  145, 


pr=: 


i»A  = 


V  iry'—y 


^ry'—y'\ 


317= -4 

\      Vxry'-y'* 


On  peut  construire  ces  valeurs  d'une  manière  très>sifflple  ;  car  il  est 
aisé  de  remarquer  que  MP  où  y'  étant  considéré  comme  l'abscisse 
QN  dans  le  cercle  générateur  QMG ,  la  valeur  donnée  ci -dessus 
pour  PR  sera  précisément  celle  dç  l'ordonnée  Mlf  de  ce  cercle ,  et 
que  par  conséquent  la  normale  se  confond  avec  la  corde  de  Tarç 
MQ ,  comme  on  peut  le  voir  aussi  par  l'exi^ession  de  JUM  :  il  suit 
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de  là  que  la  tangente  MT  sera  le  prolongement  de  la  corde  M  G. 
Si  on  imagine  que  le  cercle  QMG ,  glisse  sur  le  point  Q  jusques  dans 
une  position  quelconque  q  tn  g^  les  lignes  mq  et  mg^  resteront , 
malgré  ce  changement ,  parallèles  aux  lignes  MQ  et  MG  ;  il  suffira 
donc,  pour  construire  la  tangente  et  la  normale  dans  un  point 
donné  iVf,  de  rapporter  ce  point  sur  le  cercle  fixe  f /»g,  ce  qui 
se  fera  en  tirant  la  droite  Mm  parallèle  à  -^  5  ,  et  de  même  ensuite 
MT  parallèlement  k  mg  ci  MQ^  parallèlement  k  mq.  « 

Pour  déterminer  le  rayon  de  courbure  et  l'équation  de  la  dé- 

veloppée,  il  faudra  joindre  à  Téquation  — — -  ==     ^  — ^sa 

dy    .      Vxry-y'^ 

différentielle,  et  j'oBscrverai  qu'on  parviendroit  plus  simplement  au 
résultat,  en  regardant  x  comme  une  fonction  de  y\  c'est-à-dire, 
en  faisant  dy\  constant.  Il  est  aisé  de  voir  que  dans  cette  hypo- 
thèse, on  doit  changer  ^  en  y'  et  réciproquement,  dans  les  for- 
mules du  n®.  1.61.  Je  ne  suivrai  cependant  pas  cette  voie,  parce 
que  f  ai  dessein  de  montrer  comment  on  peut  déterminer  toutes  les 
affections  de  la  courbe ,  en  se  servant  immédiatement  des  relations 

données  entre  x'  et  r ,  y'  et  t. 

« 

273.  Si  Ton  vouloit  continuera  regarder  dans  les  formules  du 
n*.  261  ,  dx'  comme  constant,  il  faudroit  alors  supposer  y  et  r, 
,  variables  en  même  tems ,  puisque  ces  deux  dernières  quantités  sont 
des  fonctions  implicites  de  la  première  :  mais  il  sera  plus  commode 
d'envisager  x'  et  y  comme  des  fonctions  implicites  de  t ,  ou  ce  qui 
revient  au  même  ,  de  supposer  dt  constant ,  et  faire  varier  à  la  fois 
dx'  et  dy'  (n®.68),  en  observant  de  mettre  au  lieu  du  coefficient 

différentiel     .  .  •  ,  son  expression  dans  cette  hypothèse ,  (n"*.  59), 


5 


et  on  aura  a  =  -.■  ,■     , — =--n — ,  « 

dx'd^y—dy'd^x'  * 

,/._o-_  dx'{dx'^+dy^) 
^       ^  d'x'dy—dy'd^x'  * 

dyXdx'^+dy^) 


dx'dy'—dyd'x 


/• 


\ 
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Cela  posé  ^  les  équations  (i)  et  (2.)  donnent 

dx'zr=  de — dtcos-.      4*x  =  —  sm-^ 

r  r         r  . 

t  dt^        t 

dy=i  i/  /  sin  - ,  <^y  =  —  cos  - , 

r  r         r 

d*o{i  Ton  tire 

en  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  a^  àt  y' — /B  et  de  x'— i«|  et 
en  observant  que  i  —  cos  -  ='21 ,  on  trouvera 

r        r 


t  .i 


u 


=  x'rf  I  —  cos  -  y  =  a  |/  X  ry 


a  = 


r  J 


Ott 


*  =  ^  -1-  r  sin  - 

r 


le  premier  de  ces  résultats  nous  fait  voir  que  le  rayon  de  cour- 
bure MF  est  double  de  la  normale  iWQ ,  et  qu'il  ne  peut  par 
conséquent  devenir  plus  grand  que  lé  double  du  diamètre  du  cercle 
générateur ,  diamètre  qui  est  à  la  fois  Tordonnée  et  la  normale  de  I4 
cycloïde  au  poiiit  / ,  où  le  contact  Q  a  parcouru  la  moitié  de  la 
circonférence  ;  il  seroit  facile  de  conclure  de  là ,  comme  \t  àonMX\t 
les  deux  derniers  résultats ,  que   QE^^^^^-^y  et  que 

EM!=x'—<t~iPQ=—xrûn  ^. 

^  r 

Nous  tirerons  de  ce  qui  précède  cette  con^quence  remarquable ,  que 
la  développée  de  la  cycloïde  est  une  autre  cycloïde  égale  à  la 
première ,  mais  posée  en  sens  inverse.  En  cfFet ,  si  o«  mène  ^'  -S' 
parallèle  à  AB ,  à  une  distance  ^'Z  égale  au  diamètre  du  cercle 
générateur ,  tt  qu'on  prenne  le  pqint  ^^  pour  l'origine  des  coor- 
données ;  en  faisant  AI~^^  £I  =  X  tt  F  M —  X  ^  on  aiira 

t 
E  1  :=J[J  —  4IE  =:  '71  —  flt=  w  —  t — r  sin- 

r 
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Maïs  en  observant  que  sia  —  =  sin  ^  ^  ,   et    que 

cos-sîr — cosf )>  on  en  conclura'  que 

-3f=(w — t) — rsitif ^  et  Y=r  —  rcos^ ) 

Ces  valeurs  étant  composées  avec  Tare  tt  —  /,  comme  celles  de  a:' 
et  de  y ,  le  sont  avec  Parc  r ,  -ST  et  1^  ne  sont  donc  autre  chose 
que  les  coordonnées  d'une  cycloïde  décrite  par  le  mSme  cercle  géné<* 
rateur  que  la  première. 

La  même  conséquence  pourroit  se  tirer  également  par  des  consi- 
dérations géométriques  ,  lorsqu'on  est  parvenu  à  connoitre  le  rayon 
de  courbure.  En  prolongeante  droite  (?Q  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
.té'B'  en  Q'  et  menant  Q'M\  on  formera  les  triangles  GMQ  et  QMQ' 
égaux  entr'eux;  l'angle  QM^Q'  sera  donc  droit,  et  si  on  décrit 
sur  QQ^  comme  diamètre,  un  cercle,  il  passera  par  le  point  M'  et 
sera  égal  au  cercle  générateur.  Cela  posé ,  puisque  l'arc  JfQ'  est 
le  complément  de  JkTQ ,  qui  lui-même  est  égal  h  MQ  >  on  aura 
MQ'=QMG'-MQ=^I—^Q=^QI=^'Q\  ce  qui  montre 
bien  clairement  que  la  développée  A^M!^ ,  est  une  cycloïde  décrite 
par  le  cercle  Q'MQ ,  roulant  sur  A'E  de  À'  vers  B. 

On  remarquera  sans  doute  que ,  d'après  ce  qui  précède,  la  cycloïde 
est  rectifiable ,  puisqu'elle  est  elle-même  sa  développée  et  que  l'ex- 
pression de  son  rayon  de  courbure  est  algébrique ,  et  on  en  déduira 
ce  résultat  curieux ,  que  la  longueur  de  l'arc  ^'A ,  ou  de  son  égal 
\A  K  qui  compose  la  moitié  de  la  branche  décrite  par  une  révo- 
lution entière  du  cercle  générateur ,  est  précisément  la  même  que 
celle  de  A'K ,  ou  du  double  du  diamètre  de  ce  cercle. 

274.  La  cycloïde  n'est  pas  terminée  au  point  L  oîi  le  cercle  a 
parcouru  sur  la  droite  AL  sa  circonférence  entière,  car  rien  ne 
liioiite  la  durée  de  ce  mouvement.  Il  faut  bien  remarquer  dans  la 
description  des  courbes ,  que  les  diverses  parties  résultantes  d'une 
mêmq  construction  ou  d'un  même  mouvement,  appartiennent  toutes 
à  la  même  courbe.  Ainsi  le  cercle  QMG  en  continuant  de  rouler 
sur  la  droite  AB^  au-delà  du  point  £»,  décrit  une  suite  infinie  de 
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I 

portions  semblables  à  ^KL  ^  et  il  faut  en  concevoir  autant  sur 
la  gauche  du  point  A ,  puisque  le  cercle  a  pu  n'arriver  à  ce  point  ^ 
qu*à  la  suite  d'un  mouvement  commencé  depuis  un  tçms  indéfini. 
Les  équatioiis  (i)  et  (x)  conduisent  elles -mêmes  à  ces  remarques , 
car  rien  n'empêche  ^y  supposer  t  aussi  grand  qu'on  voudra ,  soit 
positivement ,  soit  négativement.  On  voit  d'ailleurs  que  y  ne  pourra 
jamais  surpasser  x  r ,  parce  que  son  expression  ne  renferme  que  le 

cosinus  de  - ,  compris  nécessail-ement  entre  les  limites  o  tt  i.  Il 

r 

suit  de  là  que  la  cycloïde  conçue  dans  toute  l'étendue  qu'elle  doit 
avoir,  peut  être  coupée  ,  par  une  même  ligne  droite,  dans  une 
infinité  de  points.  Il  n'est  donc  pas  étonnant  qu'on  ne  puisse  lui 
asssigner  une  équation  algébrique  finie  ^  qui ,  de  quelque  degré  qu'elle 
fût,  ne  saurolt  exprimer  cette  circonstance. 

Le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  relatif  à  la  fonction 
y\  a  pour  expression  >  en  regardant  dx'  et  d!y  comme  variables , 

— 1 — -•  ,  ;:    ,  (ïi  '  59  )  î  sa  valeur  -^  — r dans  la 

dx^  ^        ^'  r(ï — cosr) 

cycloïde,  est  toujours  négative,  puisque  cos  -  ne  peut  jamais  sur-^ 

passer  l'unltlS  ;  mais  il  devient  infini  quand  l'arc  -  est  égal  à  zéra 

pu  à  yn  multiple  quelconque  de  la  circonférence  :  dans  les  mêtpes  cas 

.    t 

est  aussi  infini:  les  points^,  I,  etc.  oîi  se 


*  I  ■  1^3  I  K 


,dx'  t 

I — cos - 
r 

touchent  les  différentes  branches  de  la  cycloïde^ont  donc  des  points 
de  rebroussement  de  la  première  espèce ,  dans  lesquels  la  tangente 
est  perpendiculaire  \  Taxe  des  abscisses. 

17  s.  Les  spirales  coniposent  encore  un  ordre  de  courbes  trans- 
cendantes ,  remarquables  par  leur  forme  et  leurs  propriétés.  Voici 
comment  s'engendre  celle  qu'imagina  Conon  de  Syracuse  et  dont 
Architnede  découvrit  les  principale  propriétés. 
FIG.  34.      Pendant  que  le  rayon  AO  ^fig.  34,  se  meut  autour  du  centre  ^  du 

cercle 
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cerde  OQGywn  point  mobile  ,^  parti  de  ce  centre ,  parcourt  unifor« 
tnément  la  ligne  ^O ,  et  avec  une  vitesse  telle  qu*il  arrive  au  point  O  i 
en  même  tems  que  cette  droite  a  achevé  sa  révolution.  Il  suit  de  là 
^ue  pour  un  point  quelconque  M  de  la  spirale  AMOX^  le  rapport 
de  ^M  à  ^N  ou  ^O ,  est  le  même  que  celui  de  l'arc  ON  à  la 
-circonférence  OG  O  ;  mais  comme  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  le 
'point  dicrirant  continue  son  mouvement  au-delà  du  point  O ,  sUr 
'le  rayon  prolongé ,  et  ^jue  ce  Tayon  peut  lui  même  faire  un  nombre 
-indéfini  de  ré  volutions ,  la  courbe  u4M0  st  prolongera  en  tournant 
toujours  autour  du   point  -^,  de  manière  que  le  rapport  entre 
la  distance  de  chacun  de  ses  points  au  point  ^  et  le  rayon  du  cercle^ 
soit  égal  à  celui  qui  se  trouve  entre  l'arc  parcouru  par  le  point  O  ^ 
depuis  le  commencement  du  mouvement  et  la  circonférence  en- 
tière :  en  M' ^  par  exemple ,  où  le  rayon  ^N  a  fait  une  révoi- 

lution  plus   l'arc    O  // ,  on  aura     ^^   = ^^^ .  Si 

donc  on  fait  ON=tj  AM=^u^  et  que  prenant  pour  unité  le 
rayxm^JV,  on  «présente  par  xir  la  drcoirférence    OGO  ^  oa 

aura  k  =  i^rr.  ' 

Les  variaUes  de  cette  équation  ^ont  ce  que  les  Géomètres  ap- 
pellent des  coordonnées  polaires.  Le  centre  de  ^  du  cercle  OGO^ 
$e  nomme  le  polc  ;  la  ligne  AM^  assujettie  à  passer  toujours  par 
ce  points  est  le  rayon  vecteur  et  tient  lieu  de  l'ordonnée  de  la 
courbe ,  tandis  que  l'arc  ON  remplace  Tabscisse. 

La  spirale  que  nous  venons  de  considérer  et  qui  porte  le  nom 
Sde  spirale  d'Arehimedc,  n^çst  qu'un  cas  particulier  des  courbes 
que  représenteroit  l'équation  u=zA^^  en  donnant  à  u  toutes 
les  valeurs  possibles.  Lorsqu'on  fait  n=:  —  i,  on  a  u^^^Af^ 
on  ue=A,  équation  qui  appartient  à  la  spirale  hyperbolique.  Si 
au  lieu  de  la  distance  AMf  on  prénoit  pour  u  la  partie  MN  du 
rayon  vecteur ,  comprise  entre  le  point  M  et  la  circonférence  du 
cercle  OGO^  l'équation  u^=iAt  seroit  celle  de  la  spirale  parabo- 
lique ^  ou  de  la  courbe  qu'on  formeroit  en  roulant  Taxe  d'une  parabole 
autour  d'un  cercle  ;  les  ordonnées  se  trouveroient  alors  perpendiai-* 
l^ires  à  la  circonférence  de  ce  cercle  et  tomberoient  sur  %^s  rayons. 
Cakul  dlferenùet.  Fff 


/ 
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Tant  que  n  est  un  nombre  positif,  les  spirales  données  par  l'équa- 
tion »  =  ^r^,  prennent  leuror^ne  au  point  ^;  mais  quand  n  est 
négatif  9  ir,  d'abord  infini  lorsque  r=  o^  diminue  à  mesure  que  cet 
arc  augmente  9  et  à  chaque  nouvelle  révolution  le  point  décrivant 
s'approche  du  point  A  ,  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre. 

Pour  appliquer  aux  spirales  qui  sont  rapportées  à  des  coordonnées 
polaires ,  les  expressions  des  soutangeates  des  tangentes  etc.  que  nous 
avons  trouvées  relativement  à  des  coordonnées  rectangles ,  nous 
allons  d'abord  transformer  les  coordonnées  du  premier  système  dans 
celles  du  second,  et  nous  montrerons  comment  on  peut  passer  de  l'un 
à  1  autre.  Cela  sera  d'autant  plus  utile  ^  qu'on  rapporte  quelque- 
fois les  courbes  algébriques  à  des  coordonnées  polaires  ;  on  le  fait 
sur  tout  i  l'égard  des  sections  coniques ,  en  prenant  leur  foyer  pour 
pôle. 

ij6.  Plaçons  au  ^oint  ji  ;  pour  plus  de  simpUdté ,  l'origine  des 
coordonoées  rectangles  ;  soit  QO=^fn  ^Varc  intercepté  entre  le 
point  Q ,  situé  sur  l'axe  des  abscisses  JB  et  le  point  O  ^  origine  de 
l'arc  r.  En  menant  PM  perpendiculaire  sur  ^B ,  et  en  observant 
que  l'angle  MAP  est  mesuré  par  Tare  NQ  égal  à  i — m ,  nous  aurons 


'^M=^P+PM,^P=A[Mcos  NQ,  PM=AtMsm  NQ, 

ou  u=  vx^+y*,         ,xz=zu  cos  (/ — m),      j^  =  «  sin  (/ — m). 

Au   moyen   des   deux  dernières  valeurs  ^  on  changera   toute 

équation  algébrique  entre  x  et  y,  dans  une  autre  qui  ne  contiendra 

plus  que  le  sinus ,  le  cosinus  de  l'arc  /  et  le  rayon,  veàeur  »; 

elles  donnent  aussi  cos  (/ — ;»)=2  -,sin(i — m)==z'^:  on  tirera  de 

^       u  u 

ces  équations ,  des  valeurs   de   cos   i  tt  dt  an  e  tn  x ,  y,  u  ; 

sin  m  et  cos  m,  qui,  étant  substituées  dans  une  équation  quel* 

conque  entre  u,  sin  t  et  cos  / ,  conduiront  à  un  résultat  qui  ne 

renfermera  plus  que  ^  et  ^ ,  puisqu'on  pourra  remplacer  u ,  par 

V^^+y.  Si^  pour  abréger,  on  suppose  que  la  ligne  AB  se 
confonde   avec   la   ligne   AO^   on  aura  seulement 

X  ,  y 

cos/  =  -,  sin  /=-. 
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Lorsque  Tëquatioa  en  1»  et  r  ^  qu'on  se  propose  de  transforiper^ 
contient  Tare  r  lui  -  même ,  il  n'est  plus  possible  d'obtenir  une 
relation  algébrique  entre  4r  et  ^^  puisqu'on  nVn  a  point  de  sem« 
i>lable  entre  Tare  t  ^  soA  rînus  et  soft  cosinus  ;  mais  on  parvient 
ainsi  qu'on  va  le  voir  ^  à  une  équation  dUfiérentielle ,  qui  ne  contient 
plus  que  X  y  y  9 1&  et  1^. 

On  tire  des  valeurs  trouvées   cl- dessus ^  pour  u^  x  et\y j 


Jx^:^ducos(e^^m) — ^«irsin  {t'^m)iify=zdusin  (t — m) + iMficos(f— m) 

et  si  on  élimine  du  des  deux  dernières  équations  ,  il  viendra 

rf^  cos(r— m)— d!3if  sîn  (f — m) 

u 
mettant  pour  cos  (  u^m  )  »  sin  (  r— «m  )  et  « ,  leurs  valeurs ,  on  aurt 

On  pourra  donc  chasser  de  l'équation  en  0  et  ^ ,  et  de  sa  différentielle 

les  quantités  «,  cos  f  >  sin/,  du  et  cf^;  les  deux  résultats  qu'on 

obtiendra  ne  contenant  plus  que  ^^  on  le  fera  disparoitre  par  Téli* 

mination« 

1        1 

Prenons  pour  exemple  l'équadon  ir  ss^i*,  qui  donne  u^mA^^t; 

^t^  du=^jf*deiUs  expressions  de  0 ,  de  in  et  de  Jt  ^  étant  indépen« 
u 

dantes  de  m ,  il  viendi a  en  les  substituant  et  en  réduisant  au  même 
dénominateur  ^ 

il 

Avec  cette  équation  on  détermineroit  les  soutangentes  »  les  tan- 
gentes etc.  des  spirales ,  «n  faisant  usage  des  formules  du  n*«  146  ; 
mais  il  sera  plus  simple  et  en  même  tems  plus  général  de  trans« 
former  ces  formules  relativement  aux  variables  0  et  r,  et  c'est 
ce  que  nous  allons  faire* 

177.  L'expression  de  la  soutangente  devient  en  mettant  pour  y  et 

-7-  leurs  valeurs . 
dy 

P7,_^.    ,^     ^ ,  du  cos  {i—m)  ^ndt  sin  {t—m  ) 

^         ^dusmCi — m)  +udicos(t — m) 

Fff  X 
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,  On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat ,  en  observant  tpte  la  $ttiiatioir 
Ae  la  ligne  des  abscisses ,  sur  laquelle  tombe  la  distance  ^PT^  est 
arbitraire  9  et  qu'on  peut  par  conséquent  prencke  toujours  m  tel 
.que  Tare  Q'Nsoit  de  ço"",  auquel  cas  ,  l'ordonnée  PM  se  confond 
avec  le  rayon  vecteur  ^M^  cos  (  t — m )  =o  ^  sin  (  i — m) = f,  et 

PT  se  change  en  ^T=  —  -^V"^. 

du 

On  construira  la  tangente  en  menant  par  le  point  I^  une  perpen»^ 
diculaire  au  rayon  vecteur  ^M ,  et  en  portant  sur  cette  droite ,  la 
valeur  de^wi^Z^^  donnée  par  la  formulé  ci-dessus. 

Si  on  applique  cette  formule  à  l'équation  2/  =  ^  /^^  on  trouvera» 

Dans  la  spirale  de  Conon  on  a  /»  =  r  et  !!^f  =  —  i  il  en  résurtd- 

AVz=, ^^  On  voit  par  cette  expression  que  lorsque  r=î=  iv,  ou 

qu'après  une  révolution  du  rayon  décrivant ,  là  soutangente  est  égalé 
à  la  circonférence  rectifiée  ;  on  trouvera  une  soutangente  quadruplé 
au  bout  de  deux  révolutions  et  ainsi  de  suite ,.  comme  l'a  remarqué^ 
Ârchimède. 

Lorsque  «  =  —  r  ;  ce  qui'  est  le  cas  de  la  spurafe  hyperbolique  ^ 
on  aura  AT=^A  ^  c'est-à*dire ,  que  la  soutangente  de  cette  courba 
est  constante. 

Je  ne  m'anête  point  à  la  recherche  de  la^  sounormale  et  de  la* 
normale»  parce  qu'on  les  obtient  facilement' lorsque  la  soutangente 
est  connue. 

Pobserveràî  seulement  que  — ->  = «  exprime  la  tangente  dé 

AM         du 

Pangle  que  fait  avec  le  rayon  vecteur  AM  la  droite  TM ,  qui  touche 
la  courbe  au  point  M  y  et  qu'on  a 

178.  Transformons  maintenant  l'expression  du  rayon  de  courbure  r 
pour  supposer  de  constant ,  nou9  fixons  varier  à  la  fois  dx  et  djr 
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t%  nous  ferons  usagls^  comme  dans  le  n^.  273  ,  de   la  formule 

^  tf  =1  -j — -. .  »' 

"  dxd^y — dyd^x 

Cela  posé ,  les  valeurs  de  dx^ti  dy  (n^.  176  ) ,  en  ayant  égard'  à^ 
f'équatiort  sin(> — w)^+cos(r — /72)'=  i  ,  donneront 

i^^  =  J*i;*cos(/ — m)  — irfttrf/sîn(/ — in) — udt'^cos  (e — /s»)^ 

^y  =  ^tf  sin ( / — m  )  +  1  dudtcos  (t — m) —  «<//* sln  ( r —  m ),. 

dxdy  —  dyd^x^  xdu'^dt  —  U  dtd*"  u  +  tt V  /^, 

iduT-^u^dt'^Y 

et  par  conséquent  11  == — -^^ ; — —i ^ 

*^  ^  udid^w^^du^dt—u^dt' 

Ce  résultat ,  comme  on  devoir  s*y  attendre ,  est  indépendahf  die^ 
fa-  quantité  m ,  qui  ne  tient  qu'à  la  position  arbitraire  do  la  ligne  ji  B^ 
et  on  auroit  pu  simplifier  les  calculs  en  supposant  que  cette  droite 
se  confondît  avec  le  rayon  vecteur  AM,  c'est-à-dire ,  en  faisant 
sin.(/  —  ;»  )  =  o  et  cos  (/ — m)=i ,  dans  les  valeurs  des  différentielles 
dx^dy^  d^x  et  d^y  ^  qui  par-là  se  seroient  trouvées  réduites  à 

dx  =  du^      dy  =  Udt^      d^'xzzzi^u — udi^  ^      d^y  =  %dudt: 

Lorsqu'on' fait  usage  des  coordonnées  polaires  9- on  calcule  aussi 
k  distance  ME  comprise  entre  le  point  M  et  le  pied  de  la  perpendir 
culaire  EF^  abaissée  du  centre  db  cercle  osaulaseur  sur  la  droite  AM^ 
parce  qu'elle  rend  quelquefois  plus  élégante  la  construction  du  rayon 
de  courbure.  On  voit  aisément  que  les  triangles  MAX  ^^  ME  F 
sont  semblables  et  donnent  MTiAT  ::  MFiME;  mettant  pour  M  T  et 

udu^+u^d^ 

pour  A  T' leurs  valeurs ,  on  aura  mE:±= — . 

\  u  d^u — %dv!^ — ttV  C 

Pour  faire  une  application  de  cette  formulé ,  je  prends  là  spirale 
logarithmique  dont  l'équation  est  f ==  1  u.  En  différentiant  on  trouve 

du  Udt 

dt=iM —  ou  =Af ,  ce  qpi  fait  voir  que  dans  tous  les  points 

de  cette  courbe  la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rayon  vecteur. 

du^ 

Une  seconde  différentiation  donne  «J*/»*— 4f«*=o.d'o{r^*/^=  ^— ; 

u 

substituant  cette  valeur  ainsi  qiie  celle  de  ^/^^ans  l'expression 
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FIG.jï.  de  ME,  a  viendra  itf£=:=  — """^f  ^"^^"[  =«=^M,>%.  3^^ 

Il  suit  de  là  que  la  droite^ F,  menée  perpendiculairement  au 
rayon  vecteur  AM,  rencontrera  la  normale  M  F  an  centre  du  cercle 
osculateur ,  ou  sur  le  point  correspondant  de  la  développée  F  Z. 
Cette  développée  sera  une  spirale  semblable  à  la  proposée;  car 
Tangle  ^3f  F  étant  égal  à  VMA,  sera  le  même  pour  tous  les  points 
de  la  courbe  FZ ,  comme  pour  ceux  de  la  courbe  MX^ 

^79.  Il  est  évident  que  la  longueur  de  Tare  d'une  courbe  est  une 
fonction  de  son  abscisse  ou  de  son  ordonnée ,  et  que  par  conséquent 
la  différentielle  de  cette  quantité  doit  pouvoir  s'exprimer  au  moyen 
de  ces  variables  et  de  leurs  différentielles. 
FIG.  36.  ^*  ^^  nomme  ç  l'arc  DM 9  fig.}6,  l'abscisse  AP  étant  m ,  j  sera 
une  fonction  de  x  et  deviendra 

DM^MMl=t^  ^  +  -^ —  +  -i +etc, 

I  1.2  1.1.3 

quand  x  se  changera  en  AP' + PP'=x  -f  A ,  ^',  :(\  ^"^  etc.  représentant 

dr      d^r 

les  coefficîens  différentiels  ^ ,  —-7-  etc.  dont  la  dérivation  succesi» 

si ve  est  telle  3  comme  on  sait ,  que  lorsqu'on  connoît  le  premier , 
ton  peut  trouver  les  suivans.  Cda  posé  ^  si  on  prend  les  ordonnées 
PM  et  FM^  assez  proches  l'une  de  l'autre  ^  pour  que  la  courbe  ne 
subi$se  pas  d'inflexion  eiitr^elles  ;  qu'on  imene  la  tangente  JfT,  et 
qu'on  tire  la  corde  MAt,  on  se  convaincra  sans  peine  que  l'arc 
MOM'  surpasse  iUAf,  et  qu'il  est  fpoindre  que  la  soqmedes  droites 
MN  et  MN.  Il  suit  de  là  que  le  développement  du  petit  arc  MM', 

représente  par  La  série  ^^  +  -i —  j.  ^ .  +    etc.   dort    se 

ï  i.i   '      1.1.3 

trouver  entre  ceux  4es  quantités  MM'  et  MN  +  M-N,  ealçvâQn^ 

donc  chacun  de  ces  derniers. 

Le  triangle  rectangle  MMQ  donnera 

MM'=  ^  M(^-\-  M'Q  *; 
mais  MQ  =  h^  JH'Q-JP'M'^TM,  et  F'Jlf  étant  ce  que  aevient 
y  lorsque  x  se  change  en  x+k.,  en  aiii;«  pour  le  dévdoppentent 
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de  Jf'Q,  la  sëne  -=^—  +  --^^^ +  --^ +  etc.  que  pour 

I  \.x  1.2.3 

abréger.  Ton  pourra  mettre  sous  la  forme  {y+ph)ky  en  faisant 

/^  = \r h  etc.  substituant  cette  valeur  ainsi  que 

i.x  1.2.5 

celle  de  MQ ,  il  viendra 

MM'=^  v^F+XyTpà)^=  h  (  I  -{-y^+xpyk+p^h^y: 

faisons  encore  pour  plus  de  simplicité  xpy+p^h  =  j ,  et  nous  aurons 


X 

2 


JWilf'=f  A[(i+y*)4-fA]  .  En  développant  la  racine  quarrée ,  par 
le  moyen  de  la  formule  du^nome ,  il  en  résultera 

JlfJJf'*a(i+y*)"A+i(i+yf  *jA»+etc. 

2 

On  trouvera  MN  et  NQ ,  par  la  comparaison  des  triangles  sem*^ 
blables  TPM  et  iHQiV,  dont  on  tirera 

(  n**.  146  )  et  comme  i»f'-y=ifef'(2— -VQ,  on.  aura 

Jtf'iV=  Jll_+  JLl_  +  ctC^ 

1.2  1.2*3 

En  ajoutant  à  cette  série  la  valeur  de  3f  ^,  le  résultat 

A  V  I  +  y  +  -^^^ +  -^^ +  etc. 

1.2  ^        1.2.3 

sera  le  développement  de  MN  +  -M' M 

n  est  aisé  de  voir  que  si  la  courbe  tournoit  sa  concavité  vers  l'axé 
des  abscisses ,  on  auroit  alors  M^N±=NQ-^Af  Q  ;  .mais  Texpres- 
tion  de  M^N  auroit  encore  le  même  premier  terme  que  ci-dessus , 
parce  que  le  coefficient  y^  seroit  négatif. 

En  rapprochant  les  divers  développemens  qii'<Hi  vient  de  trouver  > 

ou  aura  les  trois  séries 

1        I         .         -.1 

jfjir=(i+y»)»A  +  ^(i+y*)  ^îA-+'Ctc* 

X 

MOAe=t         -i--+  iJL  +  etc; 

;  I      ^'  I.i 

MN+  M'N=  i  I  +  ^"  )»  A  +J  J-^+  etc. 


I     ^ 
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donc  rintertn^diaire  exprime  une  quantité  comprise  entre  les  valeuis 
des  deux  autres  ;  mais  ces  dernières  ayant  le  même  premier  terme  ^ 

{i+y^yày  on  en  condura,  3'après  ce  qui  a  été  démontré  dans 

nntroduction  (  n\  36  )  que  (={i  +/*)*•  Remettant  au  lieu 
de  ^'  et  de  y  l'expression  différentielle  des  coefficiens  qu'ils  repré« 

.septent ,  on  ?ura \^  =  \/^   i  +  -;^—  ,  ou  Ji=vdx^+dy. 

dx  dx^ 

On  pourroit  parvenir  par  cette  formule  à  la  diiFérentielle  de  Tare 

de  cercle ,  que  nous  avons  obtenue  à  priori  ^  o!".  13  ;  car  Péquaf- 

•                                                            xdx 
tion  x*+yz=a^  donnant  </y  = 1  on  trouve 

ûdx  adx        ^»    '     i_ 

df^  =  — =  I  SI  00  change  x  en  «•  et  qu  on  sup- 

pose  le  rayon  =  i  ,  on  retombera  sur  le  résultat  du  n"*.  cité. 
JEn  mettant  pour  dx^ + dy^  sa  valeur  ^  »* + «V/*  trouvée  û%  prépéd; 

on  aura  </{  =  . V^  </!«•  + «*<//*  pour  Texpres^on  de  la  différendellc 
de  l'arc  j  rapportée  aux  coprdonnées  polaires  u  et  r. 

a8o.  L'aire  d'une  courbe  pu  la  grandeur  de  l'espace  A  D  MP  ^ 
^compris  entrj^  les  ^xes  u^B  et  ^.C,  l'src  4M  et  l'ordpnnée  PM , 
est  encore  une  fonction  de  Tabscisse  AP ,  et  on  en  trouvera  la 
>diâ'érentielle  d'une  manière  analogue  à  celle  dont  nous  sommes 
parvenus  à  la  différentielle  de  l'arc  dans  le  numéro  précédeoit.  S| 

P^  représente  par  s  cette  fonction ,  s  deviendra  . 

s' h          s"h^              s"'h^ 
tf  + 1 1-  ï +etc. 

lorsque  x  se  changera  en  :v4- A;  l'expression  de  l'espace  PMMF 

«uca  dojic  pour  d^elpppeQient  r-  +  ^-^ V  — ^ +«ftc. 

I  i»i  i*i*3 

mais  il  est  aisé  dç  voir  que  cet  espace  est  plus  grand  que  le  rectangle 
inscrit  jPMQP'  qui  a  pour  expression  PP'yc^PM—yk^  et  plus 
petit  q^e  le  rectangle  circonscrit  PBMP'  ^^  est  égal  à 

Pr>^PM!=h(y-\^  ilî-  +  Ji- +etc.Oî 

1^  série  ^ H-t + etc.  sera  donc  comprise  entre  left 

^antités' 
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y' h  y"h  ,  • 

quantités  /A  et  yh-^  - —  +  -:i—  +  etc.  et  oh  en  conclura  que 

2  I  •  X 

/=:j^(//2;.n*.  36  )  OU  —  =j^,  OU  enfin  ds^=:ydxy  résultat  re- 

marquable  ^  puisqu'il  nous  apprend  que  le  coefficient  différentiel  de  la 
fonction  de  C abscisse  qui  exprime  Caire  d*une  courbe  quelconque  ,  est  égal 
à  t ordonnée  de  cette  courbe. 

On  voit  par  ta  que  quoiqu'on  ne  puisse  obtenir  l'expression 
algébrique  finie  de  la  surface  de  certaines  courbes ,  on  parrlent 
néanmoins  à  connoître  la  différentielle  de  cette  expression  ;    ainsi 

pour  le  cercle ,  on  aura  y  dx-=idx  V  a^ —  x^. 

281.  Lorsque  la  courbe  proposée  est  rapportée  à  des  coordonnées 
polaires  ,  sa  surface  se  mesure  par  le  secteur  ADM^figi  37,  compris  KG.  37; 
entre  Tare  DM  et  les  deux  rayons  vecteurs  AD  et  AM,  Pour  en 
trouver  la  différentielle  ,  il  faut  chercher,  comme  précédemment,  le 
premier  terme  du  développement  de  la  quantité  dont  ce  secteur 
change ,  lorsque  l'arc  NO=t  devient  NO+NN^:=si+  w ,  et  qui  est 
représentée  par  le  secteur  MÀM.  Or  si  par  les  points  M  et  M! , 
on  mène  les  droites  MR  et  M!R\  respectivement  perpendiculaires 
sur  ^iti  et  AM\  on  formera  deux  ûriangle»  rectangles  MAR  et  MARI 
entre  lesquels  sera  compris ,  pour  sa  grandeur  comme  pour  sa  posi- 
tion, le  secteur  M!4M'i  la  surface* du  preioier  sera  exprimée  par 

et  celle  du  second  par  — ^ '.En considérant ^A' 

ou  u  comme  une  fonction  de  /  ^  le  développement  de  AM^  sera 
u  + \ i-  etc;  ;  on  a  de  plus 

tu 

MR=:AMiSLnMAR=ut9Lnm7^u(m'\'^+  tic.)  (  n*.  106  ); 

r  ^.TP^'  té  m  m* 

M'R'z=AMtàfiM'AR'^=:  (  u  -^ ^4-etc.)  (/»+ h  etc.); 

nmbstitùânt  ces  Tdaul^  dani  aellea  clés  tringles  MAR  et  M'AR\  on 


u^m 


trouvera  pour  toutes  deux  le  même  premier  terme •    et  on  en 

X 

conclura  par  conséquent  que  lé  développement  de  l'expression  du 
Calcul  différentiel.  Ggg 


j 
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secteur  MAM'  doit  aussi  commencer  par  ce  terme:  donc  â  on 
désigne  par  S  le  secteur  DAM  ^  le  développement  de  MAîk  étant 

de  la  forme  S^ —  +  ^^ — -*  +etc.,  on  aura  ^'r^  --.=--:  iL  «  enfin 

1  i.x  dt        X 

u^dt 
dS= . 

282.  Non  -  seulement  une  courbe  est  donnée  lorsqu'on  a  son- 
équation  9  fiok  en  coordonnées  respec^vement  parallèles  à  deux 
droites  fixes,  soit  en  coordonnées  polaires;  mais  elle  l'est  encore 
lorsqu'on  a  une  relation  quelconque  entre  deux  quantités  déter-- 
minées  par  sa  nature.  La  propriété  qu'a  la  spirale  logarithmique 
(n^  278)^  de  faire  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  AM^ 
pourroit  donner  Heu  à  une  équation  entre  les  droites  AM  et  AT^ 
fg*l^9  et  qui  serolt,  en  nommant  u  la  première  et  v  ta  seconde^  2^  ^=a  vt 

on  passera  de  cette  équation  à  celle  qui  doit  avoir  lieu  en  coordonnées 

u^dt 
polaires  >  en  mettant  au  lîe«  dt  AT^  son  expression  -^ — . 

ï)e  mSmè  une  relation  emrê  le  rayon  de  courbure  et  l'arc  d'une 
courbe  doit  être  ei^isagée  comme  une  équation  de  cette  courbe  \ 
et  elle  auroît  ce  caractère^  remaKjuable ,  que  l'une  des  variables  seroît 
entièrement  inhérente  à  la  courbe  ;  car  la  grandeur  du  rayon  de 
courbure  étant  absolument  indépendante  de  la  nature  et  dé  la  posi- 
lion  des  coordonnées ,  reste  toujpurs  la  même  pour  le  même  point 
quelque  situatioa^  qu'ait  la  courbe.  A  L'égard  de  Farc  ^  son  origine 
seroît  arbitraire,  puîsqu^on  pourroit  commencer  à  le  compter  de 
tel  point  qu'on  voudrott  de  ht  courbe. 

^  Pour  passer  des  coordonnées  rectangles  ou  polaires ,  à  une  relation^ 
entre  l'arc  et  le  rayon  de  courbure  ^  il  faudroit  éliminer  dans  le 
premier  <as  or  et^,  de  ^éq^fltioa  pioposée,  au  moyen  des  écpiationfr 

^  dxd^y — dyd^x     dxd^y — dyd^x^ 

et  chasser-  »  et  r  dan»  le  fm<^  i  len  hkixA  «tegç  de  l'éqiiaâm 
^{*==^tt''+  u^df  et  de  l'expression  de  a  trouvée  n*.  27S* 
'    Les  mêmes  équations  donneront  le  moyen  d*élîmîhcr.t  et  tf ,  et  de 
revenir  dTuoe  équation  entre  cm  vftrîaUes  à  «ne  wtie^  entre  dtf 


/ 
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coordonflées  Rectangles  ou  des  coordonaées  polaires  ;  les  moyens  de 
faire  cette  éliininat;ion.ont  été  indiqués  n"".  78. 

Il  faut  observer  que  parmi  les  relations  qui  peuvent  caractériser 
une  courbe ,  Il  7  en  a  qui  sont  exprimées  par  des  équations  algé« 
briques ,  et  d'autres  qui'  ne  le  «ont  que  par  des  équations  différent 
tielles  ;  ces  dernières  sont  en  quelque  sorte  indéterminées  ,  c'est- 
à-dire  /qu'dles  peuvent^appartenir  à  une  infinité  de  courbes  douéer 
toutes  d\iné  propriété  commune,  car  d'après  la  remarque  faite 
dans  le  n^,  50  ^  Téquation  primitive  de  laquelle  elles  tirent  leur 
ori^ne  ^  doit  renfermer  un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  à 
l'exposant  de  leur  ordre.  Les  considérations  géométriques  confirment 
tUes-mêmes  cette  remarque. 

Si  par  exemple  on  différentioit  l'équation  de  la  parabole  ^^=:^x; 
et  qu'on  éliminât  ensuite  ^  »  on  auroit  pour  résultat  l'équation 

%xdy — ydxz=zOf  laquelle  donnant  >^  —  =a*,  exprime  que  la 

sotttangente  est  double  de  l'abscisse  »  propriété  commune  à  toutes 
les  paraboles ,  quel  que  soit  leur ,  paramètre. 

L'équadon  yz=zm{a^ — x*)  appartenant  à  une  ellipse  dont  le 
centre  est  à  l'origine  des  Jir  et  des  y ,  et  dont  les  axes ,  situés  dans 
la  direction  de  ceux  des  coordonnées ,  sont  a  et  a  y/m ,  donne 
par  l'élimination  des  deux  constantes  aetm^  l'équation  différentielle 

xy  -rrr =^  (  "  •  5  O  î  chacune 


dy  dy^ 

du  second  ordre  y  -7^— Jif-7^ 

•^  dx         dx"^ 


dx' 


des  ellipses  que  peut  représenter  la  première  ^  en  donnant  aux  quanr 
tités  a  tt  m  toutes  les  valeurs  possibles  satisfait  à  la  seconde  ,  et  le 
cercle  de  réquatîonJf*+j^=-rf*  s'y  trouve  compris. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  considération  des  équations 
différentielles  donne  le  moyen  d'exprioier  les  propriétés  les  plus  géné« 
raies  des  courbes ,  en  conduisant  à  des  résultats^  indépendans  des 
constantes  qui  particularisent  ces  courbes^ 

i9).  Les  équations  des  lignes , osculatrices  d'une  nature  donnée;      Application  de 
peuvent  se  déterminer  avec  autant  de  facilité  eue  d'élécance.  en  la^^Ao^cdwli- 
faisant  usage  de  la  méthode  des  limites  dont  nous  avons  montré  che  des  lig^ws  os- 
•l'identité  av*c  le  Calcul  difôrentiel  (  n*.  91  )»  Soit  (  f .)  une  éqoatioii  «»»»»»««' 
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entre  x,  y  ^  et  un  nombre  n  de  constantes  arbitraires  ;  on  poutfsf 
particulariser  les  courbes  qu'elle  représente^  en  les  assujettisant  à 
passer  par  un  pareil  nombre  de  points  donnés  (  n^.  229  )•  Imaginons 
que  ces  points  soient  situés  sur  la  courbe  Z>X  dont  on  a  l'équation 
en  X*  et  y;  pour  fixer  les  idées ,  n'en  considérons  que  trois^, 
flG.  38.  «avoir,  Af,  M'  ^t  M"^fig.  38,  et  supposons  que  les  ordonnées  PM^  P'Mj 
P''M!'  soient  éloignées  entr'elles  de  la  même  quantité  A.  Il  est  évideitf 
que  pour  chacun  de  ces  points ,  les  valeurs  des  ordonnées ,  dé- 
duites de  Téquàt  ion  (  y)  appartenante  à  la  courbe  £F,  doivent  être 
Jeti  mêmes  que  celles  ,qui  résultent  de  l'équation  de  la  courbe  DX^  et 
que  par  conséqueni  si  on  met  successivement  chacune  de  ces  dernières 
à  la  place  de^,  dans  l'équation  (r),  et  qu'on  substitue  à  xles  valeurs 
*',  Jc'-f-A,  jc^+iA,  dès  abscisses  correspondantes ^Pj^P',  jiF\on 
obtiendra  trois  équations  qui  pourront  servir  à  déterminer  autant  de 
constantes  arbitraires.  Pour  l'objet  que  nous  nous  proposons ,  il  sera 
plus  commode  de  comparer  immédiatement  entr'elles  les  valeurs  de 
PMy  P'Ml^  P"Ml'y  tirées  de  l'une  et  de  l'autre  courbe  ;  or  la  première 
étant  y' y  dans  la  courbç  DX^  la  seconde',  qui  répond  ^x'-^-h  aura  pour. 

d\^   h      i^V      A* 

développement,  dans  la  même  courbe, j^^' -| — -—-  - + — ^ (-  etc; 

dx    I      dx      i*.x 

ou  y+/'A+jA*+  etc.;  celui  de  la  troisième,  relatif  à  l'abscisse 
x'+xh^  s'obtiendra  en  substituant  dans  le  précédent  i  A  au  liefr 
de  A ,  et  il  viendra  y  +  v  A + 4  j  A*  4-  etc.  De  même  dans  la  courbe  EY^, 
la  première  ordonnée  PM  étant  ^,  les  deux  suivantes  seront  ex- 
primées par  les  séries 

j^  +  PA-hQA*+etc.  et  j'  +  zPA-f  4QA*+etc-  '  •  ^ 
en  observant  de  changer  x  en  x"  dans  les  fonctions  y^P^  Q  etc: 
Cela  posé  ,  on  aura  tes  trois  équations  suivantes 

^y'=y • • •••(i) 

y+  PA+  Q.A'-h  /^A^+ctt•=y+  /»A+  jA*+  rA^+etc..(i) 
j+iPA+4QÂ*  +  8iîA^rH<tc.=y+z/'A+4jA*+8rA^+  etc..(3.) 
On.  peut  eflFacer  y  et  y  dans  les  deux  dernières,  puisque  la  pre- 
mière exprime  l'égalité  de  Ces  deux  fonctions  ;  on  éliminera  eosuîle 
*  de  la  troisième  les,  termes  fk  ttph^  qui  étant  affectés  du  même 
'  coefficient  disparoi^ront  ensemble  :  on  trouvera  ainsi  >  au  lieu  itt 


I 
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« 

équations  (i)  et  (z), 

ph+   QA'+    l{h^+ttc.=pk+  qh*+    rA'+etc. 
^Qh'  +  6Rh'+  etc.=  iqh'+6rh'+  etc. 

divisant  le  premier  de  ces  résultats  par  A  et  le  second  par  lA*,  il  viendra 

p+Qk+    /ÎA*+etc,=p+^A+    rA'+etc. 
Q   +3iîA'4-etc.=       ^+3rA'+etc. 
tels  sont  les  développemens  des  équations  ^auxquelles  doivent  satts«» 
faire  les  constantes  de  Téquation  (F)  pour  qu'elle  puisse   appar- 
tenir à  une  courbe  EY  qui  rencontre  la  courbe  DX  dans  les  trois 
points  Jlf,  -M'  et  M\  En  concevant  que  ces  points  se  rapprochent 
de  plus  en  plus ,  on  verra  que  la  courbe  EY  tendra  sans  cesse  à 
ne  faire  que  toucher  la  courbe  DX^  et  que  la  réunion  des  trois    * 
intersections  se  changeroit  en   contact.   Pour   faire   coïncider   les 
"points  M^  M'  et  -M",  il  faut  supposer.  A:^o  ;  cette  hypothpse  n*an- 
néantit  aucune  des  équations  que   nous  venons  d'obtenir  ,  mais 
donne  leurs  limites  qui  répondent  au  contact  des  deux  courbes  et 

•  dy       Jy'       d^y         d!^y' 
sont  P=p ,  Q=q  ou  -7^  =  -7-7- ,  —■—-  =  -rrr  9  comme  nous 

« 

Pavons  trouvé  n*.  159.        . 

En  considérant  un  quatrième  point   correspondant  à  Tabscissé 
x'+-^hf  on  auroit  pour  ce  point  l'équation 
^+3PA+9QA*+i7iîA'+8i5A*+etc.=y+3/»A  +  9^A*+a7rA'+8iiA*+et«, 

de  laquelle  effaçant  y  et  y\  et  éliminant  ensuite  les  termes  Ph  tiph^ 
QA  et  îA%  au  moyennes  équations  relatives  aux  deux  points  pré- 
cédens,  on-  auroit  6ilA^+  36»ÎA*+  ctc.=t=6rA^+  jô^A^+etc; 
divisant  par  6  A*  il  viendroit  il+ éi'A+etc.  =r+6jA+etc.,  et 
prenant  les  limites  de  chaque  membre ,  on  trou veroit  pour  le  cas  oîi 
les  intersections  réunies  se  changeroient  en  contact ,  R=r^ 

n  est  facile  d'étendre  ce  procédé  à  tel  nombre  de  points  qu'on 
voudra  ^  et  de  trouver  par  conséquent  les  conditions  relatives  à  un 
contact  d'un  ordre  quelconque ,  en  l'envisageant  comme  la  réunion 
d'un  certain  nombre  de  points  d'intersections.  Le  contact  du  pre- 
mier ordre  résultera  de  celle  de  deux  points ,  celui  du  deuxième 
ordre  de  celle  de  trois  points  ,  et  en  général  celui  du  n*"* 
ordre  de  celle  dé  /s  + 1  points.  L'équation  de  la  tangente  se  déduit 
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bien  simplement  de  ces  considérations^  car  en  prenant  réijuaâoit 

d'une  droite  y=tf:r+*àla  place  de  Téquation  (^,  on  a  3^=^  ;  et 

dx 

{es  deux  constantes  a  tt  h  sont  déterminées   par  les  équadons 

Jiy         dy  dy 

y=y  o\xy=::ax'+by  d~^d'^  ^^  ^""7"^*  "  ^^*  donne 

d/ 
comme  dans  le  n*.  zjS  ,  y — ys=z^-—(^x — *^)- 

dx 

184.   Nous  avons  vu  dans  le  n*.  240 ,   comment  de   Téqua* 

tîon  de  la  tangente ,  on  tirbit  l'expression  de  la  soutangente  ;  mais 

on  peut  y  parvenir  immédiatement  ^   en   cherchant  la   limite  de 

FIG.  36.  l'expression  de   la   partie  PS^fig.  36,   de  Taxe  AB  ^   comprise 

çntre  le  pied  de  l'ordonnée  PM  et  le  point  oh  la  sécante   quel^ 

conque   M  S  rencontre  cet  axe;  car  il  est  évident  qu'à  mesure 

que  les  points  M  et  M  se  rapprocheront ,  la  ligne  M! S  se  rappro- 

ichera  aussi  de  la  tangente  MT^  et  quand  ces  deux  points  seront 

réunis,  le  point  S  tombera  sur  le  point  T.   Les   triangles  sem* 

blables  MM(l  et  MPS  donneront  PS= — ^^—^  j  maïs  en  repré- 
sentant MQ  par  &,  on  aura  M'(l=ph^qh\txc.  d'ok 

/A  y   '  . 


PS=^ 


-         ~  ■  -  -  ■—  ^w^^i^M        ^ — — 

f;A+yA*+  etc.         p+qh  +  tXC. 


y'      y'dx' 

prenant  la  limite  il  en  résultera  Pr=  —  =i<—y-.  Ce  qu'on  vient  de 

lire  est  suffisant  pour  appliquer  la  méthode  des  limites  à  tout  ce  qui 
concerne  U  théorie  des  courbes  ;  il  suffit  de  cpnsidérer  d'abord  des 
points  éloignés  entrfeux ,  et  ayant  introduit  une  quantité  qui  dépende 
de  leur  distance  mutuelle  y  on  cherche  dans  l'éqpation  résultante  les 
termes  dont  on  peut  la  £iite  disparoitre  ^  et  dont  l'ensemble  compose 
l'équation  delà  limiuy  ou  celle  qui  doit  avoir  lieu  lorsque  les  points 
proposés  viennent  à  coïncider, 

^8{.  Leibnitz,  pour  appliquer  le  CalcuWifférentiel  aux  courbes^ 
les  envisagea  cot^me  des  Polygones  d'un  nombre  infini  de  câtés  infi« 
fiimçnt  petits ,  et  dans  cette  hypothèse ,  la  tangente  n'est  autre  chose 
guF  Iç  prolongen^ent  du  cdté  même  du  Polygone  »  coome  oii  le 


\ 


r  ■■ 
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Toît  dans  U  figure  39,  Us  triangles  semblables  JW'iWQ  et  PMT,^^-  39- 

ionneflt  tout  de  suite  PT=^  — ^, — ^  =  ^^.  Il  semble  d'abord, 

M(l  dy 

que  «etie  maaîèrei  de  trouver  ta  soutangente  ne  soit  pour  ainsi 

dire ,  qu'une  approximation ,  car  quelque  petits  qu'on  suppose  les 

côtés  du  Polygone  ,  ils  ne  se  confondront  jamais  avec  la  courbe ,  et 

par  conséquent  la  droite  MT  ne  sera  jamais  tangente  ;  mais  on  in-« 

troduit  dans  le  calcul  une  circonstance  qui  justifie  la  substitution 

du  Polygone  à  la  courbe ,  c'est  l'abstraction  qu'on  fait  des  puis-* 

sances  de  dx  supérieures  à  la  première  et  de  toutes  les  quantité» 

qu'on  regarcie  comme  infiniment  petites  à  l'égatd  des  autres.  En  effer^ 

si  d'im  côté  les  résultats  analytiques  obtenus  ainsi  »  sont  d'autant  plus 

exacts  que  dx  est  plus  petit ,  de  l'autre  le  Polygone  difl^e  d'autant 

moin^  de  la  courbe ,  que  s^  côtés  sont  plus  multipliés ,  ou  que  l'espace 

PP'  qui  représente  dx  est  moindre  ;  et  comme  rien  ne  ^'oppose  à 

ce  qu'on  imagine  ces  côtés  multipliés  au-delà  de  tel  terme  qu'on^ 

voudra^  il  s'ensuif  jque  te  résultat  calculé  dans  le  Polygone  peut 

diiFérer  de  cetuî  qui  M  correspond  dans  la  courbe  d\ine  quantité 

moindre  qu'une  grandeur  donnée.  Présenté  sous  ce  point  de  vue , 

le  Calcul  diâërentiel  ne  me  paroit  offrir  aucune  notion  qu'un  bon 

esprit  ne  puisse  admettre  y  et  il  s'applique  alors  avec  la  plus  grande 

facilité  à  toutes  les  qMestions  qjui  se  rencontrent  dans  la  théorie 

des  courbes  (*). 


■i    M ^■ 


(^  C'est  à  toit  que  quelques  personnes  ont  reproché  à  Leibnitz  de  n'avoir  pas  en 
des  idées  exacte»  sur  la  métaphysique  du  Calcul  diffirentîel  ;  voici  comment  il 
»^*expnme  à  l'occasion  du  travail  d'un  Géomètre  nommé  Sturmias,  sur  la  qusH 
drature  des  courbes' et  la  cubature  dés  solides  par  le  moyen  des  séries  : 

4<  Sentio  autem  et  haiio  et  aliai  (  methodos  )  hactenus  adhibitas  omnes  deduci 
)f>  poiK  es.  geaeraË  quodam  meo  dîmetiendorum  cuivilineornm  principio ,  quod 
n  figura  curviliniactnstnda  fi  aquipùlknpofygonohjmitonmla^^  unde  sequitui^^ 
»  quicquid  de  talî  polygoûo  demonstrari  potest, sive  ita,  ut  nullus  habeatur  ad  nu- 
>^  menrm  latenim  respectas  /stve  tiai  ,~uf  t^ntà  fnagîs  verificetur ,-  quanto  major  su-^ 
i*  mitnt  ktecttmmuBerus ,  ita  «t'error  iândem  fiar  quovis  dato  min6r;<id  de  curya 
»  posse  proanlitiai^  h;  X  Actaifudiumm  ann.  1684  ^  pag.  ^ty^^ 
•^  Ce  petit  nombre  delignei  pcésente  ^ arec  autant  jde  vérité  que  de  concision  ,11dé^ 
qu'on  doit  $e  faire  de  la  méthode  des  infiniffleiit^pedts;  et  celle  des  limites,  renouvellép 


N 
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^  L  arc  MOM  ^fig.  36 ,  peut  être  pris  pour  sa  corde  dont  il  ne  diflfèrô 
point  relativement  aux  quantités  du  premier  ordrç  ,  puisque  ^'après 
ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*.  279  ,  les  deux  quantités  MM!  et 
MN+NM'  entre  lesquelles  il  se  trouve  compris,  ne  diflSerent 
elles-mêmes  que  par  des  quantités  du  second  ordre.  On  a  donc 

FIG.39.  alors  MOM=z\/dx^+dy\  Le  triangle  rectilîgnc  MQM\fig.  39; 
comparé  au  triangle  MPR ,  fait  connoître  la  normale  et  la  sounormale. 
a86.  L'ordonnée  PM  ou  y^  étant  représentée  par  f  (ar  ) ,  la  sui- 
vante FM  sera  f  (  ^  +  </jtr  )  ;  d'oti  11  suit  que  la  différentielle 
di  {x)  —  i{x-\'dx)—t  {x)  =  î' {x)  dx  {li''.  10),  représentera 
.JW'Q.  Si  on  met  x^dx  dans  ï'  (x)  dx ,  il  yitndra.{^  {xJ^-dx^dx 
pour  l'expression  de  la  différentielle  Af'Q'  relative  à  l'ordonnée  FM'  ; 
mais  en  prolongeant  la  droite  M' M  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  l'or- 
donnée P^'JW''  en  O,  on  aura  MQ^Q'O,  et  OM'^M'Q^—MQ 
c=:f  (^x  +  dx)dx — {'(^x)dx  sera  donc  la  différentielle  seconde 
de  l'ordonnée  PM^  ou  d^yi  considérant  encore  un  quatrième 
point  M'\  on  verra  que  O'M"  est  à  l'égard  du  point  M! y  ce  que 
OM*  est  par  rapport  au  point  M^  et  qu'il  représente  par  con-* 
séquent  ce  que  devient  {'^{x^dx^  ou  d^y^  lorsque  x  se  change 
cn;c+//A:*;onauradonc  0'Jlf''=f''(Ar+i;i:)^;i:* ,  et 

^  aM''—oM'=('\xJ^dx^)^{\x)dx*=d'({x)i 

on  formeroit  de  même  les  différentielles  ultérieures ,  en  prenant  un 
plus  grand  nombre  de  points  consécutifs. 

Il  est  bien  évident  par  ce  qui  précède  que  la  courbe  seroit  concave 
Fers  l'axe  AB ,  si  Q'M'  étoit  moindre  que  QO  ou  QM,  et 
qu'alors  OM*  ou  d^y  seroit  négatif. 

Si  au  lieu  de  supposer  les  ordonnées  équidist^nte$,  on  vpuloit  quç 
les  cotés  consécutifs  du  polygone  MM  M" M". .  • .  fussent  tous  égaux  ^ 
çt  ne  seroit  plus  la  di£Férentielle  dx  qu^il  faudroit  regarder  comme 

constante ,  mais  l'e^^pression  ^dx^  +  dy^. 

par  d'Âlembert ,  y  est  assez  chûremeot  ÎAdiquée.  Leibnitz  a  encore  répéta  dans  plii^ 
•leurs  de  ses  lettres,  qa*en  se  servait  de  la  conndératîon  des  îafinijneAt-petîts  potir 
^réger  l^  r^oànemeas  on  ne  dlfféroU  du  styk  ^A^rchb'^  »  i^  dam  Us  cx« 
prtfsignSf 

Lorsqu'on 
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187.  Lorsqu'on  rapporte  les  courbes  à  des  coordonnées  polaires , 
la  difFérentielle  première  du  rayon  vecteur^Jf ,  j%.  40 ,  est  la  par-  F^G.  40; 
tie    QM'  retranchée  du  rayon   vecteur   suivant ,    par    Tare    de: 
cercle  MQ  décrit  du  point  ^  comme  centre,  avecie  rayon  ^M. 
On  regarde  ce  petit  arc  comme  une  ligne  droite ,  et  le  triangle  MQM 

comme  rectilîgne,  ce  qui  donne  MM^y  QM""  +  QM!"" .  Lors- 
qu'on mesure  Tangle  MAM!  par  un  arc  de  cercle -AW'  décrit,  d'un 
rayon  ^N  égal  à  l'unité  (  n^  27  5  ) ,  on  a  QM=udt^  et  QM  étant  du^ 

il  vient  MM':=:i  V^diF+lFdt\  On  parvient  à  Texpression  de  la  sou- 
tangente  ^T  que  nous  avons  trouvée  dans  le  n^  277 ,  en  coniparant 
eatr'eujK  les  triangles  MMQ  et  MAT  y  qu'on  regarde  comme  sem- 
blables ,  parce  que  T^gle  MAM  étant  infiniment  petit  à  l'égard  de 
MAT  y  MlQ^  peut  être  supposée  parallèle  à  AM  et  iMQ  perpendiculaire 

^  JW  Q  du 

La  dî^érentielle  seconde  à^u ,  étant  la  différence  entre  deux  diffé* 
renttelles  premières  consécutives ,  sera  représentée  par  M'Ç^ — -MQ> 
et  il  faudra  observer  que  lorsqu'on  suppose  l'arc  tJtf*  constant 
ou  qu'on  fait  varier  l'angle  /  de  la  même  quantité ,  les  arcs 
QM ,  Q^JKTy  ne  sont  pas  pour  cela  égaux  entr'eux  ;  car  ils  sont 
tous  de  rayons  différens.  ^ 

288.  En  regardant  les  courbes  osculatrices  comme  des  Polygones 
qui  ont  un  certain  nombre  de  côtés  communs  avec  le  Polygone 
qui  représente  la  courbe  proposée ,  on  remarquera  sans  peine  que 
{^our  chacun  de  ces  côtés ,  les  différentielles  doivent  être  les  mêmes 
dans  le  Polygone  touchant  et  dans  le  Polygone  touché.  Nommant 
àoticy  l'ordonnée  delà  courbe  osculatrice,  et  y'  celle  de  la  courbe 
proposée ,  on  aura  pour  la  tangente ,  qui  ne  coïncide  qu'avec  un  seul 
côté,  y=y  et  dy=idy.  Dans  les  courbes  osculatrices  du  second  or- 
dre ,  qui  ont  deux  côtés  communs  avec  la  proposée ,  on  aura  en  même 
temsjK=yî  ^y^=='^y\  dy = dy\  et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  plus 
ileyés.  Ces  résultats  s'accordent  bien  évidemment  avec  ceux  du 
n"".  269  9  pjaisque  dx  est  le  même  pour  les  deux  courbes. 

289.  On  peut  encore  déduire  la  tltéorie  des  cercles  osculateurs 
Calcul  dtffiremiel.  Hhh 
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d'une  considération  trop  élégante  et  trop  féconde  pour  la  passer 
FIG.  39.  sous  silence.  Si  on  élève  sur  le  milieu  des  cotes  MM\  M M\fig^  39^ 
les  perpendiculaires  GF^  C?'/",leur  intersection  F',  sera  le  centre  du 
cercle  qui  passe  par  les  trois  points  Jf ,  M\  M'  ;  on  verra  de  même 
que  le  point  F^*  sera  celui  du  cercle  qui  passerait  par  les  trois  points 
M\M'  et  M'^\  et  ainsi  des  autres  ;  mais  plus  les  côtés  du  Polygone 
seront  multipliés,  plus  les  lignes  G Fj  G*F* . . .  approcheront  d'être 
normales  à  la  courbe ,  et  moins  le  cercle  MM  M'  différera  du  cercle 
osculateur  :  on  pourra  donc  regarder  le  centre  de  courbure  comme 
l'intersection  de  deux  normales  infiniment  voisines  ^  et  la  dévelo{^ée 
F  FF'. . . .  comme  la  courbe  résultante  de  toutes  ces  intersections. 
Il  est  bien  évident  alors  qu'elle  doit  être  touchée  par  toutes  les  nor- 
males y  et  que  les  cercles  osculateurs  touchent  et  coupent  en  même 
tems  la  courbe  proposée ,  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir  dans  le  n"".  ^6^  . 

Pour  exprimer  analytiquement  ces  circonstances,  on  reprendra 
l'équation  de  la  normale  qui ,  en  désignant  par  x^  et  y  les  coor- 
données du  point  pris  sur  1^  courbe  proposée ,  pourra  être  mise 
sous  la  forme(>'— y)  dy^+  (x — x^)  dx:=o...  (i)  (n^.245), 
et  on  observera  que  pour  passer  à  la  normale  du  point  suivant ,  il 
faudroit  substituer  x^+dx'  à  x'  et  faire  varier  j/  en  conséquence, 
maïs  qu'en-appliquant  les  coordonnées  jr  et  jau  poînt.d'intersection 
des  deux  normales ,  elles  ne  doivent  point  changer  dans  ce  cas  ;  on 
égalera  dqnc  à  zéro  la  différentielle  de  l'équation  (i)  ,.prise  seulement 
par  rapport  à  a:'  et  à  y,  et  en  faisant  dx'  constant:  il  viendra 

(y-y)^y+^^'*+<y'*=o-...(2). 

En  déterminant  x  tx  y  par  ces  équations  on  aura  les  mêmes  va- 
leurs que  celles  que  les  équations  (2)  et  (3)  des  n***.  160  et  161, 
Ont  donné  pour  «  et  pour  j8  ;  on  calculera  l'expression  d^  MF  par 


la  formule  V (^x—xY-^-^y—y'y. 

Il  est  bon   de  remarquer  que  les  équations  (i)  et  (1)    s'ob- 
tiendroient  aussi  en  égalant  à  zéro  la.  diâféreniîelle  première ,    et 


la  difF\^rentîelle  seconde  de  l'expression  V  {x — ^')'+ (j'— y  )*• 
En  effet,  le  cercle  osculateur  passant  par  trois  points  infiniment 
proches ,  sur  la  combe  proposée,  aura  son  centre  à  égale  distance  de 
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chacun  de  ces  points;  or  les  coordonnées  du  premier  étant  :)ç'  tty\ 
il  faudra  différentier  ces  variables  une  fois  pour  passer  au  second  ^ 
et  deux  fois  pour  arriver  au  troisième  y  sans  que  pour  cela  la  dis- 
tance ci*de$sus  éprouve  de  variation  ;  il  est  donc  évident  que -sa 
diffîrentîelle  première  et  sa  différentidle  seconde  doivent  être  nulles. 

190.  Le  procédé  par  lequel  nous  sommes  parvenus  à  l'équation  de 
la  développée  y  en  la  regardant  comme  formée  par  les  intersections 
consécutives  des  normales  ^  pourroit  s'appliquer  à  la  recherche  de  la 
courbe  touchée  par  toutes  les  droites  menées  par  les  difFérens  points 
de  la  courbe  proposée  »  et  faisant  avec  la  tangente  des  angles  donnés  ^ 
puisqu'il  seroit  facile  de  trouver  les  équations  de  1  une  quelconque  dç 
ces  droites.  Nous  allons  résoudre  le  problême  général ,  dont  celui-ci 
n'est  qu'un  cas  particulier ,  et  qu'on  peut  énoncer  comme  il  suit  :  trouver 
[équation  de  la  courbe  qui  en  touche  une  infinité  J^ autres  dttne  nature 
donnée  et  assujetties  à  se  succéder  stdvant  une  certaine  loi. 

Pour  rendre  la  solution  plus  facile  à  saisir  ^  je  prendrai  d'abord 
un  exemple  9  et  je  me  proposerai  de  déterminer  l'équation  de  la 
courbe  EX^fig.  41  ^  ^ui  touche  tous  les  cercles  décrits  sur  les  FIG.  41; 
différens  points  de  la  courbe  DZ  ^  pris  pour  centre  »  et  d'un  rayon 
égal  à  a.  Sov^nt MGQ  eîM^GQ^  deux  de  ces  cercles,  ayant  leur 
centres  aux  points  NetN'  ;  il  est  évident  que  leur  point  dlntersec* 
tion  6  sera  d'autant  moins  éloigné  de  la  courbe  MXque  les  points  N 
et  N^  seront  plus  voisins  l'un  de  l'autre ,  et  qu'en  faisant  coïn- 
cider ces  points ,  ceux  d'attouchement  M  et  3f^  se  confondront 
avec  le  point  G  :  on  peut  donc  regarder  la  courbe  touchante  EX 
comme  formée  par  les  intersections  successives  des  cercles  touchés. 

« 

Cela  posé ,  l'équation  du  cercle  MG  Q  sera  (x — a)* + (jy — fi  )*=^% 
en  désignant  par  a  et  fi  les  coordonnées  ^Q  et  Q^de  la  courbe  DZ  ; 
mais  au  moyen  de  l'équation  de  cette  courbe  que  je  représenterai  par 
/3:=f(«),on  pourra  chasser  fi  de  la  précédente ,  qui  deviendra  alors 

[x^cLY+[y-f(a)y=a\       . 

Tant  qu'on  ne  considère  qu'un  cercle  en  particulier ,  la  quantitç  a, 
doit  être  regardée  comme  constante ,  et  pour  passer  de  ce  cercle  à 
celui  qui  le  suit  immédiatement  i  il  faut  donner  à  «  une  valeur 
infiniment  peu  différente  de  celle  qu'il  avoit  d'abord  ;  mais  pendant 

^  Hhh  1 


\ 
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que  tt  varie  ainsi ,  les  coordonnées  x  ^ty  du  point  G ,  commun  à 
la  fois  aux  deux  cercles ,  ne  varieront  pas ,  et  c'est  ce  qu'on  expri* 
mera  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  de  l'équation  (1)9  prise 
par  rapport  à  a  seulement,  d'où  il  résultera 

[^_,]  +  [j._f(,^]r(,)=o....(i), 

dî(A) 

en  représentant  — r^— ^  par  f  '  (  «  )  i  et  en  supprimant  le  facteur 

commun  da.  Maintenant  si  on  élimine  a,  entre  les  équations  (i  ) 
et  (1)9  on  obtiendra  la  relation  que  doivent  avoir  entr'elles  les 
variables  :v  et  j^ ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  N  sur  la 
courbe  DZ  ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  l'équation  dç  la 
courbe  E  X ,  qui  touche  tous  les  cercles  décrits  suivant  les  condi* 
lions  de  la  question. 

Soit  en  général  ^=0  une  équation  entre  at,  y  et  une  constante 
arbitraire  a ,  en  donnant  à  cette  constante  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles 9  il  en  résultera  une  infinité  de  courbes  qu'on  pourra  considérer 
comme  se  coupant  deux  à  deux  consécutivement ,  et  dans  l'ensemble 
de  ces  courbes  l'ordonnée^  variera  de  deux  manières ^  savoir,  en 
passant  d'iui  point  à  un  autre  dans  la  même  courbe ,  ou  en  passant 
d'une  courbe  à  l'autre ,  relativement  à  la  même  abscisse  ;  dans  le 

dy 
premier  cas  x  varie  seul ,  et  la  diâSérentielle  de  ^  est  —dxj  dans 

dx 

dy 

le  second  c'est  et  qui  varie ,  et  on  a  -j^  </«  pour  la  différentielle  de  y. 

ddL 

Mais  lorsque  l'on  considère  un  point  commun  à  deux  courbes  consécu- 
tives ,  j  reste  le  même  pour  l'une  et  pour  l'autre,  ce  qui  donne  --r^^o. 

'  ddL 

D'après  ce  qui  précède,  on  doit  donc  regarder^  comme  une  fonc- 
tion de  Jc  et  de  «  dépendante  de  l'équation  ^=0,  et  on  trouvera, 

dy  dy 

pour  déterminer  — —  et  -- —  ,   les   deux   équations  suivantes  : 

dx  da, 

dV  dV     dy  dV  dV     dy  ^ 

dx  dx      dx  d<t  dy       dit 

dy  dV 

On  voit  par  la  dernière ,  que  la  supposition  de  —  =  o  donne  —  =0; 

d  A  u  A 

Combinant  cette  équation  avec  f^=  o ,  il  en  résultera  .par  l'élimi-* 
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nation  de  a^  l'équation  de  la  courbe  qui  touche  toutes  celles  qui 
{Peuvent  être  représentées  par  ^  =  o. 

On  auroit  pu  parvenir  au  même  résultat  sans  employer  la  consi* 
dération  des  intersections  successives  des  courbes  touchées.  En  effet , 
la  courbe  touchante  a  y  dans  l'un  quelconque  de  sts  points ,  les  mêmes 
coordonnées  x  et  j^  et  le  même  coefficient  différentiel  que  celle  des 

courbes  de  l'équation  f^=  o ,  qu  elle  touche  à  ce  point  ;  elle  doit 

,        .  dV  ^        dV 

donc  alors  satisfaire  aux  équations  /^=  0  et  —  ^-r  +  -—  dy=zOj  en 
\  '  dx  dy 

donnant  à  «  la  valeur  convenable  ;  car  il  faut  observer  que  la  po« 
sition  du  point  de  contact  particularise  nécessairement  la  courbe 
touchée.  Il  suit  de  cette  dernière  remarque  que  lorsque  et  varie , 
xtiy  doivent  varier  aussi ,  et  que  par  conséquent  on  peut  diflférentier 
l'équation  ^=  o ,  en  supposant  que  x  tt  y  soient  des  fonctions 

dV     ,  dV  dV 

de  et  ^  ce  qui  donnera  -^  dx  +  — —  dy  +  ~ — ^«=±=0,  résultat 

dV  dV 

qui,  en  vertu  de  Téquation  — —  </x4-  — —  dy^zo^  se  réduit 

dV  ,         ,        .  y  ^^ 

\ =0.  Les  deux  équations  V=^o  et  -^ — ==0,  ayant  donc 

Heu  pour  chaque  point  de  contact  ^  on  en  tirera  celle  qui  (Convient  à 
l'ensemble  de  tous  ces  points ,  ou  à  la  courbe  touchante  y  en  éliminant  « 
dont  les  valeurs  sont  relatives  aux  différentes  courbes  touchées. 

Si  l'équation  proposée ,  ^=  o ,  étoit  diffîrentielle  du  premier  or-* 
dre  et  renfermoit  une  constante  arbitraire ,  les  courbes  consécutives 
qu'on  obtiendroit  en  faisant  varier  cette  constante  ^  ne  se  cou« 
peroient  pas,  mais  se  toucheroient ;  car  en  passât  de  Tune  quel- 
conque d'entr'elles   à  celle  qui  la  suit ,  le  coefficient  différentiel 

dy  , 

-     -   ne   changeroit  pas ,  non  plus  que  les  coordonnées  x  et  y. 
dx 

Dans  ce   cas    la    courbe^ touchante,   dont  on   obtiendra  l'équa- 

dV 
tion  en  éliminant  *  entre  V=^  o  et  •—; —  =  o ,  auroit ,  avec  cha- 

cune  des  courbes  touchées ,  un  contact  du  second  ordre^ 

On  étendroit  facilement  ces  considérations  aux  équations  différen- 
tielles des  ordres  plus  élevés. 
'  291.  (^e  procédé  par  lequel  on  fait  varier  les  constantes  d'une 
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équation  ^  est  un  des  grands  moyens  de  l'Analyse  ^  et  il  s'applique 
avec  élégance  aux  questions  géométriques  j  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
courbe  qu'on  ne  puisse  regarder  comme  produite  par  les  inter« 
sections  successives  d'une  suite  de  lignes'  d'une  même  nature.  Nous 
allons  encore  en  donner  un  exemple ,  en  déterminant  les  équations  des 
Rottleues ,  c'est-à-dire ,  des  courbes  engendrées  par  le  mouvement 
d'un  point  pris  sur  une  courbe  assujettie  à  rouler  sur  la  circon-^ 
férence  d'une  autre  courbe. 
Pour  faciliter  cette  recherche ,  substituons  aux  courbes  propo- 
FIG.  4».  sêes  deux  Polygones  QMG  et  DZ  9  Jig.  41.  Il  est  d'abord  évident 
qu'en  supposant  que  le  point  décrivant  M ,  pris  sur  le  Polygone  mo- 
bile ,  se  soit  trouvé  appliqué  au  point  D  du  Polygone  immobile , 
l'arc  QM  sera  égal  à  l'arc  DQ.  On  apperçoit  epsuite  facilement , 
que  tandis  que  le  côté  Qq  du  Polygone  mobile  y  tournera  autour 
^  du  point  Q  pour  venir  s'appliquer  sur  le  côté  QQ'  du  Polygone 
immobile  y  le  point  M  décrira  un  arc  de  cercle  MM\  dont  le  centre 
sera  au  point  Q ,  et  qui  aura  pour  rayon ,  la  corde  MQ.  Quand 
le  point  q  sera  parvenu  en  Q\  le  Polygone  mobile  tournera  alors^ 
autour  de  ce  dernier ,  jusqu'à  ce  que  le  côté  QY  consécutif  à  Qf  ^ 
se  soit  appliqué  sur  le  Polygone  immobile ,  et  le  point  M ,  parvenu 
en  M\  déaira  un  nouvel  arc  de  cercle  fii'M!^  y  ayant  pour  rayon 
la  corde  M'Q'  égale  ^Mq^tt  pour  centre  le  point  Q^.  Il  suit  de  ces 
^  remarques ,  que  la  roulette  sera  formée  par  les  intersections  con- 
sécutives des  cercles  décrits  sur  chaque  point  de  la  courbe  DZ ,  avec 
des  rayons  égaux  aux  cordes  des  arcs  de  la  courbe  mobile  inter- 
ceptés entre  ces  points  et  le  point  décrivant  9  et  que  par  consé- 
quent elle  sera  touchée  par  tous  ces  cercles. 

En  nommant  «  et  j0  les  coordonnées  de  la  courbe  immobile  et  y 
la  corde  MQ^  l'équation  du  cercle  MM\  sera 

Il  faut  observer  ^maintenant  que  d'après  l'énoncé  de  la  question  ; 
fi  fit  y  sont  des  fonctions  connues  de  «•  Cela  est  d'abord  évident  à 
l'égard  de  jS ,  puisqu'il  est  donné  en  ce ,  par  l'équation  de  la  courbe 
immobile  DZ.  Ensuite  si  on  représente  par  /  l'arc  DQ,  i  sera  une 
fonction  dp  «  ;  mais  e  exprime  aussi  l'arc  MQ  qui  est  égal  ^  DQ^ 
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et  la  nature  de  la  courbe  mobile  QMG  fournira  toujours  une 
équation  entre  cet  arc  et  la  corde  représentée  par  y  :  on  pourra 
donc  concevoir  que  iS  et  >  soient  déterminés  en  «»  au  moyen 
des  relations  qu'on  vient  d'indiquer. 

En  diiFérentiant  donc  Téquation  (  i  )  par  rapport  à  «  seulement 
pojur  passer  au  cercle  M! M*  consécutif  à  MM\  il  viendra 

et  éliminant  «  entre  cette  équation  et  la  précédente  ^  on  aura 
réquation  de  la  roulette*  Cependant  comme  il  arrivera  le  plus 
souvent  que  la  relation  entre  l'arc  QM  et  sa  corde  sera  trans* 
cendente,  ainsi  que  celle  qui  doit  exister  entre  l'arc  Z7Q  et  les 
coordonnées  de  la  courbe  DZ  ,  l'élimination  de  tt  sera  impossible , 
et  il  sera  plus  commode  de  tirer  des  équations  (  i  )  et  (  2  )  les 
X  valeurs  de  or  et  de  y  en  « ,  i8  et  y.  En  effectuant  les  calculs  nécessaires^ 
et  mettant  d^  khi  place  de  dtt''  +  Jfi^^  on  trouvera  aisément 


y  =  ^ 


de      • 

ydydfi  —  ydef  V  dt^^^dy^ 


de 

On  facilitera  l'application  de  ces  formules ,  en  exprimant ,  autant  qu^l 
sera  possible  ^  ^s  quantités  « ,  jS  et  7/  par  l'arc  / ,  qui  est  commun  à 
la  courbe  mobôle  et  à  la  courbe  immobile. 

29  X.  Si  nous  supposons  que  la  courbe  mobile  soit  un  cercle ,  et 
que  la  courbe  immobile  soit  l'axe  même  des  abscisses  ^  la  roulette 
décrite  alors ,  sera  la  cycloïde  ordinaire  (n"".  171  ).  Dans  ce  cas  l'or- 
donnée /3  de  la  courbe  immobile  étant  toujours  nulle ,  on  a  //i6=o , 
-^Q  »7%*  3  3  y  devient  égale  à  et  ^  ce  qui  donne  et=r=^ik(Q  ;  cofiservant 
les  dénominations  du  n^.  cité,  la  corde  JfQ  ou  y  sera  exprimée  par 

V^ir.  QA^=  1/  ir*  (  i  — cos-  )  , 

rdt^vci  — 
r 

d'oîi  on  tirera  ^>= >  Si  on  substitue  ces  va* 


y/^   xr(j, — cos-J 
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leurs  dans  celles  de  x  et  às-y ,  que  la  supposition  de^=o,  dfi^so^ 

ydy  yVdt^ — d  y"" 

.    «=r,^A=^^,  réduit  à  Ar  =  «fc-p— ,    y^nf^^,^  ■     ■    ■■■-^^ 

dt  dt 

on  trouvera  ^ ï=  f — rsin-,  y  =  rri— cos-j. 

Nous  avons  supposé  que  le  point  décrivant  étoit  sur  la  circoiv-' 
fcrence  du  cercle  générateur,  maiç  quand  il  seroit  placé  soit  en 
dedans  soit  en  dehors  de  ce  cercle  ^  les  formules  ne  deviendroient 
guères  plus  compliquées.  Il  est  bien  visible  d'ailleurs  qu'on  auroit 
égard  à  cette  circonstance  çn  substituant  à  la  cprde  MQ  la  distance  m  Q, 
FIG.  4}.  jf^.  43  ,  qui  seroit  alors  le  rayon  du  petit  arc  de  cercle  décrit  par  le 
point  m  autour  du  point  Q. 

Si  on  nomme  p  la  distance  zw  0 ,  â  laquelle  le  point  décrivant  se 
trouve  du  centre  du  cercle  générateur ,  et  qu*on  mène  sur  Af  O  la  per- 
pendiculaire A^Q,  en  continuant  d'appeller  r,  Parc  Jlf  Q ,  on  aura 

A^Q=/'sîn-,  NO=zrcos-y  MQ=y=\/^  (p—rco^-y  +  ÇrsixïA 

ydy=zpdnin-^       r^V dC^ — dyt  :^ïie  y^    r-r-/FCOS- 

'd*oîi  ii  résultera  .r=/ — psin-  v  =  r — pcos-: 

Lorsque  le  point  M  est  hors  du  cercle  générateur ,  la  courte 
décrite  passe  au-dessous  de  la  ligne  ^^,  et  on  «l'appelle  cycbïdc  ac^ 
courcie^  parce  que  saiiauteur  est  plus  considérable  que  celle  de  la  cy- 
cloïde  ordinaire  ;  on  la  nommeroit  cycloÙt  àlon^U ,  si  le  point  M  étoif 
placé  dans  fintéri^ur  de  ce  cercle  >  et  alors  i^lle  iv'atteindroât  pas  la 
.ligne  AB. 

Les  roulettes  oflSrent  encore  «n  genre  de  couibes ,  dont  les  Géot 
«êtres  se  sont  occupés  «pécialemjeat  ;  je  veiwc  parler  des  épicy- 
cloïdes,  pour  lesquelles  les  courbes  mobiles  et  les  courbes  immo^ 
biles  sont  toutes  deux  des  cercles.  En  désignant  par  ^  le  rayon 
.du  ^ernier ,  dont  on  suppose  le  centre  sur  la  ligne  des  abscisses  4S 
ses  çoor4onnées  et  et  jS  seront  exprimées  par 

q  (t — cos-/et  q  siq-. 

Substituant 
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Substituant  ces  valeurs  5  ainsi  que  leurs  difFérentîelles ,  dans  celles 
de  X  et  de  y  ;  conservant  pour  plus  de  généralité ,  les  expressions 
de  y  ttdy  données  ci-dessus ,  relativement  au  cas  où  le  point  décri- 
vant est  placé  hors  la  circonférence  du  cercle  mobile ,  et  chassant 
les  produits  des  sinus  et  cosinus  j  au  moyen  des  formules  connues  ^ 
qui  donnent  les  valeurs  de  ces  produits  par  le  sinus  et  te  cosinus 
de  la  somme  et  de  la  différence  des  arcs ,  on  trouvera  après  les 

réductions  9  ^  ==  ;  —  {q  +  r)cos-  +  /^cos^-  +  "Vf 

y—       (f  +  r)sin~/>siii(i  +  ^)^; 

Toutes  les  fois  que  les  rayons  qtt  r  seront  entr'ëux  comme  nombre 
à  nombre  9  on  pourra  exprimer  par  des  équations  algébriques  les 

relations  de  sin  -  et  sin  —  »  cos  .^  et  cos  *•  5  et  par  leur  moven  éii« 

r  q  r  q  ^ 

miner  ces  quantités  des  équations  précédentes  ;  le  résultat  en  x  et  y 
étant  algébrique  ^  la  roulette  ne  sera  point  transcendante. 

Supposons  encore  que  la  courbe  immobile  restant  quelconque  y  la 
courbe  *  mobile  soit  une  ligne  droite  ,  et  qu'on  prenne  le  point 
décrivant  sur  cette  ligne  même  ;  la  roulette  deviendra  alors  la 
développante  de  la  courbe  immobile  et  on  aura  7  =  ^1  d'oh 
il  résultera 

idûL  tdfi 

EKmthant  ce,  JS  et  r,  à  1- aide  de  ces  éqirations  et  dés  relation! 
entre  « ,  />  et  ^ ,  déduites  de  l'équation  de  la  courbe  proposée ,  oi| 
par^endra  à  l'équation  de  la  développante. 

193 .  Ce  qui  précède  donne  la  solution  du  problème  inverse  des 
développées  ;  ]e  vais  montrer  comment  on  obtiendroit  les  mêmes 
résultats  ^  en  se  servant  des  équations 

•'■--'■     ix'^àyj^(jy':^^y-a*{^\x6o) 

(or'— *Vîr'+Cyr— |3yy=o,     ^^t^'+rf^'^+Cy— )3)^y=0.(n*.i64). 

Si  les  coordonnées  de  la  développée  sont  dés  fonctions  de  celles 

'de  la  développante ,  les  secondes  peuvent  à  leur  tour  être  regardées 

comme  des  fonctions  des  premières.  En  diiFérentiant  sous  ce  point 

fkUtU  diffbtndd.  lii 
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vue  les  deux  premières  équations  ci- dessus ,  on  ient  varier  en 
même  tems  les  quantités  x\  y\  A^lieta;  mais  les  termes  a&ctés 
de  dx^  et  de  jy  disparoîtront  dans  le  premier  résultat  5  en  vertu 
de  la  seconde  équation ,  et  dans  le  second,  en  vertu  de  la  troi* 
sième  ;  on  aura  donc 

prenant  la  valeur  de  dy'  dans  le  dernier  résultat,  pour. la  substituer 
dans  la  seconde  des  équations  précédentes ,  il  viendra 

(  x'—tt  )  d/i — (jy'—fi)  d^=o. 
Cette  équation   combinée  avec  — (x' — a)  dût — (y — li)=ada^ 
donnera  def  valeurs  de  x'  et  de  y,  qui ,  lorsqu'on  aura  mis  r  à  la 
place  de  a^  seront  les  mêmes  que  celles  de  x  et  de;X9^^uvées 

'  en  dernier  lieu  dans  le  n^.  précédent ,  parce  qu  enles  substituant  dans 
réquation  (x'— *)•+  (/— iB)*=r%  il  viendra  ^ r'=  ^a*  +  rf/g*; 
on  n*auni  donc  point  i ,  mais  seulement  sa  différentielle.  Cette  cir-> 
constance  s'explique  »  en  observant  qu'une  même  développée  peut 
engendrer  une  infinité  de  développantes ,  puisqu'on  peut  prendre 
)e  point  décrivant  oii  Ton  voudra  sur  U  droite  mobile ,  et  faire 
en  conséquence  y=zi^p^  ce  qui  donnera  ^>=>âff^6t  nechaagers^ 
rien  à  la  forme  des  valeurs  de  x  et  de  ^>  dans  lesquelles  il  finidn^ 
seulement  remplacer  >  par  t+p^ 

On  pourroit  renverser  aussi  la  question  des  roulettes  ^  -  en  se 
proposant  de  déterminer  l'équation  de  la  courbe  immobile ,  lorsque^ 
celle  de  la  roulette  et  de  la  courbe  mobile  sont  données ,  ou  bien 
de  trouver  celle  de  cette  dernière ,  lorsqu'on  connott  les  deux  autres; 
Je  n'entrerai  point  dans  ces  détails  ^^  je  01e  contenterai  d'observés 
que  la  révolution  d'une  courbe  sur  vne  autre  est  ^  de  même  que 
le  développement  ^  un  moyen  de  produire  une  courbe  quelconqv^; 
car  La  Hire  a  prouvé  synthétiquemçnt  dans  les  Mémoires  de  TAca- 
demie  (année  1706 )y  et  on  le  verroit  aussi  par  l'Analyse  précédente» 
quune  courte  quelconque  étant  donnée  ^  on  peux  toujours  en  trouver  une 

*  qui ,  roulant  sur  une  outré  courbe  aussi  donnée  ^  engendre  la  première  ^ 
par  un  de  ses  points. 


\  t  • 


1  \         t    i  I 


\  ,, 


IÏ 


C  H.    V.    9ES  Si^XF^^J^CB  s     eOtrRBSS.4%^ 


CHAPITRE    V. 

.  Théorie,  des  Surfaces  courtes  ^t  des  Courbes  à  douhle  coûfiure. 

J^  Théorie  des  Surfaces  courbes  et  des  Courbes  à  double  courbure 
c[ue  )e  présenterai  dans  ce  chapitre ,  est  presqu'entËèrement  due  à 
Monge.  Clairaut  tt  sur-tout  Eul^  ^  étoi^nt  arrivés  à  des  résultats 
importans  sur  cette  matière  ;  mais  Monge  en  les  retrouvant  ^  pour  ^ 

ainJi  dire ,  de  son  côté ,  leur  a  donné  une  fonne  nouvelle  par  Télé* 
gance  de  TAnalyse  dont  il  a  fsiit  usage- pour  y  parvenir,  et  il  a 
considérablement  ajouté  à  ce  qui  étoit  ^onnu  avant  lui. 

Je  crois  devoir  prévenir  les  lecteurs  peu  habitués  à  ce  genre 
de  considérations ,  qu'ils  tf ouveiront  dans  un  petit  ouvrage  que  fat 
•publié  11  y  a  quelques  années  j  sous  le  titre  ii  Essais  de  GionUtru 
sur  ks  plans  tt  kssurfaus  taurits ,  les  notions  préliminaires  indis^ 
.pensables  pour  Intelligence  de  ce  qui  va  suivre ,  et  que  je  renverrai 
aux  articles  de  ce.livre^  en  citant  les* numéros  précédés  de  la  lettre  E, 
pour  les  distinguer  de  ceux  du  traité  actuel. 

194.  la  manière  la  pins  commode  de  fixer  la  posidoh  cPun  point       Equations  du 
^elconque  M  de  l'espace,  J%.  44,  est  de  le  projetter  d'abord  sur  ÎJÔÎte!''*''''''^* 
un  plan  BjiC  donné  de  position  ,  en  abaissant  sur  ce  plan  là  per-     FIG.  44* 
-pendiculaire  MJff^  tt  de  rapporter  ensuite  la  projection  M  à  deux 
sxes  AB  et  AC  perpendiculahres  entr'eux ,  par  les  coordonnées  AP 
et  PM.  Cela  revient  à  rapporter  le  point  lui^^même  aux  trois  plans 
BAC^  BAD  et  ZI^C perpendiculaires  entr^eux  ;  car  les  coordonnées 
AP  et  PiH',  quoique  situées  dans  le  plan  BAC^  représentent  les  dis- 
tances iM!M'''  et  MM!*  6xL  point  proposé  Af,  aux  deux  autres  plans 
MACtt  BAD.  Les  droites  AB^ACetAD,  suivant  lesquelles  les 
plans  coordonnés  BAC^  DAC  et  BAD  se  coupent  deux  à  deux, 
s'appellent  axes  des  coordonnées ,  et  on  les  distingue  entr'elles  par  là 
lettre  qui  marque  la  coordonnée  qui  leur  est  parallèle  ;  ainsi  en  fai- 
safat-^P=2=x,  PJIf'3=>,  jMiK^=î,  la  ligne  AB  sera  Paxe  des  x^ 
la  ligne  AC ,  celui  des  y ,  et  la  ligne  AD  celui  des  x* 

11  %• 
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Les  plans  coordonnés  reçoivent  eux-mêmes  des  dénominatioas 
semblables  ;  le  plan  BAC  s'appellera  le  plan  des  x  tX  y  ^  parce 
qu'il  contient  les  coordonnées  x  zty,  La  projection  M'  du  point  ilf , 
sur  le  plan  BAD  ,  étant  rapportée  aux  deux  axe$  AB  et  AD ,  par 

les  coordonnées  AP==<^  et  PJli"p=JkÉM'=^;5;*  ^.P^^  ^^^  désigné 
sous  le  nom  de  plan  des  x  et  {,  Enfin  la  projection  M'^  du 
point  M,  sur  le  plan  27^  C»  étant  rapportée  aux  axes  AC  et  AD, 
par  les  coordonnées  .^/îz=;: PiM'=y  et  RM"=xMM=:iy  ce  plan 
sera  dés^né  sous  le  nom  de  plan  des  j^  et  i. 
.  U  faut  observer  ,  i  ""•  que  les  coordonnées  y  et  i  sont  nulles  eh 
même  tems*  pous  ^us  le$  points  de  :raxe  des.x^  AB  i  qu'il  en 
:est  de  mêine  de  x  et  de  {  relativement  à  l'axe,  des  y^AC,  et 
de  X  et  de  y  relativement  à  l'axe  de  ç  >  BD. 

x*".  Que  pour  tous  les  points  du  plan  BAC  y  la  coordonnée  ^ 
est  nulle  ^  et  qu'elle  a  une  valeur  constante  dans  tous  ceux  d'un 
plan  qqelconque,  parallèle  à  ce  premier;  ensorte  que  cette  équi^- 
tion,  {=^9  lorsqu'elle  est  seule  et  qu'on  n'a  ai^cime  autre  déter-' 
imination  relativement  aux  -  deux  coordonnées  restantes  x  et  y^; 
dçit  être  regardée  comme  4ésîgoant  tcf^s  les.  points  du  plan  mené 
parallèlement  à  BAC^  à  une  ^àsfimce  égale  à  €.  Qa  verra  de  même 
que  j.  est  nul  pour  tous  les  points  du  plan  BAD  y  et  que  l'équation 
du  plan  qu'on  meneroit  pyallèlement  à  ce  prjemier,  à  une  dis« 
tance  b ,  S€roit,^==*. 

Si  on  réunit  ensemble  les  deux  équations  i=c,%  et  y  ^==^6,  c'est-à^ 
dire  9  si  on  suppose  qu  elles  »yent  lieu  en  na^me  texos ,  elles  désigneront 
une  droite  parallèle  à  l'axe  des  x^tt  menée  ^per  le  point  du  plan 
de  y  et  [y  dont  les  coordonnées  sont  a  et  h.  Il  est  facile 4^  voir 
que  cette  droite  peut  être  regardée  comme  l'intersection  de  deux  plans 
respectivement  pstrallèles  aux  plans  BAC  y  BAD;"  ^  .  '  '    . 

Enfin ,  dans  le  plan  DAC  la  coordonnée  4?  sera  toujcfurs  nulle'; 
tt  XT^a  sera  l'équation  du  plan  pai^llèle  à  ce  premier^  mené  à 
une  distance  égale  à  u.  Les  trois  équatioqs  ^  :^  <;  yy=;=-  b^x^x^a^  étant 
réunies,  ne  peuvent  plus  appartenir  qu'au  point  qui  se  trouve 
dan$  l'intersection  des  trois  pl^ns  respectivement  per^U^es  à.chaçuo 
des  plans  coordonnées^  ;;,;  ^    ,, 


A\'..  ï        -    rf        -  ■'  "   '  1  ^'^ 
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195.  Esraminons  maintenant  ce  que  signifieroit  une  seule  équa- 
tion ,  entre  deux  des  trois  indéterminées  a:, y  et  :[,  et  prenons  pour 
exemple  ir=^Ax.  Nous  verrons  d'abord  que  cette  équation  appar- 
tient à  une  droite  AN'^fig.  45. ,  menée  dans  le  plan  des  xtl[^  BAD.  FIG.  \f. 
Mais  elle  a  encore  un  sens  plus  étendu  ;  car  si  on  conçoit  que  la 
droite  ÂN^'  se  meuve  parallèlement  à  elle-même  le  long  de  Taxe 
des  jK  >  ^C  dans  quelque  position  qu'elle  s'arrête  ,  l'ordonnée  ^ , 
ou  Mm  j  prise  au  point  quelconque  M  situé  dans  la  droite  PM\ 
parallèle  à  AC  ^  et  sur  laquelle  x  est  constante ,  sera  égale  à 
l'ordonnée  correspondante  Pni\  dans  le  plan  BALD  ;  or  la 
droite  ALN'*  par  le  mouvement  que  nous  lui  supposons ,  décrit  le 
plan  N^*A€j  passant  par  les  droites  AN'^  ttAC\  on  aura  donc  [^=^Ax 
pour  tous  les  points  de  ce  plan.  On  trouveroit  des  conséquence 
analogues  pour  les  autres  plans  coordonnés ,  en  prenant  des  équations 
entre  les  indéterminées  qu'ils  contiennent;  mais  il  vaut  mieux 
passer  tout  de  suite  à  un  cas  plus  général,  et  considérer  Téqua- 
tion  [:=^Ax^By. 

En  y  faisapt  jr  =0,  il  viendra  [  =-^jtr ,  et  nous  en  conclurons 
que  la  droite  AN^\  qui  se  trouve  comprise .  dans  cette  dernièrcf^ 
renferme  tous  les  points  que  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion [:=Ax'{'By  à" de  communs  avec  le  plan  coordonné  BAD  ^ 
sur  lequel  y  est  toujours  nul ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  est 
rintersection  de  ce  plan ,  avec  la  surface  proposée. 

Lorsqu'on  fait  a:==o,  on  obtient  ^=Jfy,  équation  qui  appar- 
tient à  une  droite  AW*  menée  par  l'origine  A ,  dans  le  plan  DAC^ 
et  qui  est  l'intersection  dé  ce  plan.,  avec  là  surface^représentée  par 
l'équation  i=Ax'\^By. 

Si  maintenant  on  conçoit  que  l'angle  N'"AR  se  meuve  parallèle- 
ment au  plan  DAC  y  de  manière  que  son  sommet  soit  toujours 
sur  la  droite  AN"^  et  que  le  côté  AR  reste  parallèle  à  AC ^  ce  côté  ^ 
décrira  le  plan  N'^ACy  et  quand  AN"  sera  parvenu  dans  une  position 
quelconque  m''M^  la  portion  Mm  de  l'ordonnée  MM  sera  égale  et 
parallèle  à  Rm'^^  et  on  aura  par  conséquent 

MM=  Pwl'^  R  rr^''z=,Ax-\-By  =  ^  :  - 

mais  la  sutfece  engendrée  parla  droite  AW  n'est  autre  chose  qiiè 
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le  plan  passant  par  les  droites  ^N^  et  ^N'^'  ;  Téquation  (;=-^x+ J?/ 
sera  donc  celle  de  ce  plan. 

Si  le  plan  proposé ,  au  lieu  de  passer  par  Torigine  u4  y  st  trouvok 
dans  une  position  G"EG\  déterminée  par  les  lignes  EG\  EG'\ 
respectivement  parallèles  à  ^N^'  et  à  AN''\  il  seroit  parallèle 
à  N'^N''^  et  en  prolongeant  l'ordonnée  de  celui  «ci  jusqu'à  la 
rencontre  du  premier,  on  auroit  ilfiV=Al'-M+JïfA^==Jlf'JV-{-^E^ 
en  nommant  donc  D  la  distance  ^E ,  et  j;  l'ordonnée  MN ,  il 
viendroit ,  d'après  ce  qui  précède ,  ç=-^:t + J5y  +  D.  Telle  e%i  l'équa- 
tion d'un  plan  mené  dans  une  position  quelçpnque  :  il  est  aisé  de 
se  convaincre  qu'elle  représente  léquation  générale  du  premier  degré 
à  trois  indéterminées;  car  cette  dernière  ne  peut  être  que  de  la 
forme ax+i8>'+7^{;+J'=o,  et  en  la  divisant  par  y^  elle  rentrera 
dans  la  première,  lorsqu'on  aura  posé 

.— ^^ 

y 

On  voit  donc  que  le  coefficient  y  n'ajoute  rien  à  la  généralité  de 
réquation  ;  je  le  conserverai  néanjnoins  pour  rendre  les  formules 
plus  symétriques,  et  je  représenterai  l'équation  d'un  plan  quel- 
conque par  -^.v  +  By.-^  C^  +  Z>=o  j  mais  il  faudra  se  rappeller 
que  dans  tous  les  résultats  9  il  y  aura  une  des  constantes  qu'on 
pourra  supposer  égale  à  l'unité,  ou  déterminer  par  des  conditions 
particulières.  ^^ 

i.5^«  En  faisant  successivement  x^  y  tt  [  nuls  dans  l'équation 
de  ce  plan  9  on  verra  qu'il  rencontre  celui  des  j^  et  [  dans  une  ligne 
dont  réquation  est  Ay-^r  C[-\'  D:=^oi  celi^i  des  Jret{  dans  une 
Kgne  dont  l'équation  est  iÏJkr  +  C^  +  Z>=o,  et  enfin  celui  des  x  et  y 
dans  une  ligne  ayant  pour  équation  AxA-Cy  ^  D=^o. 

L'étendue  des  plans  étant  indéfinie ,  il  faut  concevoir  que  le  plan 
G''E  G"^  soit  prolongé  derrière  les  plai^  coordonnés  BAD^  DA  C;- 
il  rencontrera  alors  le  plan  BA  C  et  passera  au*dessous.  Toutes  ces 
circonstances  peuvent  se  lire  dans  son  équation ,  en  observant  que 
chacune  des  indéterminées  x^  y  et  {  doit  être  prise  positivement 
«t  négativement ,  et  que  si  les  parties  ÂB  ^  AC  tt  AD  dts  axes 
des  çoordoaées  répondent  aux  valeurs  positiyes  de  ces  quantités , 
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les  parties  opposées  A  b^  A  c  tt  A  d  répondront  aux  valeurs 
négatives.  Cela  peut  se  prouver  immédiatement  par  le  cours  det 
lignes  situées  dans  les  plans  BAlC^  BAD  et  CAD  ;  on  y  par« 
viendroit  encore  en  transportant  chacun  de  ces  plans  parallèlement 
ai  lui-même ,  de  manière  à  rendre  positives  les  ordonnées  négatives 
qni  lui  sont  perpendiculaires  ^  et  on  raisonneroit  alors  comme  on 
a  fait  à  Fégard  des  lignes  ^  ï^.  io%^ 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  distinguer  dans  lequel  d^s  huit  angles 
solides  que  les  plans  coordonnés  forment  autour  du  point  A  ^ 
tonkbe  un  point  proposé  9  par  le  moyen  des  signes  dont  ses  coor« 
données  sont  afièctées  \  il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que  si  on 
prend  +jr^  +^,  -f  {,  dans  l'angle  formé  par  les  plans  BAC^  BAD 
et  DAC^fig.  44  9  on  aura 

+  ^f  +J^>  — K.  dans  l'angle  BAC^  CAd^  BAd 
+  X9  — 0^9  +î  dans  l'angle^  Jî-rf  c^  cAD  ^  DAB 
—^9  +Jf  +i  dans  Pangle  b  AC^  CAD  ,  bAD 
+x^  — ^,  -1"^  dans  l'angle  BAc^  c  A  d^  BA  d 
— x^  r-y^  +€  dans  l'angle  h  A  ç,  cADj  bAD 
— Xy  +j^,  — t  dans  l'angle  b  AC^  CA  d^  bA  d 
— Xy  — '^,  — ^  dans  l'angle  bA  CjcAd^bAd^ 
297/ Une  ligne  droite  est  donnée  toutes  les  fois  qu'on  connoît 
deux  plans  qui  la  contiennent  et  dont  elle  est  alors  l'intersection  5 
prce  que  les  coordonnées  de  ses  points  sont  communes  aux  deux 
équations  de  ces  plans.  Soient  donc 

AxJrBy+C['\'D=o.^..i^i\  A'x+B'y+Ci+D'=^.....  (2) 
les  équations  des  plans  donnés  ;  en  regardant  les  indéterminées  x,yet  ^ 
comme  ayant  la  même  valeur  daas  ces  deux  équations ,  il  n'en  rester^ 
qu'une  qu'on  puisse  prendre  arbitrairement  ^  et  les  deu^t  autres  cal^ 
culées  en  conséquence  de  la  première  »  feront  conaoîfre  U  -position, 
des  di^^ens  p<nats..de  la  droite  propMée. .  .     /^  . 

Les  équatioiis  (i)  et(i)  nesoatpasjesseules  qui  pui$$enl  r^résenter 
la  droite  proposée  ^  car  eUe  setrquve  dans  une  infinité  de  plans  diffé-> 
rens  ;  mai»  on  choisit  ordinairement  pSrmi  toutes  les  équations  qufelly 
p<>^rro^t  avoir  |  celles  qui  ne  reafèrmeot  que  deux  des  coordonnées 
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En  éliminant  successivement  x^y  tt[^  entre  les  équations  (  i  ) 
et  (  1  )  on  obtiendra  les  trois  suivantes 

\BC--'B'C)i  —  {AB'~A'B)xJc^BD'—B'D^(i 
{CA'—CA)x  —  {Ba^B'C)y^CD'—CD^o 
qui  deviendront      y  y —  i3î+<^=o....(5) 

ctç — yJif+ t=o.  ••  .(4) 
i8;r— *j^+2=o....(î) 
en  faisant  pour  abréger 

AB'—A'B=y^      CA''-CA  =  li,        BC—B'C^,, 
AD'—A'D  =  J^,      B  D'-^B'D  =  t ,       CD'—CD^  ç. 
Deux  quelconques  de  ces  équations  suffisent  pour  remplacer  les 
équations  (  i  )  et  (  i  )  et  comprennent  implicitement  la^  troisième. 
En  effet ,  si  on  multiplie  Téquation  (  3  )  par  et ,  Téquation  (  4  )  par  ^S, 
l'équation  (  5  )  par  or  9  et  qu'on  ajoute  les  produits ,  on  trouvera 

*<^+i8«  +  rS=o, 
résultat  qu«  la  substitution  des  valeurs  de«,iS^7',  /^^«et^, 
rendra  identique^  ou   qui  exprimera  la   condition  que   doivent 
remplir  ces  quantités ,  pour  que  les  équations  (3),  (4)  et  (5)^ 
étant  données  à  priori^  puissent  appartenir  à  la  même  ligne  droite. 

L'équation  (  3  )  qui  renfenne  la  relation  que  doivent  avoir  en* 
tr'elles  les  coordonnées  y  tX  ^^  pour  tous  lés  points  de  la  droite 
proposée  ^  appartient  à  l'ensemble  des  prc^ections  de  ces  points  sur 
le  plan  desj^  et  ^^  et  est  par  conséquent  l'équation  de  la  projection 
<}e  la  droite  proposée^  sur  ce  plan  (  £  n*'.  4  )•  On  verra  de  même  que 
Féquation  (  4  )  appartient  à  la  projeétion  de  cette  droite ,  sur  le 
plan  des  x  et  { ,  et  enfin  que  l'équation  (  5  )  est  celle  de  sa  pro- 
jection sur  le  plan  <les  a?  et  ^.  Deux  quelconques  de  ces  projections 
étant  données  ^  la  droite  est  entièremeat  déterminée  ;  cela  est  évi- 
dent par  l'analyse  précédente ,  et  parce  que  la  droite  proposée  n'est 
dutre  que  l'imersectioÀ  de  deux  quelconque^  d^  plans  projettans 
(  E  n*.  5)9  plans  dont  l'^équation  est  la  même  que  celle  de  la  pro-; 
jection  sur  laqueHe  ils  sont  élevés. 

298.  L'équatioi{  i^éoér^le  du  plan*  ne  renferment  que  trois  cons* 
^tes  nécessaires  ^  il  suffit  d'un  pareil  i:tombre  de  conditions  pour 

U 
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U  particulariser.  Nous  allons  examiner  successivement  celles  de  ces 
conditions  qur  se  rencontrent  le  plus  fréquemment,  et  nous  trai- 
terons en  même  tems  les  questions  analogues  ^  relativement  aux 
l^nes  droites. 

Proposons-nous  d'abord  de  faire  passer  un  plan  par  trois  points  ; 
dont  les'coordonnées soient  :k:^ y,  ;^',  x'\y\[\  x''\y"^i"\  nous 
mettroos  successivement  xf ,  y%  x^'\  au  lieu  de  x  ^  y^  y,  y,  au 
lieu  At  y  ^  i\  ^\  ^"  ,  au  lieu  de  { ,  dans  Téquation  générale  du 
plan  ,  jix  +  By+Ci+D=o  ,  et  il  viendra  les  trob  équations 
suivantes:  jix^  +  J?y  +  C;;'  +  Z?=o 

jix''^By+C;^'+D=Q 

Ax"'^  By'+  Cf+D=Q ;  ^ 

on  trouvera  '  • 

D  -  A:'CyY"-yY)— *"(yr-^"'o + *'"(rr--yr) 


5—  x'iyY'-yn  ~*"(yr-y"î') +*'"  {yc-yi'y 

n  est  aisé  de  voir  que  si  on  vouloir  déterminer  les  équations 
ides  projectioiis  d'une  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés ,  on  y 
parviendroit  d'une  manière  analogue  »  en  substituant  les  coor* 
données  de  ces  points  dans  les  équations  générales  x=:ai+  t^^ 
j<  =  j{  +  i89  et  on.trouveroit  ainsi 

i — î  c — l 

199.  Pour  reconnoître  quand  deux  lignes  données  sont  dans  ua 
même  plan  y  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  se  coupeoC ,  il  £iut  s'as- 
isiàfet  û  le$  indéterminées  x^  y  et  i^  peuvent  être  communes  aux 
quatre  équations  des&  projections  de  ces  droites  {E  ri^.  iS  y.  Or  H 

w 

est  évident  qu'en  éliniinafit  x^y  et  i^H  resterai  une  équation  qui 
^primera  la  côfidition  s^ns  laquelle  les  jéquations  des  droites  pi;o^ 
CaUul  digircmUl.    '  Kkk 
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posées  ne  sauroient  avûr  lieu  pour  le  même  point.  Représentons  par 

les  équations  de.  ces  droites ,    nous  en  tirerons   sur  le   champ 
tf £  +  «  =  «';[  +  «',     ^^4.  ja  =  *'î+i8',  et  étiminaot  t ,  il  viendra 

300.  Peux  jdaas  cpû  sont  parallèles  ont  leurs  communes  sections, 
avec  chaque  plan  coordonné  »  respectivement  parallèles  efttr*elle$ 
(£n'.  15  );maissi^*+-By+q+.D=«o,  ^*+J5!y+Ct+2>'==o, 
représentent  les  équations  de  ces  dttix  ptani ,  leurs  communes  s«cdoos 
respectives  avec  les  i^ans  des  *  et.;[,  ctdesy  et  ;;;,  auront  pour 
équations  Jx+Ci  +  O=o,  A'x-\- Cî+  !>—  o , 

5^+Cî  +  i>=o,  i?>+Ct+i!?=o, 

et  ne  seront  parallèles  deux  à  deux  que  lorsqu'on  aura 

:£  — £'    — —  :? 

Tirant  de  ces  dernières.,  les  valeurs  de  J!  et  de  B\  on  aura  pour 
réquation  4u  ^an  patallèle  au  premier  ^ 

n  «ste  ly  à  déterminer  dans  ce  résultat ,  et  en  supposant  que  le 
plan   cherché  doive  passer  par  un  point  dont  les  coordonnées 

soient  y,/  et  {,  on  aura  —  (  ^jr'+^y+^t')+i>'=o;  retran- 
chant  cette  équation  de  lai  précédente^  D'  dîsparoîtra,  et  divisant 

alors  par  — ,  il  viendra  A  (  x — x'  ) + i?  (^  — y'  )  +  ^ (  î —  î'  )  =  ^* 


7»  Tr  =  77(ftM96)- 


n  ^est  à  propos  de  remarquer  qu'en  regardant  -^j  S-,  C,  comme 
des  quantités  quelconques ,  Téquation  ci-dessus  sera  commune  à 
«tous  les  |dans  qui  passent  par  !e  point  proposé* 

Eiûsque  d^ux  droites  sont  parallèles- lorsque  leurs  projections 
sur  chacun  des  plans  coordonnés  sont  respectivement  parallèles 
{JBn%'2o9,  ^^^  équation?  seiront,  dans  ce   cas,  de  la 'formé 


y.:±th^+  fi 


■} 
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'  Si  b  secondç  doit  passer  par  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  y,  y  (t .{',  on  aura  pour  déterminer  «  et  jS  y  les  équations 
*'^^4{'+  *',  et  y=*j['+  jB',  dont  on  tirera ,  en  opérant  comme 
tout-à.Pheure ,  x^x'=a  ( [—(') ,  y— /=* ({—{')• 

301.  Pour  trouver  Téquation  d'un  plan  perpen<Uculair<  à  une 
droite  donnée  >  U  fiiut  se  rappeiler  que  les  communes,  sections 
de  ce  plan  9  avec  chacun  des  pians  coordonnés^  sont  perpendi* 
colaires  aux  projections  de  la  droite  donnée  (£  n^  jir).  Soient 
âr=a{-fat^  y=ib[-^f^  ^  les  équations  de.  cette  droite  ^  et 
Ax+ByJf-Ci-^D^sro^  celle  du  plan  cherché;  les  communes 
sections  de  ce  dernier  ^  sur  le  plan  ^ts  x  e^  {^ »  tt  àts  y  tt  [^ 
seront  représentées  par 

Ax^B^-^-D^no  ou  iif==- 


B 

D 

A 

A 

Cl 
B 

D 
B 

^J^+Ct  +  -D=o  ou  jr= ^  — 

B  M^       I 

et  pour  que  ces  clroites  soient  perpendiculaires  aux  projections  de 

A  B 

la  droke  donnée^  il  fiiudra  qu'on  ait  4  =  —*)  3^=-— (nV  199 }• 

c    .        c 

Substituant  les  valeurs  de  ^  et  de  J?^  tirées  de  ces  équations  ^  dans 

felle  du  plan  cherché^  on  aura  C  (^^+^>'+{;)  -tZ^^o;  et  si  ce 

plan  doit  passer  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x\  y'  et  ^^ 

son  équation  deviendra  a(^x — at')  +  ^  (y — y)  +  ç — {'=0. 

Si  réquation  du  plan  étoit  donnée  ^  et  qu'on  demandât  celle  de 

la  droite  qui  lui  est  perpendiculaire  ^  il  faudroit  alors  remplacer 

tf  et  ^y  par  les  valeurs  données  ci -dessus^;  il  viendroit 

pour  les  équations  de  la  droite  perpendicuUûre  au  plan  repré- 
senté par  Ax  -^^  By  +  Cç  4-  /) ,  et  assujettie  à  passer  par  le  point  ^ 
dont  les  coordonnées  sont  x\y'  et  {'. 

302*  La  distance  du  point  M^fig.  44  »  dont  les    coordonnées  FIG.  44^ 

sinit  ^ $  y  et  {,à  Torigine  >/,  a  pour  expTressioi^  |/*^*+j^*+{. 
(  E  n*.  14  y.  Ceci  nous  conduit  natureUement  à  l'équation  de  la 
surface  de  la  sphère  ;  car  tous  les  points  qui  la  composent  devant 

^  Kkk  1 


y 
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être  également  éloignés  de  son  centre  ,  si  on  suppose  que  le  centre 
soit  à  l'origine  même  des  coordonnées  et  que  le.rayop  soit  représenté 
par  r,  Téquation  :i:*4->'»  +  f=r%  aura  lieu  pour  un  point  quel- 
conque de  la  surface  proposée. 

Lorsque  les  coordonnées  du  centre  seront  x\  y'  et  t',  on  aura 
(x— x')*+(y— y)*  +  (î— -î'y=r%  si  Df  désigne  ce  point  et  qu'on 
prenne  PO=pm\  M!N^m'm  ,  les  triangles- rectanglçs  m'OM! 

et  mNM  donneront  mM!^=Tn!  O  +  MO  ^mM  =mN  +  MN  ,; 
mais /72'0=a:  — x',  M!0=y—y\M'N=:i'^(^  mN=m'M\ 
et  par  conséquent  la  distance  des  deux  points  j;^  et  Af  aura  pour 

expression  V{x  —  x'  )*+  (j,  _/)»_(  ç_^'  )•. 

303.  Ce  qui  précède  va  nous  conduire  d'une  manière  très-simple; 
à  Texpression  du  cosinus  de  l'angle  que  font  entr  elles  deux  droites 
données.  Soient 

x^x'=za{i  —  ()   ^       x^x'=a'{i—[)  \ 

y-y'=b{i-()S   y-y=h\i-()y 

les  équations  des  projections  de  ces  dr  oites  qui  se  coufiefit  1  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x\  y  et  {'  ;  si  on  imagine  qu'elles 
se  meuvent  parallèlement  à  elles-mêmes ,  jusqu'à  ce  que  leur,  point 
d'intersection  soit  à  l'origine  j  leur  angle  ne  changera  pas ,  et  les 
équations  ci-dessus  se  réduiront  à 

Concevons  maintenant  une  sphère  qui  ait  son  centre  à  l'origine  i 
et  dont  le  rayon  soit  représenté  par  r  ;  la  distance  des  points  où  sa 
surface  coupera  chacun  des  côtés  dç  l'angle  cherché  ^  sera  évîdem- 
ment  la  corde  de  .  cet  angle.  On  trouvera  les  coordonnées  du 
point  de  rencontre  de  la  première  droite  avec  la  surface  de  la  sphère  9 
en  déterminant  Xy  y  et  {,  par  les  équations  de  cette  droite  et  par 
celle  de  la  sphère ,  et  on  aura  ainsi  ,         x    . 

ar  bf  r. 

|/ï+tf*4.i»  i/l+a*+*»  y't+a^+b^ 

nommant  x\  y'  et  1%  les  cpordonnées  du  point  de  rençontrç  d^ 
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la  seconde  droite  avec  la  surface  de  la  sphère ,  on  aura  de  même 

X  "T^  ————————  y  7-—  .1       ..  y——  -  ^ 

L'expression  du  quarré  de  la  distance  de  ce  point  au  précédent, 
sera  (x  —  *')*+  (j^— y  )*+  (t— .î')*;  en  y  mettant  pOur  x---x\ 
y — y   ct.:f>*^  .leur  valeur ,  on   trouvera  pour  résultat,  après 

les  réductions ,  r*  Ti ■  ■  ^      ^  ^  1  : 

mais  on  sait  que  le  quarré  de  la  corde  d'un  angle  quelconque  V^ 
est  ég^l  au  produit  du  sinus- verse  multiplié  par  lé  diamètre  ;  on  aura 
(donc  1  (  I  —  cqs  ^  i=jL — i  cos  ^  pour  la  valfeUr  de  ce. quarré  \ 
comparant  avec  l'expression  trouvée  ci-dessus,  dans  laquçUe  on 

fera  r  =  i ,  il  viendra    cos  F=  —  . 

Il  sera  facile  de  déduire  de  là  

Sm  r    — —  ■■  I  I      I  I  ■■  I  ■  III  ^ 

.  Pour  que  les  .dei»  droites' proposées  soient  perpeiidicolafres ,'  il 
fiiudra  qa'on  akjcos  V^sslq^  éc  par  conséquent  %'^a,cl ^hi/'=aiOi'^  *- 
304,  Le  cosinus  de  1  angle  que  deux  plans  donnés  font  entr'eux  ; 
se  déduit  immédiatement  de  l'expression  qu'on  vient  de  trouver  ;  car 
€e<  angle  est  égal  à  cdui  que  font  deii3&-Aroites ,  menées  perpendi-* 
oïlairement  à  chacun  des  plans  proposés ,  par  uit  point  quelconque  de 
leur  commune  section  (£n^»  4;6.)  Représentons  les  équations  ^e 
lies  plans  1  par  Ax.4rByA^C(ArB^(S\  '  A,x^^^^'^G'f[\^iyè=^\ 
^\  on  conçoit  ^qu'ils  se  '  meuvent  parallèlemenr  à  eux -mêmes , 
jusqu'à  ce  qu'ils  soient  parvenus  à  l'origiiie  ^  des  coordonnées  ^ 
kur  angle  ne.  changera  pas'^  ie^  leurs  équations  se  réduiront  à  ' 

celles  des  droius^u'bn  mènera  perpendiiculairenîênt  i  chacun  4'çux>paiV 

ce  point  seront^  (  V:  301)  :t=î^  ç    *'  >  ==  -^  ^ 

B      ^  B' 


^~  C  "^       P"^  C^ 
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substituant  dans  Texpression  de  cos  F^  au  lieu  de^et^,  a'  tHf\ 
les  valeurs  que  donnent  ces  équations  ^  il  viendra 


cos/^= 


«M» 


Si  Tun  des  plans  proposés  »  le  second  par  exemple ,  étoit  celui^ 
des  X  ^t  y^  pour  lequel  on  a  toujours  t  —  o ,  il  est  évident  que 
4'  et  B'  deviendf  oient  nuls  dans  cette  supposition  ^  et  que  cos  V  se 

.  *  .  C  - 

réduiroit  à  ,,.— ■ , 

On  trouvera  de   mdme  que  le  cosinus  de  l'angle  »  formé  par  le 

premier  plan  proposé  avec  celui  des  jt  et  { ,  pour  lequel  on  a  j^  »<>  ^ 

B        - 
^'=0  et  (^=0,  sera       —  --  ; 

•       . . .  .  •      '        • 

et  que  le  cosinus  de  l'angle  du  même  plan  avec  celui  des  y  et  (; , 

pour  lequel  x=o,  ^'=0,  C^=o,  sera 


'  Dans  le  cas  ch  )es  deux  i^ns  profioséi  seroient  perpendîcu- 
lairesL  entr  eux  ^  4»n  aurok.  lOOfi  K  ^x  o  et  pat  .  conséquent 
4A'JtBB'^Ca=o^ 

305.  Avec  ces  préliminaires^  il  serait  facile  de  résoudre  toutes 
lés  questions  que  jenferiae.  U  première  partie  des  Esstds  J4  Oio^ 
mttru  etc*  ;  mais  retendue  de  la  carrière-  que  j'ai  i  parcotirir  nt 
«ne  permettant  'pas  dVncrer.  dans  c<»  détails  ^  je  me.  bornerai  à 
indiqa^r  une  spluiâpfi  ^  par  le:  Calcul  dlfl^entielv  liu  Problâmç  od 
il  s'agit  de  trouver  la  plus  courte  distancfrdetxleux  droites^  E  n"".  ^j.  ) 

Soient  x^y  tt  [  \€^  coordonnées  *  d*un  point  qutlconoue  de  b 
prequièir^  dcoite  donnée  et  V»  y  et  ^.'  ceUa  d!un  point^ris  comme 
on  voudra-dsur.  la  seconde;  si  dans  Tegipreasion:  de  distance  de  ces 

piâs»$\  u  fa */{j;r-^fl/)*-hiy— ;rT+  (t— ^)*  <» tnetpour :c ctj^; 
;r'  et  y  leurs  valeurs  tirées  dçs  équations  d/?^  drpitesv  proposée^  9  ^quç 
^US  représenterons ''par  .      ' 


N 


il. 

i 
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en  aura  ur=^V  {a^^ — ^Y+ 


la  question  sera^onc  réduite  à  trouver  les  vakurs  de  ^et  de  {\  qui 

rendent  la  quantité  u  un  minimum.  En  y  appliquant  la  règle  indiquée' 

du  du  ,        • 

»••  1 54  ^  on  aura  T"  =  ^  >  77  =  o  »  ^^^  on  tireea   les   équations 

à  l'aide  desquelles  bn  déterminera  les  inconnues  [  et  ^\  Substituant 
les  résultats  dans  ^ ,  on  trouvera  l'expression  de  la  plus  courte  dis-^ 
tance  demandée ,  et  calculant  ensuite  les  valeurs  correspondantes 
de  jr  et  de  y ,  dé  x'  et  dé  y,  on  aura  les  coordonnées  des  pouits  où 
lies  deux  droites  ^oposéès  sVpprachent  le  plus.  ' 

306.  Je  &rai  remarquer  que  la  considération  des  maxima  et  des 
^mnima  peut  conduire  très  -  simplement  à  Téquation  d^uiie  droite 
perpendiculaire  à  un  plan  donné.  U  est  évident,  que  si  jt  ,^  et  {  sont 
les  coordonnées  du  ^point  oii  la  perpendiculaire  rencontre  le  plaa 
pro{)osé  9  et  o/iy  ^  (^  celles  du  point  fixe  par  lequel  on  la  mène^ 

.la  distance  de  (Xsdedxpoint&9  »==qV^(A^---Ar')*+.(jr~yO*4-Cî— t')* 
doit  être  un  OT/niwjïiTi.  t)aiM  le  oas  actuel^  les  quantités  V, /  et  t' 
sont  constantes 9  mais  les  trois ,  variables  x^y  f^t  i  sont  liées 
cntr'elles  par  l'équation  du  plan  donnée  Ax-^By-^^Ci^D^éoi 
on  ^urroit  donc  en  éliminer  unt  au  moyen  de  cette  équation  i 
cependant  il  sera  plus  simple  de  différentier  l'expression  de  ^u  ^  en 
regardant  une  de  ces  variables  y  [  par  exemple  ^  comme  fonction 
des  deux  autres  ;  on  trouvera  ainsi 


^-*^+(î-0 


dx^. 


• 

On  aura  pour  déterminer 


dK. 


dx 


et 


4y 


dy 
,  les  -  éqtratiorns  différen-- 


■^  dr  ^dr 

'tielles  du  plan  propdsé ,  savoir ,  A  +  Ç-i  rso*  S+C^^^o,' 


tpà  doimeroQt 


dx . 


^ 


dx 


s 


,  et  par  consé>- 


C 

'  t.  '         '  '     ■  "       ^^'Jt"  S    •  " 


dans  le  tâfi 'yot. 


•i. 


'  t 


» 
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La  longueur  de  la  perpendiculaire  deviendra  5  en  vertu  de  ces 
valeurs,  «=?      ■   /^  i  V  A^+B^+C*;  mais  Péquation  du  plan 

V      ■ 

pouvant  être  mise  sous  la  forme 

on  en  chassera  x-^x'  et  y — ix'par  le  moyen  ide  leurs  valeurs,  trouvées 

l-(  Ax'+By^C(, 


ci-dessus ,  et  il  viendra 
substituant  dans-  u  on  aura 


*  I  «  p  I  il» 


Des    «nrfeces  •:'...         -    .  K^'+^'+Ç**. 

courbes  du  second     .  JÛ7.  Les  surfaces  de  mêqie  que  les  tigoes  -,  se  divisent  $0  ordres.  2 

suivant  le  degré  de  leufSf  équations;  Ip  plaxt  est  la  surface, du 
,premi|*r -ordre  9  p^rqe  que  son  équation,  ne  .  çap;ite  qu'au  premier 
degré.  Le;s  surfaces  du  second  <^r4re  ^ont  toutes  çoiiiprise$  da^is 
Tjéqu^tion 

4x'  +  By^  +  Çi'  +  iDxy:{'XExi+iFjriy   ' 

qui  est  la  plus  gçnérale  qu'on  puisse  former  clans  te  second  degréV 
jivec  les  trois  indéterminées  x  ^  y  et  i, 
^  En  résolvant  cette  écjuation  par  rapport  à  Vaaei  à-ékSf  ^  p«r 

exemple,  on  trouvera 

Ce  résultat  nous  apprend  qu'au  même  povit  du  plan  des  x  et  y^ 
répondent  deux  points  sur  La  surface  propos.ée,  et  que  par  consé* 
quent  chacune  des  valeurs  de  {  produit  par  la  substitution  de 
tovtes  lei  valeurs  possibles  de  j^:  et  de  y  ^  njxe  portion  d^  surfaqs 
qui  est  par  rapport  à  la  surface  totale  ce  que  sont  les  branches 
d'uQe  courbe  à  l'éggrd  de  cette  courbe:  )e  donnerai^  ces  portions 
le  nom  de  Nappçs. 

On  5e  feront  difficilement  Tidée  de  la  ^me  que  doit  a&cter  îim 

surface  dont  on  a  l'équation  >  si  on  n'en  considéroit  que  des  points 

isolés;  itîais  au  Heu  de  cela ,  on  imagine  une  infinité  de.  sections'  faites 

*  ^ans  cette  surface  par  des  plans  ^  que  pour  plus  |le  simpliçi^^oft 

prené 
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prend  parallèles  à  Tun  des  plans  coordonnés  :  les  cours  de  ces  diverses 
courbes  étant  connus ,  leur  continuité  rend  sensible  à  l'esprit  Timage 
de  la  surface  proposée, 

La  nature  même  des  équations  à  trois  indéterminées  conduit  à  ce 
procédé  ;  car  en  regardant  [ ,  par  exemple  ^  comme  une  fonction 
de  ;r  et  de  ^  9  pour  en  trouver  avec  ordre  les  différentes  ifaleurs , 
il  faut  concevoir  qu'à  chaque  valeur  arbitraire  donnée  à  la  variable 
indépendante  x^  on  fasse  correspondre  toutes  celles  qu'on  peut 
donner  en  même  tems  à  l'autre  variable  indépendante^,  et  delà 
résultera  pour  la  même  valeur  de  ^ ,  une  suite  infinie  de  valeurs 
de  [  :  répétant  la  même  chose  pour  chaque  valeur  de  x  »  on  aura 
un  nombre  infini  de  ces  suites  ^  et  il  est  aisé  de  voir  que  cha- 
cune d'elles  répond  à  une  section  faite  par  un  plan  parallèle  à 
celui  des  ^  et  {^  puisqu'on   y   suppose    x   constant  (n^.i94}« 

La  table  suivante  fera  concevoir  parfaitement-  les  relations  qu'ont 
enti^elles  les  suites  dont  on  vient  de  parler. 


T 

y" 

y" 

y"" 

x' 

< 

< 

c 

T 

x" 

<. 

t" 

<: 

C 

x'" 

i 

c 

c 

c 

X 

i, 

c 

un 

r 

on 

•  , 

• 

• 

• 

m 

• 

x\  x^ 


9  x^ ^  x^*'*...  désignant  les  différentes  valeurs  données  à  la 
variable  jt,  et^ ,  y,  y'\  y". . .  celles  de  ^^ ,  qui  sont  absolument 
indépendantes  des  premières;  les  [  contenus  dans  chaque  bande 
horisontale ,  forment  la  suite  des  valeurs  que  reçoit  cette  fonction  ; 
par  la  combinaison  de  toutes  les  valeurs  possibles  de  j^ ,  avec  la 
valeur  de  * ,  placée  à  la  tête  de  cette  bahde.  On  pourroit  consi^ 
dérer  le  tableau  précédent  par  colonne»  verticales  ;  on  auroit  alors 
Calcul  differcntUl.  LU 
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dans  chaame ,  la  suite  des  valeurs  tk  ^ ,  qui  résultent  de  la  COmbî-^ 
naison  dVne  tnètoc  valeur  de^  avec  toutes  les  valeurs  possiWes  de  x^ 
En  faisant  x  —  o  dans  Téquation  (  i  ) ,  elle  se  réduira  à 

équation  qui  appartient  à  la  Kgne  du  second  ordre  ,  summt  la-» 
quelle  }«  "surface  proposée  rencontre  le  plan  des  j^  et  ^.  Donaant 
ensuite  à  x  dans  Téquation  j(  i  )  différentes  valeurs  dét^minées ,  S. 
en  naîtra  encone  des  lignes  dil  second  ordre ,  situées  dans  des  plans^ 
parallèles  au  prefflier.  La  supposition  <le  y  =  o ,  dans  Téquatîon  (  i  )  , 
produiroft  celle  de  la  %ne  dti  second  ordre  qui  seroit  ht  sectidit 
de  la  surface  proposée  par  le  pbn  ^  âret  {;  donnant  ensuite  à^ 
diâërenties  valeurs  déterminées ,  on  trouveroit  successiVemem  toutes 
tes  sections  parallèles  à  celle*ci«  Cest  par  les  lilnites  de  ces  diverses 
sections  qu'on  reconnoîtroit  celles  de  la  surface  proposée  ;  mai^  avant 
d'entrer  dans  ces  détails ^  tt  faut  simplifier  l'équation  (i  )  qui,  en 
changeant  convenablement  la  situation  des  plans  coordonnés  ,  "ç^û^ 
se  réduire  beaucoup  sans  perdre  de  sa  généralité  ;  car  une  surface  a, 
comme  une  ligne /unie  iilfiitité  d^équatîons  différentes  »  suivant  les 
diverses  situations  des  axes  auxquels^n  k  rapporte..  Occupons-nous 
donc  de  la  transformation  des  cbordomnées. 

308.  Si  on  ne  vonloit  que  changer  Porigine  de  place,  et  qu'on 
supposât  les  nouveaux  plans  coordonnés  parallèles  aux  premiers, 
il  suffiroit  de  faire  x  =  x'^  a^      y  z=iy'  +  b ,       ^  t=:  ^^  c. 

Je  n'embrasserai  point  ici  le  cas  oh  la  direction  des  axes  change 
d'une  manière  quelconque  ;  je  me  bornerai  à  donner  des  formules 
pour  passer  d'un  système  de  coordonnées  perpendiculaires  entr'elles 
à  un  autre  système  de  même  natiùre,.  mais  placé  comme  on  voudra 
par  rapport  au  premier  ;  ,et  pour  exprimer  la  position  respective  des 
plans  coordonnés  *  primitifs  et  de  ceux,  qu'on  leur  substitue ,  je 
supposerai  qu'on  ait  les  équations  des  uns  à  l'égard  des  autres. 

Soient  donc  r ,  i^  et  v ,  les  nouvelles  coordonnées ,  ayant  leur 
origineau  même  point  que  x\y  et  {;',- 

A  t+S  u+C  v=o  l'équation  du  platï  des  y  et  i\ 
j4'i+B'u^Cv=:o  celle  du  plan  des  x'  et  i\ 

Jl't^  -?''«+. C>=o        xeUe  du  plan  des  x'  et  y. 


\ 


: 
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.  Si  on  considère  maintenant  un  point  ({uelconque ,  on  verra  faci- 
lement que  les  perpendiculaires  abaissées  de  .ce  point  sur  chacun  dés 
plans  ci-dessus ,  seront  respectiTément  égales  aux  coordonnées  pri- 
mitives x'f  y'  et  {'  de  ce  point  (  n^.  194  )  ;  en  nommant  donc/,  »'et  v'. 
ses  coordonnées  dans  le  second  système  ;  on  aura  par  le  n*.  306, 

Ces  valeurs,  d'après  la  remarque  qui  termine  le  n'.xçtj,  renfermeront 
trois  constantes  superflu  es,  en  sorte  qu'on  pourroit  supposer  égales  à 
l'unité^un  parël  nombre  des  neuf  quantités  ^,  J,  C,J',3'yC,j4"B"C"; 
mais  il  sera  plus  symétrique  de  poser  les  trois  équations  suivantes  : 

J'*+B'*+C*=ii  >(i) 

et  à  cause  que  les  plans  coordonnés  priffliti&  sont  perpcadtct^aiw» 

enti^eux  ^  on  axan  encore  (  n".  304) , 

^j4'  +BS'  +  CCt=o  -S  V 

Aji"^3B"+CCr=Q,}(i)i 
J'^'+B'B"+CC's=o  ) 

d*oîi  on  vtnt  qu'il  ne  restera  que  trois  constantes  dont  on  puisse 
disposer  pour  déterminer  la  situation  des  nouvelles  coordonnées  par 
rapport  aux  anciennes.  En  disant  usage  des  équations  (  i  )  il  vient 

x'=—^  /— ir  «'— C  v' 

y=-r >*'— ^«'— Cv' 

l'=— ^V— 2?V— CV.       .. 

3  09*  On  peut  encore  employer  à  la  recher chedes  valeurs,  de  x^^y  et  i' 
une  considération  semblable  à  celle  dont  nous  avons  fait  usage 
(n*.iii')  pour  la  transformatioa  des  coordonnées  sur  un  plan, 
n  est  f9cile  die  vcôr  que  les  cooi:donnée&  ^^y^  et  i\  ne  peuvent  être 

'      LU  1  '    • 


\ 
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exprimées  en/^  u'  et  y\  d^une  manière  plus  générale  que  la'  suivante; 

•     x'=::CL  t'  +  li  U^  +  y  V^ 

car  à  une  même  valeur  deS  quantités  /'>  »'  et  t^,  ï!  ne  doit  répondra 
qu'une  seule  valeur  des  quantités  x\  y'  et  ^',  et  réciproquement.  Cela 
posé ,  le  quarré  de  la  distance  du  point  proposé  à  l'origine  commune 
des  deux  systèmes  de  coordonnées  ^  sera  exprimé  dans  le  premier , 
par  :J^'*+y*+î'*  9  et  dans  le  second  par  /*+»'*+ v'*  ;  mettant  pour 
x\  y'  et  ç'  les  valeurs  posées  ci* dessus ,  on  aura  comme  dans  le* 
Il^  III  deux  expressions  »  qui  devront  êûre  identiques^  quelles  que 
soient  /,  u'  et  y' ,  savoir  : 

et  /*+   «'•+  v'\ 

Développant  la  première  5  et  comparant  les  termes  homologues  de 

i'ime  et  de  Tâutre ,  on  trouvera:  les  six  équatioiis- 

*  "+i8  *+7'  •=  I  ^       itj8H.«y+rtY'=o  ^• 

-t'*  +  ia'*  +  ^f:^,I    >C3)       *>^  +  «y  +  etV=0    K4);. 

caiqut  fait  voir  que  des  neuf  constantes  qui  entrent  dans  les  ex-> 
pressions  générales  de  x'\  y'  et  ^  ^  il  n'y  en  a  qiie  trois  qui  soient 
indépendantes.^ 

La  comparaison  des  valeurs  de  x', y  et  (;^,  posées  dans  cet  article^ 
avec  les  premières  dé  l'article  précédent  »  donne 


v^^'*+5'*+c^  VJF+W^^c^  v'ZéF+W^+c^ 

À**  "R'f  ^  -  ty» 

// -     f\fi       ■         -  ■     ^  it 


tfoîi  on  voit  que  *  ,  jB,  et  y^  pm  négativement,  sont  les'  cosinus 
des  angles  que  le  plan  des  y'  et  {;'  fait  avec  cliacun  des  nouveaujt 
plans  coordonnés  (;  n^  304  ) ,  qull  en  est  de  même  de  a',  f!^  y\ 
pour  le  plan  dts  x*  et  j',  et  de  *^,  jJ"', /',  pour  celui  des  ar'ety*^ 


:Eir  ifEi  Courbes  A  DOUBLÉ  6  0V RÉ  u RÉ.     4jj 

Si  on  substituoit  ks  expressions  précédentes  de  «  >  a\  etc«  dans 
les  six  équations  de  condition  trouvées  entre  ces  quantités  5  on 
parviendroit  à  de  nouvelles  relations  entre  A  ^  B  y  etc.  relations 
.qu'on  pourroit  aussi  déduire  immédiatement  de  la  combinaison  des 
équations  (  1  )  ^  n^aia  d'une  manière  moins  commode.  En  supposant^ 
pour  plus  de  simplicité  y  que  les  équations  arbitraires  (  i  )  aient  lieu  y 
on  aura  sur  le  champ 

H  =  -  5 ,     fi'=-B\     ja"=  -B\ 

Cl  xv  // r>ti 

d'oh  on  tirera 

^•+^'•+^^•=1  ;  AB\A'ÏÏ^A'ÏÏ'=o 

B^^B'^fB'^^=^  M5)         ^C  +  ^'C'+^''^'=o 

310.  Des  expressions  de  a?', y  et  ç',  données  au  commencemenf 
de  cet  article ,  on  peut  tirer  celles  de  t\  v!  et  V  de  deux  manières 
différentes  y  et  en  rapprochant  les  résultats ,  on  parvient  encore  à  dé 
nouvelles  relatioi^  entre  ïes  quantités  * ,  ^ ,  etc.  En  eflfet ,  si  on 
multiplie  respectivement  les  valeurs  de  x'çy'y  i\  i  ^.  par  * ,  a  y  tty 
1^.  par  iô,  9!,  ^\  }"".  par  >,  y\  y%  et  qu'on  ajoute  les  trois  pre- 
miers résultats  ensemble,  qu'on  en  fasse  autant  des  trois  s^econds, 
puis  des  trois  derniers ,  il  viendra ,  en  vertu  iLt%  équations  (3)  et  (4)  , 


Y 


u'=fix'+iiy+ii"i 

Si  on  substituoit  ces  valeurs  dans  l'expressipiï  /*+k'^*+v'%  ef 
qu*on  ïa  comparât  ensuite  à  *'*+j^"+>î'*,  oû  trouvefoit  les  si* 
équations 

A"j^li"+y'*=i  ((7)         <*''+i8i8"+yy'=o  H») 

fla^ns  lesquelles  rentrent  les  équations  (i)  et  (i)  du  n".  309. 

En  calculant  directement  les  valeurs  de  r',  »'  et  v'  par  la  ré«>* 
totion  des  équations  du  premier  degré 
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et  faisant  pduraiîrëg«rJ^«/8'>'— «'j8>"+«"ia>'— «jBV+«'/3\— «Vy, 
il  viendra 


«= J ', 

comparant  les  coefficîens  des  quantités  x\y'  et  ç'  dans  ces  valeurs; 
avec  ceux  qui  leur  correspondent  dans  les  précédentes ,  on  formera 
les  neuf  équations  que  voici 

et  9^  —7^  A  =d)3  j         ct^^  — T^flt  =d)3  ,         et  >'— T'  fie=<r^    ' 

Si  on  ajoute  ensemble  les  quarrés  des  trois  équations  qui  com* 
posent  la  première  ligne  ^  on  trouvera 

le  premier  membre  de  ce  résultat  peut  être  mis  sous  la  forme 

et  se  réduit  à  l'unité  ainsi  que  le  coefficient  de  J'%  dans  le  second 
membre,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4):  on  a  donc  i=«r% 
On  pourroit  conclure  de  là  <r=ri=i  ;  cependant ,  il  est  facile  de 
s'assurer  que  cette  quantité  doit  être  positive ,  car  en  faisant  coïn- 
cider les  nouvelles  coordonnées  avec  les  coordonnées  primitives , 
c'est  -  à  t- dire ,  en  supposant  que  t'^=x\  ï^'=y,  v'=î',  on  a 
A  =  I ,  /8'=  I ,  y"=.  1 ,  les  autres  coçfficiens  constans  deviennent 
nuls,  et  la  quantité  que  représente  «T,  se  réduit  à  +1. 

La  détermination  des  six  coefficiens  surabondans ,  au  moyen  des 
trois  autres ,  pourra  toujours  s'effectuer ,  en  combinant  ensemble 
les  diverses  relations  qye  nous  avons  trouvées  dans  ce  qui  précède  , 
et  l'élégance  du  résultât  dépendra  du  choix  des  données  et  de 
l'adresse  qu'on  aura  mise  dans  les  réductions.  Je  ne  puis  entrer 
dans  ces  détails ,  ponr  lesquels  je  renvoie  le  lecteur  à  la  Mécbanique 
j^i^lytiqMe  de  Lagrang^  :  j'observerai  cependant  que  Mooge ,  en 
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prenant  pour  données  les  coeffidens  «^^  /3'  tt  y\  et  en  faisant 

a  trouvé 

La  sydiétrie  de  ces  résultats  est  une  suite  de  celle  des  quantités  don- 
nées 9  dans  lesquelles  il  se  trouve  un  coefficient  de  ohacune  des  nou- 
velles coordonnées ,  pris  dans  chacune  des  valeurs  des  coordonnées 
primitives.  Il  est  facile  de  voir  que  trois  des  quantités  M^  N^  P  et  Q 
étant  données  ,   la    quatrième  Test  aussi ,    car  on  a  Téquation 

Dans  le  cas  où  on  ne  se  proposerait  de  changer  que  la  position  de 
deux. axes  seulement,  il  faudroit,  pour  qu'ils  restassent  perpendicu* 
laires  entr'eux ,  qu'ils  ne  sortissent  pas  du  plan  coordonné  qui  leur 
est  commun ,  «et  alors  la  coordonnée  perpendiculaire  à  ce  plan  , 
seroît  la  même  dans  les  deux  systèmes.  Supposons  qu'il  s'agisse  de 
transformer  les  deux  seules  coordonnées  x'  et  y;  on  aura  dans  ce 
cas  v'  =  î' ,  ce  qui  donnera  a'sz o  ,  j8''=  p  et  y'=  1  ;  et  à  cause 
que  o:^  et  y  doivent  être  indépendantes  de  /,  il  viendra  >=o,  >'=o, 
ces  hypothèses  étant  introduites  dans  les  équations  (7)  et  (8)^ 
les  rouiront  aux  trois  suivantes 

qui  sont  semblables  à  celles  qu'on  a  trouvées  y  page  345 ,  entre  mttn^ 
p  tt  q:  il  ea  résuhera  donc 

311,  Reprenons  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  ^ 

+  xGx    +iHy  +1K1     \z=zO....{a) 

—  X*       ) 

et  mettons-y  x'+  a  au  lieu  de  :i:,   y  4-*  au  lieu  de  y^,   et  c'+c  a« 
lieu  de  i,  il  viendra 
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Ax''^^  sy^  +  c^-  +xD  xy  +  i£xY  +  i-f>Y  ) 

'[+ix\Aa+Db+£c+G)  +  %ylBb+Da+Fc+IÏ)4^il'{Cc+Ea+Fb+K)\^ 
^+^a*+Bh^  +  Cc^  J^xDab  +  xEac   +iFic-^'iGa  +  iHb+2Kc — L*) 
On  pourra  déterminer  les  quantités  a,  h ,c ^  de  manière  à  faire 
disparoître  les  termes  affectés  de  x\y  et  ç',  qui  forment  la  seconde 
ligne ,  en  posant  les  équations 

B  b-ÇDa+Fc+H=o  i (S) 

Cc+Ea+,Fb+K=t) 
Si  on  multiplie  la  première  par  ^i^  la  seconde  par  b^  la  itroi- 
sième  par  c^  et  qu'on  retranche  leur^  somme  de  Téquation  précé«* 
dente ,  après  en  avoir  eifacé  la  seconde  ligne ,  il  restera 

^x^*'^By^+c(*'\'xDxy+iEx'(+2Fyi'     } 

+  Ga       +Hb      +Kc     — I*;-^---^'^- 
Nous   n'avons    encore   changé   que   la    position  de  l'origine  ; 
donnons  maintenant  aux  axes  une  autre  direction  ^  en  substituant 
«tr+/8«  +  9.v,  a't+l^'u+y^y  et  ttfU-^fi'^u+y'v  pour  x',  y  et  (i 
flous  aurons  un  résultat  de  la  forme 

J'i^+B'u^+Cv^+iD'tu+xE'ev+iFuv  \ 

puisque  la  transformation  que-  nous  venons  d'indiquer  a  introduit 
trois  constantes  arbitraires,  on  pourra ,  en  les  déterminant  conve- 
nablement,  faire  disparoître  un  pareil  nombre  de  termes  de  cette 
équation;  si  on  fait  Z?'=o,  -E'=o,  ^^=0,  elle  se  réduira  à 

A't'  +  i?V  +  Cv*^V*=o.. {d) 

Il  seroit  peut-être  très -difficile  de  s'assurer  a  priori^  sur  les 
développemens  des  équations  Z)'=o,  E=o,  J?^=o,  qu'elles 
donneront  toujours  des  valeurs  réelles  pour  les  constantes  qu'on 
regarde  comme  déterminées  par  leur  moyen  ;  mais  si  on  ne  faisoit 
disparoître  d'abord  que  dejix  termes ,  /  v  et  »  v ,  par  exemple ,  on 
pourrait  disposer  de  l'une  des  constantes  pour  rendre  réelles  les 
racines  de  l'équation  finale  d'ôii'  dépendra  la  détermination  des 
^eux  autres  :  on  conçoit  donc  ainsi  qu'il  est  toujours  possiblç  de 
f amener  l'équation  (c)  à  la  forme' 

Cela 
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Cela  fait  ^  si  on  substitue  m  t'^ns  et  ;zr+  m  ^  au  lieu  de  /  et  de  11 ,  on 
c)iassera  le  produit  des  nouvelles  coordonnées  rtts^  par  une  équa- 
tion semblable  à  celle  dont  nous  avons  fait  usage  n"*.  213  pour 
débarrasser  Téquatiop  des  lignes  du  second  ordre  du  produit  u  r. 

En  résolvant  l'équation  (^d)  par  rapport  à  L'une  quelconque  des 
coordonnées  if'u,  v ,  elle  donne  deux  valeurs  égales  et  de  signe 
l:oncraire,  ce  qui  nous  apprend  que   la  surface  proposée  a^  de 
part  et  d'autre  de  chacun  des  plans  coordonnés  ^  des   ordonnées 
égales  entr 'elles ,  et  que  par  conséquent  elle  est  divisée  en  deux 
parties  égales  par  ces  plans  ^  comme  une  courbe  l'est  par  ses  dia- 
mètres. Les  portions  comprises  dans  chaque  angle  solide  des  plans 
coordonnés  sont  semblables  entr'eHeSy  puisque  l'équation  {d)  ne 
change  point ,  quelque  signe  que  prennent  les  variables  f^netv» 
Les  axes  de  ces  coordonnées  sont  en  mâme  tems  les  axes   de  la 
surface  que  représente  1  équation  (^} ,  et  comme  on  donne  le  nom 
de  dlamitn  aux  plans  qui  ont  de  part  et  d'autre  des  ordonnées 
^ales  9  et  qu'on  appelle  4[A^e#  les  intersections  de  ces  plan$  ,  00  dé- 
signe sous  le  nom  ê!axts  principaux  ^  ceux  qui  sont  perpendicu^»* 
laires  entr'eux.  ' 

311.  Pour  connoitre  les  diverses  sur&ces  qui  peuvent  âtre  com« 
prises  dans  l'équation  {d)  ^  il  faut  chercher  quelle  est  la  nature  des 
sections  faites  dans  ces  surfaces ,  par  des  plans  parallèles  à  chacun 
des  plans  coordonnés.  En  regardant  d'abord  /  comme  constant ,  et 
supposant  pour  abr^er,  £'* — ^V=:#c%  on  aura  -ff V  4- Cr*= '^^  : 
selon  que  Bf  tt  C  seront  de  même  signe  ou  de  signe  différent; 
cette  équation  sera  celle  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole.  Dans 
le  premier  cas,  la  surface  proposée  sera  formée  d'une  suite  d'el-  . 
lipses,  toutes  situées  dans  des  pkhs  parallèles  à  cdui  des  uetv^ 
et  qui  ne  différeront  entf^elles  que  par  lès  valeurs  que  k  prendra  en 
conséquence  de  celles  qu'on  donnera  à  r.  Lorsque  ^=  o ,  on  a  a  ^xsI/, 
et  il  vient  ^V+  Cv*=L^*^  équation  qui  appartient  à  l'ellipse  ÇZ)  cd^ 
fg.  46  j  dans  laquelle  la.surface  proposée  rencontre  le  plan  des  u  et  r.  ^G.  46. 
Faisant  successivement  i^  et  v  nuls  ^  on  trouve 

V     .  V 

CaU»l  diffcrenûcl.  M  m  m 
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pour  lies  demt-axes  AD  et  AC.  Ceux  des  eiUp^ses  suivantes  s*ob^) 

tiendront    de  iqiâaie  \  et    on  aura   en  général ,  lorsque  ï^  =  o  ^ 

••■...'.,  ... 

1/=  — ^  et  lorsque  y=o,  «  =  -- —  .  ou,  ce  qui  est  la  même 

chose ,  A'^  +  C^v'=  !'• ,  et  ^i»  +  B'u^=  L\ 
Mais  la  supposition  de  //  =?=  o ,  donne  la  section  de  la  surface  pro-  * 
posée,  par  le  plan  des  ^  et  v,  ou  Tellî^e  DBdb\  cette  dev=à' 
donne  la  section  de  cette  n^me  surface  ]>ar  le  plan  des  u  et  t^\ 
ou  IMlipse  BCbci  on  voit  donc  que  les  sommets  D',  C,  ^,  Z^' 
des  coupes  elliptiques  Ciyc'J  parallèles  au  plan  coordonné  DACy 
seront  tléterminés  par  les  rencontres  des  plans  coupans ,  avec  les 
de«x  sections  dont  oh  vient  de  parler.   En  supposant   les  plan»" 
coupans  parallèles  au  plan  DAB^  les  sections  quV>a  obtiendroît' 
auroSent  leurs  sommets  sur  les  ellipses  CDcd^  et  BC  bc^  et  enfin' 
s^on  prenoit  ces  plans  parallèlement  à  BAC,  les  sommets  des 
sections  résultantes  seroient  sur  BDbdj  et  CD  ci. 

On  distingue  les  sections  CDcd,.BDid^  JBC  bc^  falkti  dans  le* 
solide  proposé  par  les  plans  Mcôordonnés ,  de  tot^es  celles  qui  leur' 
sont  parallèles ,  en  les  désignant  par  le  nom  de  sections  principales;  - 

Si  deux'  des  coefficiens  A\  B'  et  C^  sont  égaux  ent/eux, 
^u*on  ait  par  exemple ,  B'smC ,  l'équation  (  d)  prendra  la  formé 


A* 


«• +>'*=— ;  ce  qui  fait  voir  que  toutes  les  sections  parallèles  au 

plan  des  u  et  v  seront  des  cercles ,  ayant  leur  centre  dans  l'axe 
des  r,  et  leurs  rayons  égaux  aux  ordonnées  des  deux  sections 
principales  BDbd,  et  BCbc  qui  deviennent  identiques:  on  doi^ 
donc  en  conclure  que  la  surface  proposée  est  engendrée  par  la  ré<« 
volution  de  l'ellipse  BD  bd  autour  de  Taxe  AS. 
Lorsqu'on  aura  en  même  tems  A^^^B'^zC ^  l'équation   (d) 

adviendra  i* + «* + v*=  —- ,  les  trois  sections  prîncîjpales  seront  akrfs 

A 

des  cercles ,  et  le  solide  proposé  sera  une  sphère  ,  ayant  pour  centre 

•  .  V 

l'origine  iit%  coordonnées  ,  et  pour  rayon  — :^* 

\(A'      ' 

313.  Nous  n'avons  encore  considéré  que  le  pas  où  les  cocf&- 

ciens  A'^B'  et  C  étoient  positifs}  en  variant  les  signes  de  ces 
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coeffidenSy  on  obtiendra  les  diverses  surfaces  contenues  dans  l'équa--. 
tiofl(</)y  et  on  tes  distinguera  facilement  par  la  nature  de  leurs 
sections  principales.  Soit  -rf'r*+ifV — Cv*=Z'*;  dans  ce  cas ,  les 
équations  des  sectiojis  principales  seront 

^  V + 5  V=  r%      A't^—  CV=  L'\     B'u^^  Cv^=  V\ 
la  première  sera  une  ellipse  et  les  deux  autres  appartiendront  à  des 
hyperboles.  Toutes  les  coupes  du  solide  proposé  seront  des  ellipses 
parallèlement  au  plan  dei  i^  et  /  ^  et  des  hyperboles  parallèlement  à 
chacun  des  deux  autres  plans  coordonnés. 

Si  réquation  proposée  étoit  ^V— ^V— C'v*=r%  on  aufoît 
pour  les  trois  sections  principales ,  -    . 

la  première  tst  évidemment  imaginaire ,  la  seconde  et  la  troisième 
sont  des  hyperboles  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  le  solide  sera 
composé  parallèlement  au  plan  des  ^  et  v^  de  sections  hyperbo- 
liques >  dont  les  sommets  se  trouveront  sur  la  seconde  hyperbole , 
qui  est  la  section  principale  relative  au  plan  des  u  'et  t.  On  peut 
aussi  dans  ce  solide  trouver  des  coupes  elliptiques  parallèlement 
au  plan  des  0  et  v  en  prenant  r,  de  manière  qu^on  ait^V>Zr\ 
car  alors  Téquation  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme 
1?V+  Cv*=x* ,  en  faisant  A'e^L'^=K\ 

314.  Examinons  les  cas  dans  lesquels  Téquation  (^)  a  perdu 
quelques-uns  de  sts  termes ,  et  supposons  d'abord  £'=  o  9  on  aura 
alors  -rfV+5V+Cv*— o;  si  tous  les  coefficiens  A\  B\  C  sont 
positifs  9  cette  équation  ne  pourra  être  satisfaite  que  par  les 
Valeurs  ^=0,  i/  =  o  et  v  =  o,  (^Voyti^lanoUfpafjt'^4fi)y\K  sur- 
face proposée,  se  réduira  donc  à  un  point  placé  à  l'origine  des 
coordonnées. 

Lorsque  Tun  des  coefficiens  A\  B\  C  devient  négatif /qu'on  a 
par  exemple  ^V+^^x£^ — Cv^^-Oy  les  équations  des  trois  sections 
principales  soiijt 

^V  +  JîV=o,  :^v— CV=o,\BV— CV=o. 
La  première  n'indique  que  l'origine  des  coordonnées ,  puisqu^çlfe 
résulte   de   la .  supposition    de  v^=^Oy  et  qu'elle  donne  en  même 
tems  < = b  et  1^ = o  i  les  deux  autres  appartiennent  à  des  lignes  droites 

Mmm  a. 
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passant  par  Torigme,  car  on  en  tire  r= v  k     3J7>  '^  ^^ ^  ^     ©T'* 

Les  coupes  parallèles  à  la  première  section  principale  seront  des 
ellipses  ^  et  celles  qui  seront  parallèles  à  la  secondé  et  à  la  troi- 
sième ,  seront  des  hyperboles. 

Mais  puisque  Téquation  proposée  est  homogène  par  rapport  au%. 
variables  qu'elle  renferme ,  on  pourra  en  faire  disparoitre  une  en 
supposant  u^=:ft  et  r=j/,  d'où  il  résultera  A'-^rB'p^ — Cj*=o> 
et  si  on  prend  arbitrairement  une  dés  quantités  p  ti  q^  l'autre 
sera  déterminée  de  manière  à  ce  que  les  équations  u-=pt  etvz=qt^ 
satisfassent  à  la  proposée;  or^  ces  équations  sont  celles  d'une  ligne 
droite  passant  par  Torigine:  il  est  donc  évident  que  la  surface 
représentée  par  A't^ + B'u^-^  Cy^z=  o  ,  sera  formée  d'une  infinité  de 
lignes  de  cette  nature  >  et  par  conséquent  elle  sera  une  des  swfaces 
coniques ,  ayant j)Our  sommet  l'origine  des  coordonnées  (£  n''.79  }. 

En  faisant  de  même  u=^pt  et  v=={;/ dans  une  équation  homo- 
gène d'un  degré  quelconque ^  entre  les  variables  /^  0  et  v,  on 
prouvera  qu  elle  appartient  à  une  surface  conique  ^  en  prenant  cette 
dénomination  dans  toute  sa  généralité.  Il  suit  de  là  que  û  dans  une 
équation  proposée  »  on  peut ,  par  un  simple  changement  d'origine  ^ 
faire  disparoitre  tous  les  termes  qui  ne  sont,  pas  da  même  degrd, 
cette  équation  sera  <;elle  d'une  surface  conique. 

Supposons  qu'un  -des  coefiiciens  jé\  B\  C  soit  nul  dans  l'équa-- 
tîon  (^)  ^  qu'on  ait  y  par  exemple ,  A'i^'\'B'u^=ilJ^i  selon  que  les 
coeificiens  A  et  B  seront  de  même  signe  ou  de  signe  différent ,  cette 
dernière  équation  désignera  une  ellipse  ou  une  hyperbole  tracée  dans 
le  plan  à^s  m  et  r;  mais  comme  rien  ne  détermine  v  ^  on  pourra 
donner  à  cette  variable  une  vafeur  quelconque ,  et  par  conséquent 
si  00  élève  sur  tous  les  points  de  la  courbe  dont  on  vient  de  parler  , 
des  perpendiailaires  au'plan  des  xcet  ;^  l'équation  ^,V+-ffV=I'% 
aura  Heu  pour  ^chacun  des  points  de  ces  droites  qui  formeront  une 
surface  cylindrique  ( -Ç  n*.  80  ).  L'équation  -^y+J5V=I^%  prisé 
dans  toute  sa  généralité ,  doit  donc  être  regardée  comme  appartenant 
là  un  cylindre,  ayant  pour  Base  une  ellipse  on  une  hyperbole.  Les 
équations  AU^7=^V^^  B^tâ=V^^  qu'on  obtiendra  en  faisant  successi- 
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▼ement  »:=i:o,  r=o,  donneront  /=—::::  et  «  =—^=1  i  ces  re- 

sultats  représentent  deux  droites  parallèles  à  l'axe  des  v^  et  qui  sont 
les  deux  sections  principales  du  cylindre  proposé,  par  le  plan 
des  r  et  y  et .  par  celui  de  xc  et  r.  U  est  aisé  de  voir  que  toutesr 
ks  coupes,  parallèles  à  ces  plans  seront  également  des  lignes  droites 
parallèles  entr^elles,  et  que  toutes  les  coupes  parallèles  au  plan 
des  II  et  t^  seront  égales  et  semblaUe?  à  la  base  même  du  cylindre. 

En  général ,  toute  équation  qui  ne  renfermera  que  deux  des  trois 
variables,  de  quelque  degré <)u'elle  soit  »  appartiendra  à  une  surface 
cylindrique  formée  par  des  lignes  perpendiculaires  au  plan  sur 
lequel  se  trouvent  ces  deux  variables.  U  suit  de  là  que  lorsqit'en 
changeant  la  direction  des  axes  des  coordonnées ,  oïl  (tsurviendra 
à  faire  disparaître  une  des  variables  d'une  équation  quelconque, 
il  en  faudra  conclure  que  cette  équation  représente  une  surface 
cylindrique  dont  la  base  a  pour  équation  la*  transformée  elle-même. 

On  verra  de  éiême  que  si  la'  transformation  faisoit  disparoitre 
deux  des  trois  variables ,  Téquatîon  proposée  n'exprimeroit  qu'un 
ou, plusieurs  plans;  car  on  tireroit  de  la  transformée  une  ou  plu- 
sieurs valeiurs  îdéterminées  pour  la  coordonnée  restante ,  et  les  deux 

mitres  [demeureroient  arbitraires:  ainsi  l'équatioa  j£v^^=^V^  qui 

U 

donne  v  =::±: — i::^  ,  est  celle  de  deux  plans  parallèles  à  celui  des  t  et  u^ 

VA 

menés  Tun  au-dessus  ^  Pautre  au-des$ou$. 

3x5.  Nous  n'avons  pu  trouver  par.  ce  qui  précède  que  les  sur* 
^ces  du  second  ordre  qui  sont  douées  d'un  centre;  mais  toute» 
ne  jouissent  pas  de  cette  propriété,  car  lorsque  le  dénominateur 
commun  des  valeurs  des  quantités  a^h  et  c,  déterminées  par  les 
équations  (^)  (n''.  311)  deviendra  infi^ni ,  il  ne  sera  pas  possible 
de  faire  disparoître  en  même  tems  tous  les  termes  affectés  de  la 
première  puissance  de  chaque  variable. 

Pour  reconnoitre.  les  surfaces  dépourvues  de  centre,  reprenons 
Téquàtibn  générale  \a)  ;  mais  supposons  qu'on  en  fasse  d'abord 
disparoître  Jics  tçnnçs  xDxy^  aZ^i^c,  ^^yi^  en  changeant  la 
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direction  des  axes  ^  et  qif il  reste  seulement  > 

il  ^t  aisé  de  voir  qu'en  substituant  x^^a*^  y^t  5  et  {^hj^c  ^  axtUi 
de  :c ,  de  .X  et  de  { 9  Toa  ne  pourroit  faire  évanouir  tes  pre« 
mières  puissances  de  cdies  de&  variables  »  dont  leiquarré  manque* 
roit  dans  l'équation  ci-dessus.  U  faudra  donc  pour  comprendre 
ce  cas  dans  le  résultat ,  n'égaler  à  zéro  quele  foeffidmt  des  pr&-' 
mières  puissances  de  deux,  des  variables  seulement  ^  de  j/  et  y  pai^ 
exemple^  et  employer  la  troisième  arbitraire  c  à  rendre  nul  le 
terme  constant  :  on  obtiendra  par  ce  moyen  un  ts^ultat  de  I3 
forme  ^V*+jy+Cî'*+aXY=5=;o.  Telle  est  l'équation  la  plus 
sinlple  qui  puisse  comprendre  en  même  tems  toutes  les  surfaces! 
du  second  ordre  ;  elle  est  analogue  à  celle  que  nom  avons  donnée 
pour  les  lignes  du  même  ordre  (n*.  214).  Examinons  maintenanl^ 
k  cas  oîi  l'équation  proposée  seroit  réduite  à 

Si  les  coefSdens  u^  tt  B  ont  le  même  signe ,  les  équations  de| 
sections  principales  seront 

.  ^jc^*+^y«o,  Ax'^^iK'i'z^^o,  ^JSy^^-xKi'^o,  • 
en  supposant  toutefois  qu'on  prenne  ^  d\in  signe  contraire  à  celui  des 
coefEciens  A  tt  B  ^  sans  quoi  l'équation  proposée  ne  pourroit  être 
satisfaite  que  par  les  valeurs  \y'ï=:o,  y»  o  et  ;5;'=o. 

La  première  section  principale  n'est  qu'un  point  ;  la  seconde  et  la 
troisième  sont  des  paraboles  ^  ainsi  que  .toutes  les  coupes  r^pectj^i 
vement  parallèles  aux  plans  des  x'  et  j',  et  des  y  et  t'. 

Lorsque  les  coefficlens  ^  tt  B  seront  de  signe  différent  ^  la  prç;- 
imîère  section  principale  ,  ayant  pour  équation  Ax^^—By^^^o^ 
devient  une  ligne  droite  y  les  coupes  qui  lui  seront  parallèles  seront 
des  hyperboles ,  et  les  deux  autres  sections  prixicipales  resteront 
paraboliques. 

Enfin  quand  un  des  coefGciens  A  ovl  B  sera  nul,  l'équation 
proposée  ne  renfermant  plus  qife  deux  variables  ,  appartiendra  à  un 
irylindre ,  ayant  pour  base  une  parabole  située  flar^  le  plan  à,ts  deu^ 
^Coordonnées  restantes. 
•  C'est  à  ce  cas  qu'il  faut  rapporter  l'équation  ^at*  +  xHy^  xK^Oy 
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1^  ne  paroît  pas  <rabord  comprise  dans  l'équation  f énéralfe 
Axf^^By*^-€i;^''^%K'^r=:BO\  car  si  ott  traft^forôid  1^  coor^ 
données  ^  et  {  en  substituant  \ty-r-i8î'  à  la^prcmière,  et  jSy+At^'à 
lu  sCLconde  (  /^  455  ),  ttti  pomrra  faire  dkparoître  y'^  oa  {'•  *     * 

316.  Nous  avons  fait  voir,  n\  311 ,  que  la  surface  composée  d^ 
foupes  elliptiques  daiis  tous  les  sens  ^  devenolt  une  surface  de  révo- 
lution autoiu:  de  Taxe  des  /,  lorsqu'on  a  voit  jB'=  C\, 

.    En  faisant  de  même  ui/— J?  dans .  l'équation  , 

oui  comprend,  toutes,  les  surfaces  du  second  ordre 5, on  trouvera 
celles  de  ces  surfaces. qui  peuvent  ctre  engendrâmes  par  latévolutioç 
d'une  courbe  autour  de  l'axe  des  n^ ,  car.  il  viendra.  , 

toutes  les  sections  parallèles  au  plan  des  ^' et  y  j  seront  des  cercles^ 
les  deux  sections  principales  faites  par  les  plans  des  *'  et  '^  et  desj''  et  t(^ 
feront  les  mâmes  ,  et  produiront  la  courbe  qui  ^  tournant  autour  dç 
Taxe  des  {,  engendre  le  solide; propp$é.  ..Oo.  aora.  l'eUipsoide  de 
f évolution,  si  le  coefficient  p^st  po^iti^j  . l'hypêrboloide  s'il  es| 
négatif,  et  enfin  le  .paraboloïdev  s'il  est.nuU  ^j    ,,        ,.  ,, 

.  En  général,  lorsque  la  supposition  d^  A:*+y;??ttlfera  disparoStre 
les  variables  x  et  y  dans  une  équation  qiielponque^  il  en. faudra 
inclure  que  cettp  équation  appartient  à,4ine  surface,  engendré^ 
par  la  réyoli|tion  d'uijke.  courbe  ^ujtp^i^  de  l'axi;  des  {^.jcpr.ep  fai<r 
saut  {S  cpnstanuj  et  résonant  .l'équation  garr  rapport  ik  u^^Qt^ 

e*  tireroit  u  =»  «instanu  j  ou  V x^  -j*  j**  :t=  constante^  ce  qui  ptou^ 
Veroit  que  toutes  les  coupes  patallèles  au  plan  des  ^  et  j^ ,  on 
perpendiculaires  à  l'axe  des  i ,  seroient  des  cercles. 

317,  Les*  surfaces  coujil^es  ont  pour  a§ymptote5  d^aiitres  surfaces. 
Si  on  prend,  par  exempifc,  rétjualicki^^/** ^^  By*^  C?î't*=L?  (  ti\  314)-, 

et  qu'on  en  tire  la  valeur  dé  {;,  il  viendra  ^=  -^ç-  V  Jx^ -{-.By'-^L^ , 
^t  réduisant  en  série 9  on  tro4^vera        ■:' >    'i    t,    : 

;  -^^ "c" — }  '  -Tî  Ax^^sy-^  **'• 

fésullat  «dont  le  secoi^  tvrâé^era  (l%utaÀi  'pfùs  petit  ^ùe'^es  varia- 
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bles  X  tt  y  deviendront  plus  grandes  ;  d'oii  il  suit  que  Tordonnée  { 
dictera  de  moins  en  moins  de  celte  de  la  surfkce  conique  dont 

I équation  serotf  £s=        ■    ^ ^: cette surtace est donclasymp* 

tote  de  la  première. 

La  recherche  des  asymptotes  des  surfaces  courbes ,  se  réduit  à 
celle  des  termes  les  plus  considérables  de  leurs  équations  ^  dans  l*hy« 
.pothèse  de  AT  et  de  ^^  très-petits  ou  très-grands,  et  est  fondée 
sur  les  principes  développés  n^r  118  et  suîv. 
-  31  S.  Il  ne  peut  résulter  de  l'intersection  d'un  plan  avec  une 
sur£icè  courbe  du  second  ordre,  qu*une  ligne  du  même  ordre  aa 
plus  ;  car  en  changeant  la  direction  des  axes  de  manière  que  le  plan 
coupant  devienne  un  des  plans  coordonnés,  et  faisant  nulle  la 
coordonnée  qui  lui  sera  perpendiculaire,  on  aura  Téquation  de 
son  intersection  avec  la  surface  proposée  ;  et  il  est  visible  que  la 
substitution  des  valeurs  générales  àt  x^  ytt  ^ ,  ne  changera  point 
le  degré  de  Véquation  proposée.  On  prouveroit  de  même  qu'une 
sur&ce  '  quelconque  ne  peut  être  coupée  par  un  plan ,  suivant 
une  coiirbe  d'un  ordre  pins  élevé  que  le  sien. 

Deux  surfaces  se  eoupent  toujours  suivant  une  ligne;  lorsquMles 
sont  courbes  l'une  et  Pautre  ;  H  arrive  le  plus  souvent  que  tous  les 
points  de  leurs  intersections  ne  saurotent  être  dans  un  même  plan: 
telle  est  Porigine  des  courbes  à  double  courbure  (iSn^.Si).  Ces 
courbes  s<ont  représentées  par  le  système  des  équations  Ats  sur- 
faces dont  elles  sont  les  intersections ,.  puisque  les  coordonnées  de 
leurs  pointj^  àoiypnX  satisfaire  ç 9  m^ç  t$n)$  à  T^ae  e(  à  r9utre 
de  ces  équations^.  ^  ,        .  . 

.  3x9.  On*  transforme  aussi  les  coordonnées  rectangles  <l'iiin  pçint 
,qv.el conque ,  de  Tçspajce  jçncoordoanées  polaires  comme  il.  suit.  Oa 
fIG.  44.  imagine  jun  rayon  vecteur  ^^  ^fi^  j^j^^  et  pour  ei^  fixer  la  position 
on  a  recours  à  Tangle  MAJM!  qu*il  fait  avec  sa  projection  sur  le 
plan  ^^C,  puis  à  Tangle  MIAB  que  cette  projection  fait  avec 
Taxe  AB^  et  on  trouve  par  ce  moyen     . 

MM^AU%\rkUAM:,      j^M'=:A^cosMAM^ 

.  P. ùf:^AM'ÂnM'A^^  .    A P^ mAsWws'MAB ,  : 

posant 


*^.  ".  / 
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posant  donc  AM^szr.^     MAM=s^p ,      M! 4 B=q,    il  viendra 

r  =  V^x*  +y+  i%  i=zrsinp ,  yT=zrcosp sin q ,  «ç=r cos/f cos j . 
Od  auroit  obtenu  des  expressions  plus  symétriques  en  employant 
les  angles  que  le  rayon  vecteur  AM  fait  avec  chacune  des  coor- 
données  MM!^  MM!\  MM*'\  car  en  nommant. ces  angles  ^>  4  ^^  ^> 
on  auroit  par  les  triangles  MAM\  MAM%  MAM% 

MM  =:AMco^AMM!  =rcos^=^  * 

MM'^AMcQsAMM'=^rcoS'^=y 

MM''—AMcQsAMM'"=zrcosv=x 
ph  Ton  remarquera  que  cos  ^*+  cos  4*+  cos  w^*=  i  (  ^  n*,  6o  ). 

310.  Soient  jr,y  et  z  les  coordonnées  d*an  point  -W,  fe.  47;     Application  dn 

•^    ,  ^  t_  «  I       Calcul  différentiel 

Situé  sur  une  surface   courbe   quelconque  ;   on   pourra   regarder  ^  \^  théorie  des 
l'ordonnée   PMzz=z    comme   une   fonction   des    deux    abscisses  ^"î!?"*  ^^"*c$. 
AP=  X  et  PM!^s=zy.  Lorsque  x ,  variant  seul ,  deviendra  x+  h; 
on  aura  pour  le  développement  de  l'ordonnée   /t/i»  »  prise  dans 
la  section  RM  m  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  :ir  et  { 
et  passant .  p;ar  le  point  proposé ,  la  série 

ârh       d^i     AV  ifr        A' 

7+  —  -  -1 — '  +  — T-  —  +  etC4 

^^dxi^dx^   i.i    ^   dx'     1.1.3 

Si  c^est  y  qui  se  change  en  y+k,  et  que  x  demeure  constant,  on 
obtiendra  l'ordonnée  n^n  y  prise  dans  la  section  PMn  faite  par  un 
plan  parallèle  à  celui  des  ^  et  ^  et  passant  par  le  point  proposée 
Le  développement  de  cette  ordonnée  sera 

dy   i      *    dy^     i.i  dy^    .'•^•3 

En  faisant  varier  :r  et  y  eh  même  tems  y  on  passera  du  point  M  à 
un  point  quelconque  N^tx  cela  de  deux  manières  différentes ,  savoir  s 
en  substituant  y^k  z\x  Ueu  de^  dans  le  premier  développement 
ci- dessus,  ou  bien  a:+A  au  lieu  de  x  dans  le  second.  Par  l'une 
de  ces  opérations  on  passe  de  l'ordonnée  m'mk  l'ordonnée  A'A^; 
dans  Ja  secrion  pmN  y  et  par  l'autre  on  passe  de  n'n  à  N-N  ^  dans 
la  section  r  /i  JV  ;  les  résultats  qu'on  obtient  sont  identiques ,  et  se  trou* 
yent  rapportés  daos  \pg  p"".  ^5  et  x6.  Donc  en  générai,  lorisque 
Calcul  diffcrmacl.  N  n  n 
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X  et,  y  devienneot  respectivement  x  +Ji ,  et  >"  +  il  ^  on  a 

+  etc. 
Pour  abréger ,  je  représenterai  cette  série  par 

l+pk  +  qk 

+  etc. 
Il  est  aisé  de  voir  que  lorsqu'on  cessera  de  regarder  les  quantité»  A  et  il 
comme  indépendantes  Tune  de  Tautre ,  et  qu'on  établira  un  rapport 
entr'elles ,  on  fixera  la  direction  du  plan  mené  perpendiculairement 
à  celui  des  x  et  y^  par  les  deux  points  M^  et  N  p 

car  .--  =  —rr  =  tan  IfMm\ 

Il  suit  des  considérations  précédentes  et  de  ce.q^x  a  été  dit 
^**  79»  ^^  ^^  i<=:o  représente  Téquation  d'une  surface  courbe  ^ 
les  équations  diâSérentielles 

du        du   ^  du       du  , 

appartiendront  respectivement  aux  deux  sections  RMm  et  PMn  ;  la 
Coordonnée  y  n'entrera  dans  la  première  que  comme  une  constante 
arbitraire ,  qui  détermine  la  position  du  plan  coupant  :  il  en  sera 
de  même .  de  la  coordonnée  x  dans  la  seconde^  On  ne  doit  pas 
confondre  le  </{  de  lune  de  ces  équations  avec  celui  de  l'autre: 
(es  deux  diffîrentielles  ne  sont  que  partielles ,  ainsi  qu'on  Ta  dft 
remarquer  n"*.  30  ;  car  la  différentielle  complète  ^  ou  l'ensemble 
des  termes  du  premier  ordre ,  a  pour  expression 

dZ  d7 

di  =  — dx  +   -^  dyz=:ipdx+ qdy. 
4Lx  dy 

Quoiqu'on  n'emploie  aucune  caractéristique  particulière  pour  dis- 
tinguer les  deux  différentielles  partielles ,  il  est  toujours  aisé  de  les 
tecpnooître  par  celui  des  deux  accroissemcns  dx  oyx-dy  dont  elles 
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sont  affectées;  ainsi  lorsqu'on  a  seulement  d[^=^pdx^  le  d:^  est 
la  différentielle  de  l'ordonnée  de  la  Section  parallèle  au  plan 
des  X  et  { ;  semblablement  di'=zqdy  est  celle  de  l'ordonnée  de  la 
section  parallèle  au  plan  des  y  et  ç.  Si  on  £ait  dyr=mdx^  la  diffe* 
réntielle  complète  d[T=.dx(^p^mq^  appartiendra  à  l'ordonnée  de 
la  section  donnée  par  le  pian  M'MNtf  y  perpendiculaire  à  celui 
des  X  et^,  en  supposant  N'm'^=im  x  M' m'.  On  trouvera  des  choses 
analogues  >  en  prenant  successivement  poiur  ordonnées  chacune  des 
variables  jt  et  j^  ^  et  en  regardant  les  deux  autres  comme  les  abscisses* 
Les  deux  différentielles  di^^=:pdx  et  di^szqdy^  sont  liées  en- 

ti^elles  par  l'équation  de  condition  -— i-  =  _-l-  ou-^  =  -;^,  qui 

^  dxdy       dydx        dy       dx      ^ 

résulte  de  Fidentité  des  deux  développemens  de  MN ,  et  qui  n'est 
que  l'expression  de  la  continuité  de  la  surface ,  en  vertu  de  la- 
quelle »  ainsi  qu'on  Ta  fait  voir  plus  haut ,  les  deux  section^ 
fMV  tt  rnN  déterminées  par  les  abscisses  Ap  tt  Ar^  doivent 
se  couper  au  point  N. 

311.  Ces  préliminaires  étant  bien  entendus  ^  on  concevra  sans 
peine  que  si  deu t  surfaces  passent  par  le  point  dont  les  coor» 
données  sont  x\y  et  ç',  et  qu'en  changeant  ^r'  en  jc'+ A  ,y  en  j^^.  Jt  ^ 
réquation  de  la  première  donne 

1  V^  seconde  i         ai 

+  etc.  j  '    +  etc. 

la  distance  des  points  correspondants  à  N^,,  sur  ces  deux  surfaces ,  sera 

2 

+  etc. 
Lorsqu'on  aura  P — p  =  o,  Q*--'7  =  o,  les  surfaces  proposées  se 
toucheront  et  leur  contact  sera  du  premier  ordre  seulement;  il 
sera  du  second  ordre  quand  on  aura  en  même  tems  H  — r  =  o^ 
5  —  5  =  0,  T —  /  =  o ,  et  ainsi  de  suite.  En  raisonnant  dans  le  cas 
actuel  comme  on  Ta  fak  à  l'yard  des  courbes  (n^.  259) ,  on  se 

Nnn  1 
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convaincra  que  toute  surface  qui  ne  rempliroit  pas  ces  conditions  ^^ 
ne  sauroit  passer  entre  les  deux  proposées ,  du  moins  lorsqu'on 
prendra  les  quantités  A  et  id  assez  petites  pour  que  la  somme  des 
termes  du  premier  ordre  soit  plus  considérable  que  celle  de  tous 
ceux  ûts  ordres  suivans. 

321.  Supposons  d'abord  que  k  surface  proposée ,  que  j'appel* 
lerai  la  surface  touchante ,  soit  un.  plan  ;  son  équation  étant  mise 
50US  la  forme  i  =  Ax  +  By+I>^  donnera  :(=jix+  By+  D , 
lorsqu'on  y  changera  x ^  y  tt  i^  tn  x^ y'  et  ^ »  remplaçant  en- 
suite x'  et  y  par  x'+h  et  y+A,  {'  deviendra 

Jlx'+By+D+j4h  +  Bk  on  i  +  Jk  +  Bk; 
on  aura  donc  P=A  et  Q  =  -ff,  et  substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  du  contact  P — p^=^o  et  j^r^f  =  0^  îl  en  i:ésultera 
A=ip  ^    B  =:q.    On    éliminera    Z> ,   en    retranchant    l'équation 
l'^^ji  x+By^+Dy  de  l'équation  î=-4x+Jy+X);  et  écrivant  p 
pour  A  tl  q  .pour  Jî,  l'équation  .;5;-t-ç'=^  (  ^: — ^')+.f  (y— ^') 
sera  celle  du  plan  tangent  à  la  première  surface  proposée;*.  ...     .  ^  . 
.    Pour  en  faire  une  application  i  jç  prendrai  l'équation         \ 
<ix'*+  by^  +  c  î'*j=;  ^ ,  qui.^  étant  différentiée  successivement  par 
rapport  à  x'  et  par  rapport  à  y  ,  donnera 


ax' 


''^  >  d'oîi  } 

dy  J  K    ,    ^  Cl 

w  m.  » 

substituant  ces  valeurs^  il  viendra 

réduisant  au  même  dénominateur ,  on  obtiendra  un  résultat  qui  »  en 
vertu  de  la  proposée,  se  changera  en      ax'x' •\^byy -^  cij(^=l^* 

Si  le  point  de  contact  n'étoit  pas  donné  sur  la  surface  proposée , 
qiais  qu'on  connût  la  position  d'un  point  extérieur  par.  lequel  ,4ût 
passer  le  plan  tangent  demandé,  en  nomma|it.«t,  f^  et  >,  les 
coordonnées  de  ce  dernier  point ,  comme  elles  devroîent  satisfaire  à 
l'équation  qu'on  vient  de  trouver ,  on  auroit  a^x'-^b  f^y'+c  y  ^'=/*  ^ 
résultat  4ans  lequel  les  quantités  x'^y'  et  {',  sont  les  indéterminées  ^ 


\ 

\ 
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W  qui  représente ,  conjointement  avec  Téquation  proposée ,  la  courbe 
sur  laquelle  se  trouv^ent  tous  les  points  de  contact  cherchés^  dont 
il  tst  aisé  de  voir  que  le  nombre  est  infini.  Cette  courbe  est 
plane ,  puisque  Tune  des  équations  qui  la  détermine ,  n'est  que 
du  premier  degré,. 

Les  intersections  du  plan  tangent ,  avec  deux  des  plans  coor- 
donnés» peuvent  servir  pour  sa  construction,  comme  la  sou- 
tangente  sert  à  celle  dé  la  tangente  des  courbes  ^  et  il  est  trop 
facile  de  les  déterminer  pour  qull  soit  besoin  d'entrer  dans  aucun 
détail  à  cet  égard. 

313.  La  droite  menée  perpendiculairement  au  plan  tangent  par 
le  point  proposé  s'appelle  norniaU^  et  ses  équations  sont ,  d'après  ce 
qui  précède  et  en  vertu  du  n^.  301  , 

La  distance  du  point  Af ,  à  un  point  quelconque  pris  sur  cette  droite  y 
aura  pour  expression  ' 

Si  on  fait  {  =  o ,  le  résultat  -*-  ^'  t/ 1  +/i* + q^  donnera  la  lon- 
gueur de  la  partie  MG  de  la  normale  y  comprise  entre  la  surface 
proposée  et  le  plan  des  x  et  ^ . 

Mettant  pour  p  t\  q  les  valeurs  tirées  de  Téquation 

t       . ;- . — 

îl  viendra  MG^=. —  KtfV^+Ay^+crY'*:  lorsqu'on  aura  A=l±=iCy 


cette  valeur  se  réduira  à  V^jr'*+y *+:;;'*=/,  et  dans  ce  cas,  la  sur- 
face proposée  sera  une  sphère ,  ayant  son  centre  à  l'origine  des 
coordonnées  et  son  rayon  égal  à  /. 

3x4.  Oa  auroit  pu  parvenir  à  l'éqUation  du  plan  tangent  par 
plusieurs  autres  considérations  \  en  le  régardant ,  par  exemple  > 
comme  devant  passer  par  les  Xxcks  points  infiniment  proches  M^metn^ 
et  en  déterminant  les-  constantes  par  la  méthode  des  limites  ou  pav 
celle  des  infiniment  petits.  Ces  applications  n'ayant  aucune  difficulté 
pour  ceux  qui  auront  saisi  la  solution  des  questioqs^  analogues  re- 
laûvement  aux  courbes,  je  me  borjaerai.à  traduire  ea analyse  la 
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con&iFiictipÂ  da  ^aa  langeât ,  qu'on  trouve  dansie  n\  107  des  ^ssai$ 
de  Gùoméêrii. 

Suivant  cette  construction  ^  le  plan  tangent  se  détermine  par  les 
deux  droites  Af  Tet  Mt<çak  couchent  respectivement  les  sections  BMm 

dr'  dr'  * 

et  PMriy  au  point  M\  mais  --—7-  et  -—7-  étant  les  coefficiens  diflFé- 

d'Oc       ^y 
rentieU  de  l'ordonnée  i^  considérée  successivement  dans  chacune 
de  ces  sections ,  et  les  droites  MT  tt  Me  étant  de  plus  parallèles 
aux  plans  des  x  et  {  et  des  y  et  ^ ,  il  est  aisé  de  voir  que  les  équations 

dt  MT  seront 

d/      ' 

et  que  celles  de  Me  seront 

d/ 

c— î  — -7^  Cy— /)f\  x-^x'—x). 

Maintenant  si  on  représente  l'équation  du  plan  tangent  par 

il  est  évident  que  cette  équation  devra  s'accorder  avec  les  précédentes; 
et  pour  cela  il  faut  qu'en  y  faisant  successivement  y  — ^'=  0 
et  X  —  x'=o^  on  trouve 

l-i'=^(--^')  et  î-î'=^  (^-y)5 

mais  elle  donne  par  ces  suppositions 

t-î'=^(*-*')  et  ^-î'=i^(>-y), 

oa  en  conclura  donc  y  comme  dans  le  n*.  311, 

On  pourroit  craindre  que  le  plan  tangent  déterminé  comme  on 
vient  de  le  voir  ,  ne  touchât  la  surface  proposée  que  sur  les 
deux  sections  que  l'on  a  considérées  :  mais  en  différentiant  son  équa-^ 
tion  par  rapport  k  x  tt  ^  y  seuls,  on  aura  di=pdx+qdy  ^  ce 
qui  prouve  que  lorsqu'on  prendra  dx=:dx'  et  dy=idy  ^  on 
aura  rf£  =  ^^',  et  que  par  conséquent  les  points,  de  la  surface  pro- 
posée qui  environnent  immédiatement  le  point  ilf,  coïncident  tous 
avec  ceux  du  plan  tangent ,  tant  qu'on  n'a  ^ard  qu'aux  quan- 
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âtés  du  premier  ordre.  Il  suit  de  là  qu*an  plan  quelconque  »  mené 
par  le  point  M^  coupe  la  surface  proposée  dans  une  courbe  qui 
a  deux  points  communs  avec  le  plan  tangent ,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose ,  a  pour  tangente  Tintersection  de  ce  plan  avec  le  plan 
coupant,  fobserverai  au  reste  que  ce  qui  vient  d'être  démontré  à 
posurtorij  se  voit  immédiatement  parles  considérations  du  n"".  312. 
Nous  allons  passer  maintenant  à  la  recherche  des  sphères  oscula« 
trices  de  la  surface  proposée^ 

325.  Soient  «,  jS,  >^  les  coordonnées  du  Centre  de  la  sphère 
touchante  et  a  son  rayon  ^  elle  aura  pour  équation 

En  différentiant  successivement  par  rapport  k  x  tx  par  rapport  à^, 
on  trouvera 


N 


dx  i — y  dy  i — y 

d*i  I  (x^it)P  i  +  P* 

dx*  l—y  ({—>)•  {  —  7 

dxdy  {^—yy       ({—>)•  i—y  * 

Puisque  la  sphère  que  nous  considérons  doit  passer  par  le  point  M  ; 
dont  les  coordonnées  sont  x\  y'  et  ç',  on  aura  d'abord 

puis  changeant  x  en  x'y  y  tay'  tlitn  (j  dans  les  fonctions  P  et  Q , 
les  conditions  relatives  au  contact  du  premier  ordre  donneront 

x'—A  y— ^ 

p  — _ ^  q— —, 

î  —  y  î  —  y 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

a:'— tf+;,(^'— 7,)  =  0....(2),  y— ^+ ?({—>)  O..- •(3). 

Ces  équations  qui ,  lorsqu'on  met  x  au  lieu  de  * ,  et  j^  au  lieu  de  jS  , 
deviennent  les  mêmes  que  celles  de  la  normale  (  n'.  323  ) ,  nous 
apprennent  que  toutes  les  sphères  qui  peuvent  toucher  la  proposée 
ont  leur  centre  sur  la  normale  menée  par  le  point  de  contact. 
A  Taide  des  équations  (i),  (2)  et  (3),  on  déterminera  trois 


«" 


\ 
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des  constantes  <t  »  ^  ,  ^^  et  ^ ,  et  il  ne  restera  plus  qu'une  condition  à 
remplir  pour  achever  de  particulariser  la  sphère  touchante  :  oa  ne 
pourra  donc  pas  satisfaire  en  particulier  à  chacune  des  équations 
i!î-r-r=o,  S  —  5  =  0,  T —  r  =  o  ,  relatives  au  contact  du  second 
ordre  ;  mais  si  on  compare  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre  » 
dans  le  développ/ement  de  ;['  et  dans  celui  de  (;  (  n**.  311  ),  on 
aura réquatiou  unique  /lA*+x5A*%i-rit*=rA*+  15**+ ^it',  dont 
on  pourra  faire  usage  pour  déterminer  la  quatrième  constante 
arbitraire. 

Cette  équation  pyeul  êtrie  mise  sous  la  forme 

/l_r+i(5— 5)^  +  (^—0-^  =0; 

substituant  au  lieu  des  quantités  Rj  S ^  T^  leurs  valeurs  trouvées 
ci-dessus ,  et  chanjgeant  x  en  x\y  en  y,  [  en  {',  P  en/>,  et  Q  en  f , 
il  viendra  » 

Lorsque  cette  équation  aura  lieu  con)ointeme;nt  avec  les  précé- 
dentes 9  l'ordonnée  élevée  sur  le  point  dont  les  abscisses  ^ont 
x*'\'h  ety+*,  et  terminée  à  la  surface  proposée,  ne  différera 
de  celle  de  la  sphère  touchante ,  que  dans  les  termes  du  troisième 
ordre:  aucune  autre  sphère  ne  pourra  donc  passer  entre  ces  deux 
surfaces ,  du  moins  dans  l'espace  qui  sépare  le  point  M  du  point  Ni 
car  il  faut  bien  remarquer  qu'en  générjal ,  le  contact  ne  deviendra 
ti^e  osçulation  que  dans  le  sens  iliiS^ ,  qui  ^éppi^d  à  la  ligne  M^^' 

N'm'    _  ^ 

Mm'    ~  h' 

k 

Si  on  fait  7-  =  /w ,  on  tirera  de  l'équation  (  4  ) 

^         r+xsm+im*  * 

valeur  que ,  pour  abréger ,  nous  représenterons  par  M  ;  en  la  substi*- 
tyant  dans  les  équations  (  3  )  ,  (  i  )  et  (  i  ) ,  il  en  résultera 

3 16. 


sur  laquelle  on  a 
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3 16.  La  considération  de  la  sphère  osculatrice  fournît  le  moyen 
de  connoître  la  courbure  d'une  surface  proposée  dans  ses  dîfférens 
points.  En  effet ,  si  on  conçoit  une  section  quelconque  MN ,  faite 
dans  la  surface  proposée  par  un  plan  mené  suivant  la  normale  MG  , 
il  est  aisé  de  voir  qu'elle  aura  pour  cercle  osculateur ,  le  grand 
tercle  dans  lequel  le  plan  coupant  rencontre  la  sphère  osculatrice  ; 
car. s'il  en  étoit  autrement,   on   pourroit  faire   passer   un   cercle 
entre  celui  dont  on  vient  de  parler  et  la   courbe   MS j-'tt   rien 
n'empêcherait  de  regarder   le-  dernier  comme  faisant  partie  d'une 
sphère  qui  auroit    aussi   son   centre  sur   la   normale  ,  mais  qui 
passeroit  entre  la  sphère  osculatrice  et  la  surface  proposée  y  immé- 
diatement avant  et  après  le  point  Ny  et  qui  ne  sauroit  arriver. 
La  valeur  de  a  trouvée  ci-dessus  est  donc  l'expression  du  rayon 
<le  courbure  d'une  section  MN^  f<dte  dans  la  surface  jfiroposée, 
par  le  plan  MNG  conduit  suivant  la  normale ,  mais  dont  la  position 
peut  d^ailleurs   être   quelconque  :  nous   donnerons  dans  la  suite 
l'expression  du  rayon  de  courbure  d'une  section  faite  par  un  plan 
quelconque. 

317.  Parmi  le  nombre  infini  de  valeurs  que  peut  prendre  l'ex- 
pression  de  a ,  lorsqu'on  donne  à  m  toutes  les  valeurs  possibles , 
cherchons  celles  qui  sont  des  maxlma  ou  des  minima  :  pour  les 

da  dM 

trouver ,  nous  aurons  l'équation  — =0 ,  qui  se  réduira  à  ——=20, 

dm  dm 

puisque  la  quantité  m  n'entre  dans  a  que  par  le  facteur  M\  mais. 
en  faisant  disparoître  le  dénominateur  de  l'équation  (  4  )  v  d'oti 
dépend  la  valeur  de  X —  7 ,  ou  Ai ,  on  aura 

différentiant  cette  équation  par  rapport  à  /71  ^  et  faisant  — r— =  o  i 

dm 

il  viendra  (î+r/«)  -W+jPf+ (i+î*)/w2=o. •..•,• (6) 

d'oii  on  tirera  in  = .        ,^ — 77-;  substituant  cette  valeur  dans 

réquation  (  5  )  ,  il  en  résultera 

et  en  supprimant  le  facteur  commun   i+^*+rilf  ,  on  trouvera 
Calcul  diffircndcl,  Ooo 
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seulement  (1+/^*  +  ^^)  i^  +  q^+^M)  —  (;^y+^3f )»=o.  Ce 
dernier  résultat  étant  développé  et  ordonné  par  rapport  à  Jlf , 
deviendra 

faisant  pour  abréger 

et  résolvant  l'équation  ci-dessus  par  rapport  à  3f ,  on  obtiendra 


ce  qui  donnera       .a  =  Z:Ù^i^J^. 

Des  deux  valeurs  du  rayon  a  ^  Tune  répond  au  maximum  et  l'autre 
au  minimum. 

Pour  connoître  maintenant  dans  quel  sens  se  fait  Tosculation  de 
chacune  des  sphères  auxquelles  appartiennent  ces  valeurs  y  il  faut 
déterminer  m,  ce  qui  se  fera  en  chassant  M  de  Téquation  (  5  )  >  par 

le  moyen  de  son  expression  M  =  —  — — ^^ i-^—  ;  il  viendra 

s-^im 

alors  y  après  les  réductions  et  en  ordonnant  par  rapport  à  f» , 

m^l(l+q')s—pqt]+m[(s+qy^l+py]—[(l+py—pqr]^^{%). 

318.  Un  simple  changement  de  coordonnées  suffira  pour  ré- 
duire cette  équation,  de  manière  à  faire  appercevoîr  le  rapport 
qu'ont  entr*elles ,  sur  la  surface  proposée ,  les  direct&ns  cherchées. 
En  effet  ,  si  on  imagine  que  le  plan  tangent  devienne  celui 
des  X  et  ^  »  ce  qui  est  toujours  possible ,  et  que  le  point  désigné 
par  M ,  soit  placé  à  l'origine  des  coordonnées  ,^  on  ne  changera 
rien  à  la  situation  respective  de  la ,  surface  proposée  et  des 
sphères  osculatrices,  mais  on  aura  alors  ;t'=o,  y=o,  ^'=0, 
/?=:o,  j  =  o;  par  là  les  expressions  du  n*.  315,  se  réduiront  à 

T'  == ■   ■■ ,        tf  =  — T'  : 

r  +  ism+tm* 

les  quantités  «  et  jd  s'évanouiront ,  ainsi  que  l'exige  la  position  des 
sphères  osculatrices  dont  le  centre  est  dans  la  normale ,  qui  est  de- 
venue Taxe  des  ç;  enfin ,  on  aura  au  lieu  de  Téquation  (8) 
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U  est  aisé  de  voir  que  maintenant  m^  ou  —y  îcprésente  la 

h 

tangente  de  l'angle  que  la  droite  MN'  qui  joint  la  projection  N' 
du  point  N ,  /g,  48 ,  et  l'origine  M ,  fait  avec  l'axe  MP  des  x  ^  FIG.  48. 
«t  que  le  plan  élevé  sur  cette  droite  ^  perpendiculairement  au 
plan  des  x  tt  y  ^  passant  alors  par  la  normale  MG ,  contiendra 
le  grand  cercle  de  la  sphère  touchante^  sur  lequel  Tosculation  a 
lieu  (  n'.  précéd.  ).  Mais  en  désignant  par  m'  et  m!'  les  deux  valeurs 
dont  m  est  susceptible ,  on  aura  en  vertu  de  l'équation  ci- 
dessus  wl nJ''\'  1=0;  d'où  il  suit  que  le  plan  du  cercle  oscu- 
lateur  MU  décrit  avec  le  plus  grand  rayon  OM ,  est  perpendiculaire 
sur  le  plan  du  second  cercle  osculateur  Mn  décrit  avec  le  plus 
petit  rayon  oM, 

329.  Pour  trouver  la  valeur  du  rayon  de  courbure  d'une  section 
faite  dans  la  surface  proposée ,  par  un  plan  quelconque  mené  par 
la  normale  9  ou  le  nouvel  axe  des  {;,  il  suffiroit  de  substituer  au 
lieu  de  m ,  dans  l'expression  de  >  ^  donnée  ci-dessus  5  la  tangente  de 
l'angle  que  fait  ce  plan  avec  celui  de  x  et  \.  On  obtiendroit  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par  ce  dernier ,  en  suppo- 
sant ife  =  o ,  ce  qui  donneroit  «  =  0,  et  7  =  -.  Si  donc  oa  con- 

noissoit  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  de  cette  section ,  on  auroit 
par  là  la  valeur  du  coefficient  difiérentiel  r ,  relatif  au  nouveau 
système  de  coordonnées.  On  déterminera  sans  plus  de  difficulté  les 
deux  coefficiens  ^  et  /,  lorsqu'on  connoîtra  à  priori  les  rayons  de 
courbure  de  deux  autres  sections,  faisant  avec  la  première  des 
angles  donnés  ^  et  sans  rien  emprunter  de  l'équation  de  la  surface 
proposée  j  on  sera  alors  en  état  d'assigner  le  rayon  de  courbure 
d'une  section  faite  par  un  plan  quelconque  ,  mené  par  Taxe 
des  {^,  pourvu  qu'on  ait  l'angle  que  ce  plan  fait  avec  l'une  des 
trois  sections  précédentes  ;  circonstance  qui  mérite  d'être  remarquée. 
Dans  le  changement  de  coordonnées  que  nous  avons  imaginé ,  en 
prenant  la  normale  pour  l'axe  des  :[  et  le  plan  tangent  pour  le 
plan  des  x  ti  y  ^  nous  n'avons  rien  statué  sur  la  direction  des  axes 
de  ces  dernières  coordonnées  ;  mais  puisque  les  plans  des  cercles 

Ooo  X 


V. 


/ 
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osculateurs  du  plus  grand  et  du  plus  petit  rayoa  sont  perpen-^ 
dkulaires  entr'eux ,,  nous  pouvons  supposer  que  le  plan  des  x  ti  i^ 
passe  par  Tun  de  ces  cercles ,  et  que  le  plan  des  j^  et  ^  coïncide 
avec  Tautre  :  prenons  donc  le  plan  N'MG  pour  celui  des  jc  et  ç , 
et  le  plan  n'MG  pour  celui  des  y  et  ^.  Dans  ce  changement  le 
coefficient  difFéreçtiel  s  s'évanouit  ;  car  l*une  dés  valeurs  de  m  , 
devient  nulle  et  l'autre  infinie,  et  si  on  fait  d'abord'  772=0,^  dans 
l'équation   m^'s-^-m^r — i) — j=a,    il  en  résultera  ^  =  0:    en   la 

mettant  ensuite  sous  la  forme  j-i ^^o^oa  s  assurera 

que  la  suppositioil  de  m  infinie  y  donne  encore  5  =  0. 
Dans  cette  hypothèse  on  aura  pour  une  section  faisant  avec  Te 

I  -|-;72* 

plan]  des  x  et  ç  un  angle  quelconque ,  y  = ^ ,  et  nommant  V 

cet  angle  dont  m  exprime  la  tangente^,  on  trouvera  par  les  relar 
tions  des  lignes  trîgpnométriques 

I  ,    '  m  , 

cos  rs=  —  ^  sin  f^=  — r=>  et  par  conséquent 


V^i+zw'  V/i  + 


m^ 


m*m 


rcos  ^+^sin  P^* 
On  peut  exprimer  les  quantités  r  et  t  au  moyen  du  plus  grand  et 
Hu  plus  petit  rayon  de  courbure,  car  on  a  pour  le  premier  f^=o, 
et  pour   le  second    y=:  90**  ;   en  désignant  l'un  par  a!  et  l'autre 

par    a!\   on  trouvera  ^:=: ,  a'^s —  -   d'ok  r=i—  ^^ 

r  t  d 

—  —  —         — _  ^'^" 


a'  a'  cos  ^  +  a!'  sin  f^* 

Il  suit  de  là  que  le  raypn  de  courbure  d'une  section  quel- 
conque, perpendiculaire  au  plan  tangent,  ne  dépend  que  du  plus 
grand  et  du  moindre  rayon  de  courbure ,  et  de  Tangle  que  feit  le 
plan  coupant  avec  ceux  des  sections  auxquelles  ces  rayons  se 
rapportent. 

330.  Revenons  maintenant  au  cas  oii  la  situation  des  plans 
coordonnés  est  quelconque ,  et  voyons  comment  on  peut  trouver 
à  l'égard  de  ces  plans  la  position  de  ceux  qui  coatiennent  le  plus 
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grand  et  le  plus  petit  cercle  osailatenr.  Le  moyen  qui  se  pré- 
sente le  prenûer  consiste  à  cfFectiier  la  transformation  Ats  coor- 
données que  nous  avons  conçue  n*.  326 ,  et  à  détermfiner  ensuite  sur 
le  plan  tangent  >  devenu  celui  des  abscisses  ^  là-'direction  des  axes  de 
CCS  dernières ,  par  la  condition  que  le  coefficient  différentiel  5  dis- 
paroisse ,  (  n*.  précéd.  ){ mais  il  nous  a  paru  plus  simple  et  plus  général 

de  chercher  à  exprimer  la  quantité/»,  ouïe  rapport  j,  au  moyen 

h 
des  constantes  qui:  particularisent  la  position  du  plan  coupant  MNG^ 
fig.  47 ,  et  voici  comment  on  y  peut  parvenir.  On  observera  que  piG.  ^: 
plus  le 'point  N  sera  voisin  dn  point  Af ,  plus  la  sertiôn  MN  ap- 
prochera de  se  confondre  avec  sa  tangente,  qui  n'est  autre  chose 
que  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  coupant  rencontre  celoi  qui 
touche  la  surface  proposée  en  Af,  et  plus  aussi  ta  droite  H'N^ 
approchera  d'être  la  projection  de  cette  tangente.  Cela  posé ,  "ctï 
représentant  par  ç— ;['=:-^(x  —  x')^B(^y — y)  Téquation  du 
plan  coupant,  on  trouvera  que  celle  de  la  projection  de  son  in-* 
terséction  avec  le  plan  tangent  sur  te  plan  des  or  et  y  ^  sera 

et  supposant  ''que  x  ^  y  soient  les  abscisses  du  point  iJ ^  oïl 
aura  x — ji:'=A  t\y  — ^'=  k ,  d'où  on  tirera  --=/»  = 


h  ^—B^ 

pour  la  limite  du  rapport  qut  peuvent  avoir  entr'eHes  lès  quan*» 
tités  *  A  et  il  qui  ,  d  après  les  principes  employés  •  dans  la  re- 
cherche des  sphères  osculatcices  (  n*.  3 1 1  )  r  doivent  pouvoir  être 
supposées  aussi  petites  qu'on  voudxa.  Substituant  cette  valeur 
de  m ,  dans  '  celle  de  M ,  l'expression  du  rayon  d'e  courbure  ne 
dépendra  plus  que  des  constantes  ^  tt  B  \  mais  il  faut  observer 
que  parce  que  le  plan  coupant  passe  par  la  normale  MG^  il  existe 
une  relation  nécessaire  entre  A^t  Si  en  effet  lequatibn  de  ce  plait 
doit  devenir  identique  lorsqii'on  y  mettra:  pour  x — x'  et  y — y'^ 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  de  la  normale  (  n*.  3^3  ): 
effectuant   la   substitution   et   divisant    par   ^  —  j',  on   trouvera 

i.  =  —  Ap — Bq, 
Il  serolt  facile  maintenant  de  chasser  une  des  quantités  A  et  È'^ 
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de  l'expression  de  iti  ,  et  mettant  le  résultat  dans  Péquation  (  8  )  ; 
on  auroit  celle  <{\x\  doit  donner  la  position  des  plans  qui  contiennent 
le  plus  grand  et  le  plus  petit  cercle  osculateur. 

3  31.  La  considération  des  normales  consécutives ,  qui  nous  a 
conduits  à  l'expression  du  rayon  de  courbure  des  courbes  (n**.  289  ), 
s'appliqu<s  également  aux  surfaces^  et  elle  répand  un  nouveau  jour 
sur  les  propriétés  particulières  au  plus  grand  et  au  plus  petit  rayon 
de  courbure.  On  a  vu  ^  (  n*.  313  ) ,  que  les  équations  de  la  nor« 
maie  étoient        {x — ^')  +  (t — c')/  =  ^**-- •♦•W* 

(j^-y)  +  (î-t')î=o .....(*)r 

les  quantités  x\  y\  î',  /^  et  ^,  relatives  au  point  que  Ton  consi* 
dère  sur  la  surface  proposée ,  sont  constantes  pour  la  même  nor- 
male ,  mais  elles  changent  de  valeur  lorsqu'on  passe  à  une  seconde 
normale  consécutive  à  la  première;  or  ce  passage  peut  se  faire 
dans  une  infinité  de  directions ,  savoir ,  du  point  H  à  chacun  des 
points  environnans  :  il  faut  donc  »  pour  embrasser  tous  les  cas  pos« 
sibles ,  faire  varier  en  même  tems  x\y\  et  { >  et  comme  on  ne  chercha 
que  le  point  d'intersection  de  la.première  normal;  avec  la  seconde  ^ 
on  regardera  les  coordonnées  x^y  tx.^^^  affectées  à  ce  point ,  comme 
constantes.  En  différentiant  sous  ce  point  de  vue  les  équations  (tf) 
et  {b)  et  en  observant  que  d:('=ipix' ^qiy\ 

^        '  dx'  dx'-  ^  dx'dy'  ^      rax^say, 

dz'  d^t'  dJ'l'     ' 

dq  —  d,^J^  = ^^—dx'4^-—^^—dv'':=sdx'-htdy\ 

*         '   dy  dx'dy         ^      dy'^     ay^.ax^iay, 

on  trouvera 

^^'— /  dx'-pqdy+{i  —  i'){rdx'+sdy)^o (c).^ 

^dy—qUy—pqdx'Jf  (  î  — î')  {sdx'+  tdy)  =  o {d). 

Les  équations  (tf)  et  (^)  donnant  les  valeurs  4e  x  —  :r'  et 
de  y^r^y^  lorsque  celle  de  ^«— ^'sera  connue ,  il  faut  pour  que 
la  question  proposée  ait  une  solution  ,  quç  les  deux  équations  (c) 
f  t  (  ^  )  s'accordent  dans  la  détermination  de  cette  dernière  quantité^ 
Le  résultat  qu'on  obtiendra  en  éliminant  ;( — ^'^  ne  renfermera  plus 

dy 

que  la  seule  quantité  --7-7- ,  qui  ne  soit  pas  donnée  par  la  nature 

ç^x 
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de  la  question 9  et  dont  il  particularisera. la  valeur:  cette  quantité 
fait  connohre  la  direction  de  la  droite  M!N'  qui  joint  les  projections 
•des  deux  points  consécutifs  que  Ton  considère ,  ou  ^  ce  qui  est  la  même 
chose  9  la  limite  de  la  quantité  m,  (  n"*.  précédent  )  ;  il  suit  donc  de  là  y 
que  pour  trouver  deux  normales  qui  se  coupent ,  ou  qui  soient 
dans  uq  même  plan ,  on  ne  peut  passer  indbtinctement  d^un  point 
à  un  autre  sur  la  surface  proposée. 

Si  on  chasse  d^abord —j^  des  équations  (c)  et  (i),- on  aura 

dx 

pour   déterminer  ^ — :['   une   équation  qui  en  changeant  ^  en  7, 

rentrera  dans  l'équation   (7)  (  n*.  317  );    et  lorsqu'on   élimi- 

dy' 
nera  { — {'  des  mêmeséquations ^  le  résultat  qui  fera  connoître     ^- 

dx 

sera  le  même  que  l'équation  (  8  )  qui  contient  les  valeurs  de  m  : 

le  plus  grand ,  le  plus  petit  cercle  osculateur ,   auront   donc   leur 

centre  à  l'intersection  de  deux  normales   consécutives ,   caractère 

qui  les  distingue  d'une  manière  bien  remarquable  de  tous  les  autres 

*  •  •  •  * 

cercles  osculateurs,  et  qUi  fournit^  comme  On  voit ,  un  moyen 
facile  pour  les  déterminer. 

Je  ferai  remarquer  qu'on  peut  obtenir  sous  une  forme  très -simple 

dy' 
l'équatipn  d'où  dépend  --—r  >  ™  mettant  dans  les  équations  (  <^  )  et  (  </) 

dx 
d^  l^OWT  pdx' ■\' qdy\  dp  pour  rdx'-^-sdyy  dq  pour  sdx''\'tdy'i  car 

après  avoir  éliminé  [ — {;',  on  trouvera  alors 

dp  (4r'+  i^O—^  {dx'+pd()  =  0... (c). 

dy' 
La   valeur   de    —--7- ,  étant  donnée  en  fonction  de  x\  y'  et  /, 

dx 

change  pour  chaque  point  de  la  surface  proposée  ;  la  position  du 
point  M  détermine  la  direction  dans,  laquelle  on  doit,  passer  au 
second  point  JV;  de  la  position  de  ce  dernier  résulte  une  nou- 
velle direction  sur  laquelle  se  trouve  le  troisième ,  et  ainsi  de 
proche  en  proche.  Chaque  polnt.de  la  surface  proposée  tient  donc 
ainsi  à  une  suite  de  points  liés  ensemble  par  la  condition  que  leurs 
normales  se  coupent  deux  à  deux   consécutivement.    Ct^  points 
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forment  une  coàrbe  sur  la  surface  proposée*,  et  leurs  projections  en 
produisent ,  sur  ie  plan  des  *■  et  y ,  une  autre  dont  MN'  repré- 
sente un  petit  côté ,  et  dont,  par  conséquent  la  tangente  a  pour 

équation  y— y'—  -pr  (  ^  —  «^^ ) • 

dy' 
Ce  que  nous  venons  de  dire  po^r  une  valeur  de  ■      ^  doit  être 

appliqué  en  particulier  à  chacune  des  deux  valeurs  que  cette  quantité 
doit  avoir  ;  on  voit  par  là  que  le  point  ilf  se  trouve  sur  deux  courbes 
qui  se  coupent  à  aogLe  droit ,  et  dont  Tune  répond  aux  plus  grands 
rayons  de  courbure  et  l!autre  ^ux  plus  petits.  Ces  courbes  sont 
appellées  liffus  de  courbure»  . 

Dans  la  sphère-,  dont  toutes  les  normales  passent  par  le  centre; 
^es  lignes  de  co^rb^res  ne  sont  autre  chose  que  les  grands  cercles  , 
et  il  y  en  a  par  con^iéquent  jjn  nombre  infini  pour  chaque  polnL 
jCette  circonstance  se  reconnoît^olt  par  la  théorie  précédente;  car 
en  mettant  .au  lieu  de/,  ?#^9^^tr^  leur  valeur  dans  Péquatiôn  {A , 
^Ue  deviendrpit  identique  yidépei^da^nmçnt  d'aucun  rapport  entre 
dx'  et  dy. 

JLorsqu'on  aura  détermiçé  les  coordonnées  a,  i3,  y^  des  centres 
du  plus  grand  ou  du  plus  petit  cercle  osculateur  (  n%  315  ),  ou, 
ce  qui  est  la  m$me  chose ,  les  coordonnées  jt  ,  y  et  ^  qui  téponr 
dent  à  Tintersection  de  deux  normales  consécutives,  si  on  ^li- 
mine  x!^  y*  et  ç',  eijtre  les  résultats  obtenus  et  T^quation  de  la  sur- 
face proposée,  on  aura  celle  de  la  surface  courbe  qui  est  le  lieu 
de  tous  les  centres  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure.  Cette 
dernière  surface  est  en  général  une  sujface  unique ,  dont  unje  nappp 
contient  les  centres  de  la  plus  grande  courbure ,  et  l'autre  ceux  de  la 
plus  petite;  cependant  quand  Téquation  (7),  qui  donne  la  valeur 
de  t'^— >,  se  décompose  en  deux  facteurs  rationels,  il  en  résulfe 
-deux  surfaces  distinctes. 

■ 

33Z.  Les  conditions  du  contact  de  deux  surfaces  peuvent  se  dé- 
duire de  la  coïncidence  de  leurs  points  consécutifs.  En  représentant 
par  :»/,  y\  i\  les  coordonnées  de  la  surface  proposée ,  et  par  x^y  9 1 
jpeîles  de  la  surface  touchante,* il  faut  d^abord  pour  que  la  seconde 

passe 
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passe  par  le  même  point  que  la  première ,  qu'en  faisant  x=.x\y=^y\ 
il  vienne  {  =  î'  :  ensuite ,  pour  qu  il  y  ait  un  contact  du  premier 
ordre  sur  toutes  les  sections  qu  on  peut  faire  par  le  même  point 
dans  Tune  et  dans  Taùtre  surface ,  il  faut  que  l'équation  ^{  =  ii{^9 
ou  Pdx'  ^  ddy'  =ipdx'  '\'  qdy\  soit  satbfaite  indépendamment 
de  dx'  et  dy\  ce  qui  exige  que  P  -— /^  =  o ,  Q— f  =  o ,  ainsi  qu'on 
la  déjà  VH  (n%  311  )•  En  comparant  les  différentielles  secondes , 
pour  obtenir  un»  contact  du  second  ordre ,  on  fera  </*t = d^(^  9  ou 

Rdx'^J^  xSdx'dy+  Tdy*=rdx'*^  isdx'ây'+idy*; 
lorsque  cette  équation  se  vérifiera  indépendamment  de  dx'  et  de  dy\ 
c'est«à-dire ,  lorsqu'on  aura  séparément  A--fr=ç:o,  *î — ^^po,  T — /=o, 
le  contact  sera  du  second  ordre  sur  toutes  les  lignes,  suivant 
lesquelles  des  plans  menés  par  le  point  que  l'on  considère  coupe- 
ront les  deux  surfaces  proposées^  Ces  résultats  sont  parfaitement 
d'accord  avec  ceux  du  n*".  311:  pour  peu  qu  on  réfléchisse  sur  l'esprit 
des  méthodes  qui  nous  y  ont  conduits  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  on  verra 
qu'elles  ne  diffèrent  point  quant  au  fond ,  et  que  la  seconde  a  sur 
la  première  l'avantage  de  pouvoir  s'énoncer  avec  plus  de  brièveté. 
On  pourroit  pousser  ces  considérations  aussi  loin  qu'on  voudroit 
sans  rencontrer  aucune  diificulté;  c'est  pourquoi  nous  ne  nous. y  ar- 
rêterons pas,  ^ 

333.  Puisquun  contact  complet  du  second  ordre  emporte  avec 
lui  six.  conditions  à  remplir^  il  s'ensuit  que  l'équation  de  la  surface 
touchante  doit  renfermer  un  pareil  nombre  de  constantes  arbitraires  , 
^t  que  par  conséquent  l'équation  la  plus  simple  qu'on  puisse  prendre 
pour  cette  surface  ^  ne  peut  être  que  de  la  forme 

lT=:zJ  +  xBx+  iCy  +  Dx^+  iExy  +  Fy\ 

Si  les  abscisses  x  et  y  étoient  situées  dans  le  plan  tangent  et 
que  l'axe  des  £  coïncidât  avec  la  normale ,  comme  on  auroit  alors 

/;  =  P  =  0,         f=Q  =  o, 

réquation  çi^dèssus  se  réduiroit  à  £=i>jc*+iJ?xy  +  -Fy*  ;  pre- 
nant pour  plans  des  x  et  ^  et  des  y  et^^  ceux  qui  contiennent  le 
plus  grand  et  le  plu$  petit  cerde^vOsculateuïj  on  auroi(  sz:=S=o^ 
d'où  F=o,^t  il  viendroit  pour  la  surface  touchante ^  cette  éqiuition  ' 
Valcul  di£ircntuL  P  p  p 


/ 
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très-sîmple  i=Dx^+Fy%  qui  appartieni:  aux  5ur£ice$  du  seconJ 
ordre  considérées  dans  le  n%  315:.  -         • 

II  est  évident  qu«  deux  surfaces  qui  ont  nn  contact  complet  du  se-^ 
cond  ordre  ont  à  ce  point  la  mêmecouf  bure  dans  tous  les  sens.  On  peut 
prouver  aussi  que  lorsque  deu»  surÊices  qui  passent  par  un  même 
point ,  ont  leurs  plus  grands  et  leurs  plus  petits  rayons  de  courbure 
respectivement  égaux  ,  elles  ont  entr*elles  un  contact  complet  du 
second  ordre;  en  effet,  en  les  rapportant  Tune  et  l'autre  au  plai* 
tangent  qui  leur  est  commun  et  aux  plans  de  leur  pîus  grand  et  de' 
kur  plus  petit  cercle  oscuîateur ,  leurs  équations  diffîrentielles  pre- 
mières  s'anéantissent  -et  leurs  équadons  différentielles  secondes  de- 
vîen(frottt      <Pi^rith'*+tdy%      J^i^^zR'dx^'+TJy. 

•      •  •  •  -         '       . 

Les  rafybns  de  courbure  a^  et  à^'  (1i^  329  ) ,  étant  les  mêmes  pour 
Tune  et  pour  l'antre,  on  en  tirera      r  =  R^        et  /=r. 

Il  suit  de  là  que  la  surface  engendrée  par  la  révolution  du  pîus 
grand  cercle  oscuîateur  iWiV  autour  de  la  droite  oH  menée  par  le 
centre  o  du  plus  petit  cercle  oslculateur ,  perpendiculairement  à  sôri 
plan ,  a  un  contact  complet  dU  second  ordre  avec  la  surface  proposée , 
et  qu'il  en  seroit  de  même  de  celle  que  produiroit  la  révolution  du 
plus  petit  cercle  oscillateur  Mn  autour  d^me  droite  menée  par  le 
centre  O  du  plus  grand  et  perpendiculairement  à  son  plan» 

334.  Pour  suivre  à  Tégard  des  surfaces  courbes  la  même  marche 
que  par  rapport  aux.  lignes  courbes,  occupons -nous  maintenant 
de  la  recherche  de  Téquation  d*une  surface  formée  par  les  inter- 
sections successives  d'une  infinité  d^autres  dVne  nature  donnée  , 
c*est  -  à  -  dire  ;  déduites  d'une  même  équation  générale ,  renfermant 
une  constante  arbitraire  m  à  laquelle  6n  donné  toutes  les  valeurs 
possibles.  Il  est  évident  que  deux  de  ces  surfaces  résultantes  de 
valeurs  dé  m  très-peu  difRrentés ,  seront  nécessairement  très-voi- 
sînes  rimé  de  l'autre  et  pourront  se  couper  suivant  une  ligne;  en 
imaginant  une  suite  ée  sarfeces  qui -se  succèdent  ainsi  de  proche  en 
proche  d'après  une  certaine  loi,  leurs  intersections  successives  en 
se  resserrant  de'plùy  ett^phis  détermineront  un  espacç  dont  la  sur- 
face que  nous  cherchons  sefa  la  ïimitc:  à'èsf  sous  cfe  nom*  que  nous 
la  désigneront  désormais;  •  " 
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Prenons  poiK  les  surfaces  ^lénératrîces  une  suite  de  plans ,  passant 

tous  par  le  mete  point  ;  leurs  équations  ne  pourront  être  f|ae  de  la 

forme  A{^x — *)  +B{y — iB)+C(^— >)=o,  et  la  position  par- 

A      B 
tîculière  de  chacun  d'eux  ne  dépendra  que  des  rapports  -77  ^t  —  que  ; 

pour  abréger ,  nous  représenterons  par  m  et  h.  Cela  posé ,  conce- 
vons que  ces  deux  quantités  soient  lijées  «ntr  jeUes ,  en  torte  qu'on 
ait/n=:f(n)9  la  camctéristîcfue  f  désignant  une  fonction  donnée^ 
inéquation  précédente  deviendra 

et  pour  passer  d-un  plan  à  celui  qui  le  suit  immédiateoient ,  il  faudra 
faire  varier  la  quantité  n  seule ,  puisque  les  coordonnées  x^  y  ^i  [^ 
étant  affectées  aux  points  de  la  droite  suivant  laquelle  se.  cpuperont 
les  deux  plans  proposés ,  sont  conununesà  Tun  et  à  Tautre*:  cette 
considération  donnera 

f'(«)(^— *)+(y— /3)  =  o...(i), 
en  faisant  di{n):={'  {n)  dn^  et  divisant  par  dn.  Il  est  d abord 
évident  que  quand  la  forme  de  la  foactiQn  f  (xi)  sera  connue ,  on 
éliminera  n  entre  cette  équation  et  la  précédente ,  et  il  en  résultera 
ceUs  de' la  surface  cherdhée  t  mais  )d  ^lu  remarquer  de  plus  que 
l'élimination  peut  encore  avoir  lieu  en  laissant  la  fonction  f  abso* 
lument  îndéCenmnée.  En  effet  ^  puisqu'on  peut  tirer  de  Téquatiôn  (2) 

f  (»)  ;:;5— ^   on  en  doit  conclure  que  la  quantité  n 


est  une  fonction  de  la  quantité ,  fonction  qu'on  désignera, [dans 

son  état  indéterminé,  par  la  caractéristique  4>  et  on  aura  /2=4r^^ \ 

Substituant  cette  expression  dans  Téquation  (  i  ) ,  il  viendra 

£n  doùnant  à  ce  résultat  la  fôrîne 


i  "i 


9 


L      \X — flt/J  X — et       \X — étJ         X — • 

^S  est  ûdlede  voir  qtte  le  premier  meffibre  est  une  fonction 

Ppp  % 
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de  "~—  ;  on  peut  donc  le  représenter  par  ^  f- ^  >  et  il  viendra 


==♦    (    )• 

jtr— a  V  ;»:— fit  / 

Telle  est  la  forme  de  l'équation  générale  des  surfaces  qui  sont 
les  limites  d'une  infinité  de  plans  passant  tous  par  le  point  dont  les 
coordonnées  sont  «t  9  iS  et  >  ^  et  se  succédant  d  ailleurs  suivant  une  loi 
quelconque.  Cette  génération  compremi  toutes  les  surfaces  coniques; 
car  les  intersections  des  plans  consécutifs  seront  des  droites  menées 
par  le  point  commun  à  ces  plans» 

Le  procédé  que  i*at  indiqué  dans  le  V,  J14,  pour  reconnoître 
une  surface  conique ,  conduit  au  même  résultat;  car  pour  trans- 
porter ,  comme  l'exige  ce  procédé ,  l'origine  au  point  dont  Fes 
j  coordonnées  sont  «  ,  i8 ,  T'  ,  il  ftnit  substituer  Jt'+*,  y+Àj  î^+y, 
au  lieu  de  jt,  j^,  ;[,  et  le  résultat  devenant  homogène  par  rapport 
à  x\y' et  :(y si  on  y  fait  [=zmx^  tXy^=znx\  il  se  réduira  à  une 
fonction  de  m  et  de  /f ,  et  pourra  être  représenté  par  f(//î,/2)=ro; 
mais^  cause  de  ^^=ar— *«,  y=y — f^^  î'==C"T">'>  ^^  ^"^ 


m 


= )  ftr=z  — «^  et  par  conséquent  t  [    ■    ■. ,  — ^-^  1  =^0» 

;ir— fit  X — fit  \x — fit    AT— fit/ 


7  ""^7'  y— jB  , 

Les  deux  quantités  «^ et  '^>^—  ,  étant  doiic  liées  par  une  même 

X «  Af— fit 

équation ,  on  en  peut  conclure  comme  ci-dessus ,  que  Tune  .est  uoe 
fonction  de  l'autre» 

Il  ne  paroît  pas  d'abord  qu'on  puisse  tirer  parti  de  l'équation 

^=»(— ) 

X fit  V  X fit  / 

pour  reconnoître  si  ime  équation  proposée  app9rtient  ou  non  à  un(s 
surface  conique  ;  mais  en  éliminant  la  fonction  indéterminée  ^  par 
le  procédé^  indiqué  n".  8j  ,  et  faisant  toujours,  pour  abréger 
^î=/'^.^+?<y,  on  trouvera         ^-^^=;i(^^^)+^(^_^). 

Ce  résultat  exprima  la  relation  qui  doit  exister  entre  l'ordonnée  { , 
ses  coefficiens  différentiels  et  les  abscissies  x  tt  y  ^  pour  toutes  les 
surfaces  coniques  ;  et  il  servira  à  reconnoître  l'équation  d  une  sucv 
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£ice  de  cette  famlU^  comme  Téquation  obtenue  dans  le  n"".  cité^ 
sert  à  reconnôître  les  fonctions  de  ax-^^by^ 

La  fonction  inconnue  ou  arbitraire  ^  se  détermine  par  les  condi-» 
tions  qui  particularisent  la  surface  proposée  \  Tune  des  plus  simples 
consiste  â  supposer  que  cette  surface  doit  passer  par  une  courbe 
donnée.  Soient  F  (;i;,jr,,  ç)  =0,  et  f(x,^,ç)=o,  les  équa-* 
tions  de  deux  surfaces  qui  contiennent  la  courbe  dont  il  s'agit  ;  il 
faudra  que  dans  chaque  point  de  cette  courbe  >  les  trois  équations 
suivantes  ; 

ayent  lieu  à  la  fois. 
Faisons ^^^^ =/•  il  viendra  î: =«(./>;   concevons'  ensuite 

<)u'pn  ait  éliminé  x  ^  y  et  i^  entre  ces  deux  dernières^équations  et  les 
équations  F(Ar,j;',î)=o,  f(^,j<,ç)=o,il  restera  nécessai- 
rement itne  équation  entre  /  et  ^  (/J^  que  nous  représenterons 
par /[>,  ♦(^)]  =  o;  remettant  pour  ^ et  ^  (^ )  les  quantités  qu'ils 
expriment  ^  nous  aurons  l'cquation  de  la  suriàce  conique  cherchée. 

On  peut  encore  se  proposer  de  déterminer  le  cône  circonscrit  à 
une  surface  donnée.  Dans  ce  cas  ^  il  faut  chercher  4'abord  les  équa- 
tions de  là  courbe  suivant  laquelle  le  cône  doit  toucher  cette 
surface  ;  *  et  il  est  facile  de  voir  que  cela  revient  à  trouver  le  lieu 
des  points  oà  elle  est  touchée  par  une  suite  de  plans  menés' 
pai^  le  sommet  du  cône ,  question  que  nous  avons  déjà  résolue 
(n^  3 11)  pour   les   surfaces   comprises   dans   Téquation 

ax*  +  by^+ci^=l', 
pÉc  un  procédé  qui  s'étend  à  tine  surface  quelconque.  U  ne  s'agît 
en  effet  que  de  combiner  lavec  l'équation  de  la  surface  donnée^ 
ceHe  du  plan  tangent  mise  sous  la  forme  ;f— 7==;^(  jc — «)+f  (j^ — li)  ; 
ayant  alors  les  équations  de  deux  sntfaces  qui  contiennent  là 
courbe  par  laquelle  doit  passer  le  cône  cherché  ,  on  se  dé- 
barrassera de  la  fonction  arbitraire  comme  précédemment.  D^nS 
l'exemple  cité  y  la  courbe  qui  est  le  lieu  de  tous  les  contacts ,  est 
représentée  par  les  équations 

ax^+ty+ci^^l",         '  aax  +  ifiy  +  ci.z—^. 


X 
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Combinant    cette   dernière    avec      ■  ■■=/  cj  . =^(r)j  oft 

réduira  la  première  à  ne  contenir  que  ^  et  ^  (  r) ,  et  si  on  remet 
ensuite  pour  ces  quantités  ^  leur  valeur ,  il  en  résultera  TéquatioA 
du  cône  demander 

Il  est  &  propos  de  remarquer  qu^on  a  dans  ce  qui  précède,  les 
moyens  de  résoudre  analytiquement  les  Problêmes  prindpaux  de 
la  perspective  et  de  la  théorie  des  ombres  (  E.pagc  109  et  114). 

335*  Les  surfaces  cylindriques  peuvent  être  regardées  comme 
produites  par  les  intersections  successives  d'une  suite  de  plans  menés 
suivant  une  certaine  loi ,  perpendiculairement  à  un  plan  donné» 
Soit  tfx+  by  +  c  [=iO^  l'équation  de  ce  dernier  plan,  et 
>#Ar+-ffj^  +  Cî  +  jP  =  o,  celle  de  Tun  quelconque  dçs  pre»- 
miers ,  on   aura  d'abord 

Ja+Bi+  Cc=;=o  (  n*.  304  )  et  faisant  --7  =zm,r—=i  n^*û  viendra 
yiac — }  mettant  ensuite  l'équation  jtx+By-i-  Cj+Z>=o,' 

0OUS  la  forme  -y^  x+    —     +{+—  =  o,aen  résultera 

bD 

m(t  X'^-ay^  +  hi — cy'\ —  =  0: 

la  po$itloa  du  plan  représenté  par  cette  équation^  nç  dépend 
plus  que  des  deux  quantités  m  et  — 77-.1 

En  supposant  que  la  seconde  soit  uoe  fonction  de  la  première; 

BOUS  aurons  m  (  Aa:— ^j^)  +  i{---cjK+ f  (/»)=p.. (i) 

Passant  ensuite  au  plan  consécutif ,  en  différentiant  par  rapport 
Â  m  seule,  nous  obtiendrons  tx^^ay  +  £'  (^m)z=;o..^,..  (i)^ 
quand  la  forme  de  la  fonction,  f  sera  dontiée ,  oa  éliminera  m 
entre  ces  deux  équations  ;  mais  en  raisonnant  comme  dans  le 
o^.   précédent,  on    trouvera   ;w  =  4(Ajrr-^ay),  tfoU  . 

(tx-^ay)^  (bx^ay)  +  (l-^  {tx^ay)'\+.h  i^dy::=zo  ; 
et  on  conclura  de  là  que  l'équation  générale  des  surfaces  cylin* 
j^iqueSi  serg  de  I9  forme  l^i^^cy^s^f^bx^^ay).   Efiminant  la 


r 
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^Dnction  arbitraire  ^ ,  il  viendra  ap  +  *y— ^c  =  o.  On  détermineroit 
(a  fonction  arbitraire  ^  comme  pour  les  surfaces  coniques* 

336;  Concevons  une  suite  de  sphères  ayant  leur  centre  sur  unt 
même  ligne  droite ,  chacune  d'elles  coupera  celle  qui  lui  est 
consécutive  dans  un  cercle ,  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  à 
la  ligne  qui  joint  tous  les  centres  ;  1  assemblage  des  intersections 
de  ces  sphères  prises  deux  à  deu^  consécutivement ,  formera  donc 
ifine  surface  qui  étant  coupée  par  un  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  proposée ,  donnera  toujours  un-  cercle  ^  et  sera  par  consé* 
quenf  produite  par  la  révolution  d'une  certaine  courbe  autour  de 
cette  droite. 

Pour  exprimer  amaîytîquement  cette  génération,  nous  repré- 
senterons par  ji?'=tf;f'+ fit,  y=^î'+j3,  les  équations  de  Taxe  de 
rotation  ;  celle  des  sphères  dont  le  centre  se  trouve  sur  cet  axe , 

sera  (x— :«:')'+  (y— /)'+  Cî-^î')*='**>  ^^  P^^*'  la  particu- 
lariser ,  il  suffira  de  connoître  une  des  coordonnées  de  son  centre. 
Faisons  i'=m,  il  viendra  en  vertu  des  équations  de  Taxe  de 
révolution  x^::=:am  +  fit ,  y=  5/72  +  j8  ;  substituant  c'es  valeurs  dans 
l'équation   de  la   sphère,  il  sera  facile  de  lui  donner  la  forme 

Posant  ensuite  que  la  grandeur  du  ray6n  de  chaque  sphère  dépende  delà- 
position  de  son  centre ,  On  pourra  supposer  a*/»*  +  5"/72*-^;2*=  f  Cm), 
moyennant  quoi,  Téquation  ci -dessus  se  changera  en 
{x—ity+  {y—^y+i'^  +  im[(^x—c,)a  +  (j^—fi)b+(\+f(m)=zo{iy^ 

En  passant  à  la  sphère  consécutive ,  on  aura  ^ 

^[{x—a.)a+ (y  — fi)b+l]  +  f{m)=:0... (2J 

Si  la  fonction  f  (/w)  n*est  pas  déterminée,  on  tirera  de  cette  der- 
nière équation,  m=-A  [  (^— *)  ^+(y-— jS)  *+î],et  en  substituant 
cette  expression  dans  Téqua^îon  (  1  ) ,  il  viendra 

Si  l'axe  de  rotation  passoit  par  l'origine  des  ^coordonnées  ,  on 
auroit  ce  =  o,  i8  =  o,  et  Téquation  ci -dessus  se  réduiroit  à 

enfin ,  si  cet  axe  coïncidoit  avec  celui  des  i\  en  auroit  de  plus 
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iï=o,>=o,  et  il  viendrolt  ^*+J^*+{*  =  ^(ç)  9  ou  î=wr(;<;'4->*)» 
En  éliminant  la  fonction  arbitraire  de  Téquation  générale  ^  on 
obtiendra  (x-^*)  (*+^)— (j<— p/S)  (4+/^)+{(*/^-p^tff  )=:o  , 
iéquation  de  condition ,  au  moyen  de>  laquelle  on  reconnoîcra  qu'une 
surface  proposée  »  est  de  révolution  ou  non  3  et  quelle  est ,  dans 
le  premier  cas  »  la  position  de  son  axe  :  menant  ensuite  un  pUn 
quelconque  par  cette  droite  ^  on  aura  la  courbe  génératrice. 

Dans  les  trois  familles  de  surfaces  dont  nous  venons  de  déterminer 
les  équations  générales ,  Télimination  de  la  quantité  m  a  pu  se  faire  ,' 
il  n'en  sera  pas  de  m^e  dans  la  question  suivante  qui  renferme  les 
particularités  les  plus  importantes  de  la  Théorie  que  nous  exposons 
maintenant  ^  et  dont  les  résultais  jetteront  le  plus  jgrand  jour  sur  une  des 
principales  branches  du  Calcul  intégral. 

337.  Soit  proposé  de  trouver  Téquation  générale  des  surfaces 
courbes  formées  par  les  intersections  successives  d'une  suite  de  sphères 
décrites  du  même  rayon ,  et  dont  tous  les  centres  sont  situés  d^ns 
le  plan  des  a:  tt  y ,  s^r  uqe  courbe  donnée.  Ces  surfaces  sont  ^n 
/cas  particulier  des^  surfaces  anoullaires  (  E  n%  98  )  que  nous  con- 
sidérerons plus  bas  dans  tout^e  leur  étendue.  Çn  nommant  x'  et  y'  les 
coordonnées  de  U  courbe  donnée  et  a  le  rayon  de  toutes  les  sphères , 

réquation  générale  de  ces  surfaces  sera  (x — ^')*+  (j'— :yO*+^*=.^*- 
^i  on  considère  en  particulier  celle  pour  laquelle  on  a  A:'=m^y=;z  ^ 
et  qu'on  représente  par  n^i^m) ,  la  relation  qui  doit  exister  entre  m 
ttTij  en  vertu  4^  l'équation  de  la  courbe,  des  centres^  qn  jïura  pour 
Vne  sphère  et  sa  consécutive 

X  —  m  '\'\^y — ^(/w)]^'(;H)  =  o..*»(ir) 
l^'équatign  (1)  contenant  la  quantité  m  engagée  dans  diverses 
fonctions  et  combinée  avec  les  variables  x  et  y  ^  ne  peut  plus  donner 
immédiatement  cette  quantité  c;DmQ3e  dans  les  exemples  précédens^ 
Tout  ce  qu'on  peut  obtenir,  tant  que  la  forme  de  la  fonction  f  sera 
indéterminée  »  c'est  une  équation  eqtre  les  variables  x^y  et  ;[  et  les 
coefficied^  différentiels  p  et  q.  Pour  y  parvenir  ^  on  difFérentiera  I9 
première  équation  par  rapport  i  x  et  par  rapport  à  y  successivement; 
jet  en  reg^rdapt  m  comme  constante;  car  il  est  aisé  deyoîr  q^'ça 

vertu 
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Tertu  àft  l'équation  (1)^  tous  les  termes  résultans  de  la  variation  àtm^ 
soit  par  rapport  à  x^  soit  par  rapport  ^  y,  seront  nuls.  D*apr^s 
cette  observation ,  on  trouvera 

Mettant  dans  l'équation  (i)  pour  x — m  et  y — ^(/«),  les  va- 
leurs que  donnent  ces  dernières  équations  »  il  viendra 

ce  qui  montre  que  dans  toutes  les  surfaces  cherchées  la  longueur'de  Uf 
normale  prise  à  l'égard  du  plan  des  x  tt  y  est  constante  (  n*".  3 13  ).; 
résultat  qu'on  pouvoit  prévoir  d'ailleurs  d'après  leur  génération. 
En  eflfet  j  pn  verra  bientôt  y  avec  un  peu  d'attention ,  que  l'une  quel- 
conque de  ces  surfaces  peut  être  envisagée  comme  composée  d'une 
infinité  de  zones  infiniment  étroites ,  prises  sur  chacune  des  sphères 
qui  concourent  à  sa  formation;  zôoes  qui  sont  déterminées  sur  cette 
sphère  ^ar  ses  intersections  avec  celle  qui  la  précède  et  celle  qui  la 
suit  ;  chacune  de  ces  zones  jouissant  de  la  propriété  de  la  sphère  ' 
leur  limite ,  ou  la  surface  cherchée ,  en  jouira  par  conséquent  aussi. 
Le  problême  actuel  est  parfaitement  analogue  à  celui  oîi  il  s'agit 
<de  déterminer  une  courbe  qui  touche  tous  les  cercles  décrits  d'un 
même  rayon  sur  les  différens  points  d'une  courbe  donnée  (  n*«  190  )• 
Les  zones  que  nous  venons  de  faite  remarquer  ici  sont  remplacées 
dans  farticle  cité  par  les  petits  arcs  compris  sur  chaque  cercle  entre 
ses  intersections  avec  celui  qui  le  précède  et  avec  celui  qui  le  suit; 
la  courbe  cherchée  ne  touche  le  cercle  que  dans  un  point  ;  mais 
la  surface  a  sur  chaque  sphère  un  contact  dans  toute  la  circonférence 
d'un  cercle;  En  effet ,  tant  que  la  quantité  m  sera  regardée  comme 
constante  ^  les  coefficiens  difierentiels  p  ^q  auront  la  même  i^leur 
pour  la  sphère  représentée  par  l'équation  (i)  que  pour  la  surface 
cherchée  ;  mais  l'équation  (1) ,  qui  exprime  cette  condition  5  peut 
être  considérée  comme  celle  d'un  plan  élevé  par  le  centre  de  la  sphère 
perpendiculairement  à  celui  des  jc  et  y  ;  et  sa  combinaison  avec 
l'équation  (t)  donnera  le  grand  cercle  dont  la  circonférence  con- 
tient tous  les  points  de  contact  (*). 

{*)  Le  plan  de  ce  ceicle  passe  par  la  normale  à  la  courbe  donnée  et  il  est  repré- 
senté en  G'PH'^  dans  la  figure  53  des  Essais  de  Géométrie. 

Calcul  differtntitL  Q?? 
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^  hts  exemples  des  articles  précédens  sont  susceptibles  des  mènies 
remarc[iies9  et  !a  surface  limite  touchera  chacune  des  surfiaces 
génératrices  suivant  la  ligne  exprimée  par  Tentemble  des  équations 
que  nous  avons  désignées  par  (1)  et  (i).  Le  cône  et  le  cylindre 
toucheront  leurs  plans  générateurs  dans  toute  Vétendue  d'une 
ligne  droite  ;  la  surface  de  révolution  touchera  ses  sphères  géné« 
ratrices  suivant  un  cerclé. 

338.  Soit  en  général  f^  =  o ,  une  équation  entre  Af,  y,  {et une 
>c6nstante  arbitraire  m  ;  en  passant  de  Tune  des  surfaces  que  repré- 
sente cette  équation,. à  celle  qui  Uû  est  consécutive,   on   aura 

pour  les  points  communs  à  toutes  deux  ^  -^ —  =o.  Le  résultat 

dm 

de  l'élimination  de  m  entre  cette  équation  et  la  précédente,  ap-' 

partiendra  à  la  surface  formée  par  les  intersections  successives  des^ 

surfaces  comprises   dans  l'équation  f^  r=  o.    Lorsqu'on    donnerai 

à  m  une  valeur   particulière,    le    système  des  deux  équations 

dV  .  ... 

>^=o  et  -r — ==0,  exprimera  la  ligne  suivant  laquelle  la  surface 

•  0/71 

génératrice ,  qui  répond  à  cette  valeur ,  est  touchée  par  la  surface 
limite. 

Cette  dé'nière  proposition  peut  se  prouver  analy  tiquement ,  sans 
recourir  à  la  considération  des  intersections  Successives  des  surfaces 
génératrices  ;  car  si  on  différentie  l'équation  ^  =  o ,  par  rapport 
à  a:  et  i  y ,  en  n'y  regardant  plus  m  comme  une  constante , 
mais  comme  une  fonction  de  ces  variables ,  on  trouvera 

dV         dV     dm  dV 

.  -J-  .   J^  i;  =  o    ' 

dx  dm       dx    '        d[ 

^dV  dV      dm  dV     _ 

dy  dm       dy^  d:^  * 

équations  qui ,  lorsqu'on  aura  — —  2=  o ,  se  réduiront  à 

dm 

dV  dV  dV         dV 


+  —i—P  —  Of  —j —  + 


dx      '      di    "^  '  dy      '      di    "^  ' 

il  suit  de  là  que  ces  dernières  seront  satisfaites  par  l'équation 

dF 
résultante  de  1  élimination  de  m  entre  /^ = o ,  et-r —  =  o  ,    poui; 


dm 
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toutes  les  valeurs  de  x  tt  àt  y  qui  auront  entr'elles  la  relatioa 
étabKe  par  Téquatlon  --- —  =  o  ;  la  surface  exprimée  par  la  pre- 
mière  y  touchera  donc  celles  que  représente  ^=0,  sur  toute  la 

ligne  donnée  par  le  système  ^  =  0  et  ----  =0  (  n*.  331  ). 

3)9.  Les  coiurbes  suivant  lesquelles  se  coupent  deux  génératrices 
consécutives  ^  ont  été  nommées  par  Monge ,  Us  caractinsnquts  de 
la  surface  limite ,  parce  qu'en  effet,  elles  impriment  à  la  sur- 
face un  caractère  indépendant  des  conditions  particulières  aux- 
quelles elle  peut  être  assujettie  :  quelle  que  soit  la  courbe  d^  centres 
dans  l'exemple  du  n*",  337,  les  caractéristiques  n'en  seront  pas 
moins  des  cercles. 

Chacune  des  surfaces  génératrices  contient  deux  caractéristiques 
qui  pourront  en  général  se  couper  :  leur  point  de  rencontre  se 
trouvera  en  même  tems  sur  trois  surfaces  génératrices  consécutives  , 
ensorte  que  sts  coordonnées  demeureront  constantes ,  quoique  la 

quantité  m  ait  varié  deux  fois  ;  on  aura  donc  en  même  tems  pour 

dV  d^V 

ce  pqiût  f'rs o ,  — j —  =  0,  --—-=0.  Lorsqu'on  donnera  à  /» 

dm  dm 

une  valeur  particulière  ^  ces  équations  détermineront  les  trois  coor- 
données du  point  de  rencontre  des  deux  caractéristiques  situées 
sur  la  surface  génératrice  qui  répond  à  cette  valeur  ;  mais  si  on 
élimine  /r  ,  il  ne  restefa  que  deux  équatioiis ,  qui  appartiendront  à  la 
courbe  formée  par  l'ensemble  des  points  de  rencontre  des  carac- 
téristiques prises  deux  à  deux  consécutivement.  Cette  courbe  ayant 
un  de  ses  petits  côtés  sur  chacune  des  caractéristiques ,  les  touchera 
toutes  y  et  sera  à  leur  égard  y  ce  qu'est  la  surface  limite  par  rap- 
port aux  surfaces  génératrices^ 

Dans  l'exemple  du  n%  337^  on  aura  pour  la  courbe  dont  oii^ 
vient  de  parler ,  les  trois  équations  suivantes 

en  faisant  -^.^    -  =  (p\ m\ 

dm  . 

Qqq  » 
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340.  Chacun  des  cas  particuliers  des  surfaces  limités  ne  touche 
que  la   suite  des   surfaces  génératrices  qui  correspondent  à  une 
même  forme  de  la  fonction  ^  dans  l'équation  A'  =  o  ;  les  diverses 
formes  que  cette  fonction  peut  prendre ,  donnent  Heu  à  une  suite 
de   surfaces   limites   qui   peuvent  être  touchées   quelquefois  par 
une  surface    unique  ,  laquelle   touche  patr  conséquent  toutes  les 
surfaces   particulières   qu'on  déduiroit  de  Téquation    V^szo^  en 
en  donnant  à  /n  et  à  la  fonction  ^  toutes  les  valeurs  et  toute» 
les  formes  possibles.    C'est  la  relation  établie  entre  m  et   f  (  /tz  ) 
qui  particularise  la  loi  d'après  laquelle  les  surfaces  génératrices  se 
succèdent  les  unes  aux  autres ,  et  puisque  pour  passer  de  l'une  d'elles  à 
sa  consécutive ,  on  a  fait  varier  m^  il  est  évident  que  pour  passer 
de   Tune   des  surfaces   limites  à   sa    consécutive  ^  il  faudra  faire 
varier  ^(^m)  indépendamment  de  m  ;   car  c'est  là  le  seul  moyen 
d'exprimer  que  la  fonction  y  a  changé.  On  aura  donc ,  en  repré- 

dV 

sentant  par  n  la  quantité   ^{^m)  ^  — -  =  o ,  pour  tous  les  points 

du 

de  l'intersection  de  deux  siufaces  limites  consécutives;  il  faudra 

.'  •  dV 

joindre   cette    équation   avec   /^=  o   et    -; —  =  o  •  et  en  ob- 

dm 

servant  que  cette  dernière  dans  laquelle  on  a  fait  varier  y  (  ^  )  9 

en  même  tems  que  m^  peut  être  mise  sous  la  forme 

dV  dV      dn    _ 

dm  dît  *     dm 

on  voit  qu'il  en  résultera  les  trois  équations 

dm  du 

qui  serviront  à  éliipiner  m  et  n. 

Les  considérations  purement  analytiques  auroient  conduit  au 
même  résultat:  car,  en  différentiant  l'équation  f^=o  par  rapport 
à  /Tï  et  à  72 ,  on  trouve 

dV  dV    dm  dF     dn  d  V 

dn  dm     dx  dn      dx  di^^ 

dV  dV     dm  dV     dn  dV 

4 4-  ■     ■        4-   i^r=0« 

d:f-         dm     dy    ^    dn     dy    ^    d^    ^  " 
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A.         dv  dv  .  ,       , 

taisant  — —  =  o ,  -- —  =  o  ,    et    raisonnant  comme   dans   le 
dm  ^   dn  ^ 

n*.   jj8  ,   ort  s'assurera   que   la  surface  représentée   par  l'équa- 
tion résultante   de   rélimination  de  m  et  de  «,  entre  les  équa- 

nons  K=:  o ,  ~ —  =  o ,  —• —  =0,  doit  toucher  chacune  de  celles 

dm  dn 

que  donne  l'équation  f^±=o,  quand  m  et /z  sont  indépendantes. 

En   faisant  9(;»)  =/2  dans  l'exemple  du  n".  337,  on  trouve 

dV  dV 

*-j —  =j;-^;5«^  _- — =^ — n  et  par  conséquent  772  =  ^,  »=>'; 
am  dn 

substituant  dans  l'équation  V=o^  ou  (^— /»)*+(>'— ^)*+î*=^% 
il  vient  ;{;==brf.     • 

Cette  équation  donne  deux  plans  parallèles  à  celui  des  x  tt  y  ;- 
et  qui  en  sont  éloignés  de  la  quantité  a^  Tun  au-dessus,  l'autre 
au-dessous.  Cette  solution  pouvoit  se  prévoir  facilement,  car  il 
est  visible  que  toutes  les  sphères  qui  ont  leur  centre  sur  le  plan 
des  X  et  ^ ,  et  qui  sont  du  même  rayon  >  seront  touchées  par  deux 
plans  parallèles  à  celui-là* 

341.  Il  reste  à  déterminer  la  fonction^,  pour  que  la  surface 
limite  satisfasse .  à  quelque  condition  particulière  :  nous  suppose- 
rons d'abord  que  toutes  les  surfaces  génératrices  doivent  toucher 
une  même  surface  donnée ,  dont  l'équation  soit  représentée  par 
^(^>>'>î)=Q>  c^  dans  laquelle  les  coefficiens  différentiels  de 
l'ordonnée  [  soient  désignés  par  P  et  Q.  Au  point  de  contact 
de  cette  dernière ,  avec  l'une  quelconque  des  surfaces  généra- > 
triceS)  les  équations '  ^  =  o ,  F(^,^,  ;f)  =  o,  i^— />,  Q=f>  x 
auront  lieu  en  même  tems;  on  en  pourra  donc  chasser  les  coor- 
données JT  9  ^  et  { 9  et  il  restera  une  équation  entre  /t».  et  ^  (  /n  }  ^ 
qui  fera  connoître  la  composition  de  la  fonction  p. 
>  Nous,  conslidérerons  encore  k  caâ  où  la  surface  engendrée  serolt 
assujettie  à  passer  par  une  courbe  donnée.  Soient  F(;c,j^,{)=Oy 
fgC^f^f  f)=Q/le$  symboles  des  équations  de  cette  courbe.; 
il  est  évident  qu'elW  sera  touchée  à  la  fois  par  les  plans  tangens  de 
chacune  des  surfaces  que  représentent  les  équations  ci*dessus ,  et  que 
par  conséqueiit  l'intersection  de  ces  plans  sera  sa  tangente  (  £  a%  109); 
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mais  si  dans  toute  son  étendue  elle  touche  la  surface  limite  y  ell^ 
touchera  nécessairement  chacune  des  génératrices  5  et  par  consé-r 
quent  ses  tangentes  seront  aussi  dans  les  plan$  tangens  de  ces 
dernières  surfaces. 

Pour  exprimer  analytiquement  ces  conditions ,  nommons  P  et  Q  ; 
les  coefficiens  différentiels  de  la  première  surface ,  P,  et  Q^ ,  ceux 
de- la  secondç  ;  les  équations  de  leurs  plans  tangens  seront 

et  les  projections  de  la  droite  qui  en  est  Tintersectioii ,  auront 
pour  équations 

PQ-P.Q.  ^    ^  P(l-P^Q, 

Pour  que  cette  droite  se  trouve  dans  le  plan  tangent  de  la  surface 
génératrice ,  plan  dont  Téquation est  [^^î=^p{x — x)  +  q{y'---y') , 
il  faudra  ^  qu'en  mettant  au  lieu  de  x — x'  et  de  y — y  les  valeurs 
précédentes,  le  résultat  sbit  identique;  on  aura  donc 

cette  équation  réunie  avec  les  suivantes 

donnera  par  rélimination  des  coordonnées  x\y\:^  la  relation  qui 
doit  avoir  lieu  entre  m  tl  ^{m\ 

341.  Nous  allons  90US  occuper  aiainteâant  des  surfaces  d^k)p« 
pables.  Ces  surfaces  dont  }a  nature  et  les  propriétés  ont  éti  expo- 
sées par  des  considérations  géométriques  dans  le  n"".  96  des  Essms 
4e  Giomitric ,  peuvent  être  regardées  tomme  engendrées  par  les  inter- 
sections consécutives  d'une  suite  de  plans ,  menés  d'apiès  une  loi 
quelconque.  Comme  l'équation  d^un  plan  renferme  trois  constante^ 
arbitraires ,  il  faut  que  cette  loi  soit  telle  que  deux  de  ces  cons- 
tantes soient  déterminées  en  fonction  de  la  troisième  ^  pour  qu'après 
lin  plan  quelconque  on  n'en  puisse  trouver  qu'un  nombre  dÀermïhé 
de  consécutifs:  prenant  [=^J x-^ By  -{-m^  païur  Péqiiatîon  des 
plans  proposés  y  et  faisait  ^=^(  ^)  »  B='^{m)j  les  caractéristi- 
ques 9  et  «j^  désignant  deux  fonctions  quelconques ,  l'équation  g6- 
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fiérale  des  surfaces  développables  setâ,  le  résultat  de  réliimnation 
de  m  entre  les  deux  suivantes  : 

—  I  =>r ^'(m)  +  j^4'(^)»  •••(*)• 
On  peut  faire  disparoître  les  fonctions  arbitraires  ^  et  4  P^^  1^ 
différetitiation  }  car    en   diffiérentiant  d'abord  Téquation  (  i  ) ,  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  y  successivement ,  et  en  regardant  m 
comme  constante ,  en  vertu  de  Téquation  (1) ,  on  trouvera 

et  puisque  ces  résultats  nous  font  voir  que^  les  coefficiens  diffé* 
sentiels  p  ttq  sont  des  fonctions  de  la  mômç  quantité ,  nous  devops 
en  conclure  que  p  est  une  fojâction  àt  q  ^  et  vice  versa  :  nous  p9«^ 
serons  donc/»  =  ^(f  );  di/Férentiant  cette  équation  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  ^^  en  faisant  comme  dans  le  n*.  331 

dp'=ir  dx'\-  sdy  y  d^:=^sdx  -^  tdy^ 

on  trouvera  r=iîr'(f),^=/w'(^)et  éliminant  ^'(?),  il  viendra 

ri — 5*=i=o* 
C'est  cette  équation  qui  exprime  le  jcaractère  des  surfaces  dévelopr 
pables  indépendamment  de  la  fornie  des  fonctions  ^  et  4«  Si  nous 
faisons  rt — 5""  ou  ^=0,  dans  les  expressions  du  rayon  de  cour- 
bure données  n^.  3 17  *  l'une  d'elles  devient  infinie  ;  les  surfaces  dé« 
veloppables  ont  donc  une  de  leurs  courbures  nulle«  Le  rayon  de 
l'autre  courbure  se  détermine  en  prenant  la  valeur  àti — {'  dan» 
l'équation  du  premier  degré  à  laquelle  se  réduit  l'équation  (  7  )  ^ 
lorsque  rr— 5*=:o, 

Les  surfaces  développables  sont  touchées  par  leur  plan  tangent 
dans  toute  l'étendue  de  la  ligile  droite ,  qui  est  leur  Caractéristique 
et  que  représente  l'ensemble  des  équations  (i)  et  (z).  Le  système 
des  trois  équations  ;j — m=jt^  (''ï)+y4  (^) 

—  I  =x^'(/tt) +j^4'(/«) 

'exprimera  (  n**.  339  )  la  courbe  produite  par  les  intersections  succes- 
sives des  caractéristiques  9  ou  V arrête  de  rcbroussement  (  £  n*.  97  ). 
Nous  donnerons  les  équations  de  la  surface  développable  considérée 
comme  l'assemblage  des  tangentes  de  cette  courbe ,  lorsque  nous 


/ 
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parlerons  des  courbes  à  double  courbuïe  ;  nous  allons ,  pour  le 
moment ,  nous  occuper  de  la  détermination  des  fonctions  arbitraires 
que  contiennent  les  équations  (i)  et  (i). 

L'une  des  conditions  les  plus  simples  consiste  à  supposer  que  la 
surface  développable  cherchée  doive  toucher  en  même  tems  deux 
surfaces  données.  Pour  traiter  ce  cas  ,  posons  que  F(a:,  y^  î)  =  o 
et  F^  (*:, j' ,  î)=o  soient  les  symboles  des  équations  de  ces  surfaces  ; 
dans  les  points  qui  leur  sont  communs  avec  la  surface  développable 
cherchée ,  les  surfaces  données  doivent  avoir  toutes  deux  pour  plan 
tangent  Fun  des  plans  générateuris  ;  désignons  par  x\  y\  ^  y  les  co- 
ordonnées du  point  oii  ce  plan  touche  la  première  surface  donnée  et 
par  x*\  y'  et  ^*  celles  du  point  oîi  il  touche  la  seconde;  posons 
de  plus  que  l'équation  F  (  x\  y,  ç'  )=o ,  donne  di'=P  dx'+  Qdy  , 
et  que  de  l'équation  F,  {x%y\  f  ),  pn  tire  à(' =P ,dx'' +  Qfy'' i 
puisque  par  celle  du  plan  générateur  oi^  a  ^=J;rf  (m) +4x4(^)9 
il  viendra  pour  son  contact  avec  la  première  surface  donnée 

et  pour  son  contact  avec  la  seconde 

Joignant  les  trois  premières  équations  avec  F  {x\  y' y  {')=o ,  on  en 
chassera  x\  y'  et  {',  et  on  aura  une  relation  entre  'w ,  ♦  (  'w  )  et  4  (  ^w  )  j 
les  trois-  dernières  combinée»^ avec  F  (  x'\  y" y  ç'^  )  =  o ,  en  donneront 
pareillement  une  après  1-élimination  de  x\y^  et  ;['',  et  on  pourra  par 
conséquent  connoitre  la  forme  des  fonctions  >  et  4  (  *  )• 

Si  on  se  proposoit  de  faire  passer  la  surface  développable  cher- 
chée par  deux  courbes  données  y 

F(*',/,V)=o...     et    f(;.',y,î')  =  o .(I) 

étant  les  équations  de  la  première 

F.(*",y',t")=o...     fx^',y',î")=o (o 

celles  de  la  seconde  y  on  trouveroit  comme  dans  le  n**.  précédent  ; 

a 

<    ♦  '  ^    '      ■  — 

(^)  j^a  question  que  i)^os  venons  de  traiter  renferme  la  solution  du  problême 
général  de  la  théorie  des  ombres  et  de^  pénotjabres  \  car  en  supposant  qae  Tupe  des 
surfaces  données  soit  lumineuse  ^^  Tombre  et  la  pénombre  de  l'autre  surface  seront 
comprises  entre  les  nappes  de  la  surface  développable  circonscrite  en  même  tems  à 
fes  deux  surfeces^  (  Voyez  Savons  Etrangers ,  T.  IX.  ) 

que 
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que  les  équations  de  leurs  tangentes  seroient  de  la  forme 

mais  le  plan  générateur  devant  toucher  ces  deux  courbes  à  la  fois  ; 
contiendra  nécessairement  leurs  tangentes ,  et  comme  il  doit  passer 
par  les  points  dont  les  coordonnées  sont  x\  y  et  i\  x'\  ^  et  :t", 
on  aura        {' — /w=jc'9(/»)  +  y4(''*)  •••••  (ï) 

Retranchant  successivement  ces  équations  de  i'—m=x^(m)  -{-y-^^m)^ 
il  viendra        î— î'  =  (^-rr^')*('^)+ICy— J'04('»)  » 

et  î— f=(^— ^^)^(/«)  +  Cy— y04(^); 

substituant  pour  x — at'  et  y— y ,  x — x'^  et  y—y\  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  des  tangentes  des  courbes  données ,  il  en  ré- 
sultera  les  deux  équations 

1=:  Mç(m)  +  N-^^m) (i)f 

i—M^^(m)+N,^(m) (i); 

combinant  ensemble  les  quatre  équations  marquées  (  i  )  ,'  on 
trouvera,  après  l'élimination  des  coordonnées  x\y  et  i\  une  des 
relations  qui  doit  avoir'  lieu  entre  ^^^(m)  et  4(^)9  et  l'autre 
sera  le  résultat  de  l'élimination  de  x''^  y\  {%  entre  les  quatre 
équations  marquées  (i), 

343.  L'équation  générale  de  toutes  les  surfaces  formées  par  les 
intersections  successives  d'une  suite  de  sphères ,  dans  lesquelles  le 
rayon  varieroit  en  même  tems  que  la  position  du  centre ,  contiendroit 
trois  fonctions  arbitraires ,  car  l'équation  d'une  sphère  quelconque  j 
étant  (a:— «)•+  (y— j8)*+  (ç_^)«  =  j^;  en  faisant  dépendre 
les  quantités  a ,  jS ,  >  ^  de  la  quantité  <r ,  on  aura  pour  l'inter- 
section  de  deux  sphères  consécutives 

[^-?(0?     +[y-4(<^)r     +tî-<^)]\   =^^ 

L'élimination  des  fonctions  arbitraires  demande  trop  de  calcul; 
pour  trouver  place  ici  ;  nous  observerons  seulement  qu'il  faudroit 
pousser  les  difFérentîations ,  par  rapport  à  chaque  variable  successi- 
vement y  jusques  au  troisième  ordre  y  en  faisant  varier  S",  en  même 
tems  que  chacune  des  coordonnées  a:  ,  ^  et  {. 

Calcul  di£lrtndcL  R  î  î 


1 
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Pour  particulariser  la  surface  que  nous  considérons ,  il  faudroif 
trois  conditions  ;  on  peut  se  proposer  en  effet  d  assujettir  les  sphères 
génératrices  à  toucher  à  la  fois  trois  surfaces  données ,  ou  faire 
passer  la  surface  limite  par  trois  courbes  données;  il  sera  facile 
d'appliquer  à  Tune  et  à  l'autre  de  ces  questions ,  les  méthodes  des 
n".  précédens. 

344.  On  peut  parvenir  aux  équations  générales  des  diverses  fa^ 
milles  de  surfaces,  en  employant  immédiatement  la  considération 
des  lignes  dont  elles  sont  composées.  Soient  f^=o,  ^,==0,  les 
équations  d'une  ligne  quelconque  ;  cette  Ifgne  variera  de  forme  ou 
de  position,  lorsqu'on  changera  Içs  valeurs  des  constantes  arbi« 
/  traires  qui  entrent  dans  ses  équations  ;  si  donc  on  établit  une 
relation  entre  plusieurs  de  ces  constantes ,  et  qu^on  en  élimine  une  » 
on  parviendra  à  un  résultat  qui  exprimera  l'ensemble  d^une  infinité 
de  lignes  de  la  même  nature  que  celles  que  représentent  les 
équations  f^=o  et  f^j~o  (  yoyei  la  note  page ^g^).  Quelques 
exemples  éclairciront  suffisamment  cette  théorie.    . 

Si  on  considère  d'abord  toutes  les  droites  assujetties  à  passer 
par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  «  ^  iS  et  >  ^  leurs  équations 
seront  de  la  forme  j'  —  0=a  (^x  —  et),  i  —  yz=:t(^x  —  *)  ; 

faisons   ^  =  (p  (  ^  )  et  mettons  pour  aet  b  leurs  valeurs  tirées  des 

équations  précédentes ,  il  viendra =  p  (- ")  ,   équation 

qui  appartient  à  toutes  les  surfaces  coniques  formées  par  les 
droites  menées  par  le  point  donné. 

Supposons  que  toutes  les  droites  génératrices  doivent  être  pa- 
rallèles entr'elles  ;  les  quantités  ^  et  ^ ,  dans  les  équations  yz=^ax^tt 
et  ^  =  ^  ^  4-  j8 ,  resteront  les  mêmes ,  quelle  que  soit  la  droite  que 
l'on  considère  en  particulier ,  et  il  n'y  aura  que  les  quantités  tttt  (i 
qui  varieront  en  .passant  d'une  droite  à  une  autre;  on  fera  donc 
i0  =  ^(a),  et  il  viendra  yz=iax  ^  tty  i=ibx^-\-  ^ («t )•  La  pre- 
mière de  ces  équations  donne  «=:=:^  —  ar,  et  substituant  dans  la 
seconde ,  on  trouve  [  —  iA:  =  ^(j^— «a^),  équation  qu*il  est  aisé 
de  faire  rentrer  dans  celle  du  n*".  33J. 

Si  les  droites  génératrices  dévoient  être  toutes  parallèles  au  plan 
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des  X  tty  j  et  jpasser  par  l'axe  des  {;  ^  leurs  équations  se  réduiroient  à 
y:=ax  et  {=/3»  Les  quantités  atif^  variant  d'une  droite  à  une  autre ,  on 

posera  i8=ç  (û)>et  comme  tf=— ,  on  aura'jj  =  ^  T  —  j   9    équation 

de  la  surface  décrite  dans    le  n^.   93    des   Essais   de    Géométrie. 

Les  équations  î  =  -i — ^  et        î=-^ Jy        ;, 

dont  on  s'est  occupé,  n**.  147,  expriment  les  ordonnées  de  deux 

surfaces  de  ce  genre  ;  car  si  pour  simplifier  on  met  x  à  la  place 

de  X — a  et  j'  à  la  place  de  j^ — b  ^  ce  qui  revient  à  transporter 
l'origine  9  on  aura 

ex        c  cxy  X 


-  I  T — ; 

V  X 

Il  est  facile  de  voir  maintenant  pourquoi  les  fonctions  :^  devien- 
nent indéterminées  ,  lorsqu'on  fait  ;r  =  a  et  y^=b  dans  leur 
première  forme ,  ou  x  =  o  et  ^  =  o  dans  leur  seconde  :  les  points 
qui  répondent  à  ces  dernières  abscisses  sont  dans  l'axe  des,  [  y 
sur  lequel  tombe  une  ordonnée  de  chacune  des  droites  génératrices , 

dont  le  nombre  est  infini  ;  lorsqu'on  fait  —  =  /tz  ,   on    considère 

X 

une  de  ces  droites  en  particulier  >  et  on  n'obtient  plus  que  l'or- 
donnée qui  lui  appartient. 

Nous  n'avons  encore  supposé  que  deux  coefficiens  variables 
dans  les  équations  des  droites  génératrices  ;  il  y  en  auroit  trois , 
si  on  considéroit  une  droite  assujettie  seulement  à  passer  par  l'axe 
des  i  j  et  qu'on  regardât  comme  inconnues  les  deux  autres  <;ondi- 
tions  qui  doivent  particulariser  sa  position. 

Les  équations  d'une  pareille  droite  étant  de  la  forme  y  =  axj 
et  :(^=:bx  +  li  y  on   feroit^  =  ^  (^)  ,  i8  =  4  (  ^ )  *   d'où  il  résul- 

teroit  ç=* ^(  —  )  +4^—  )•  Les  fonctions  arbitraires  qiie  ren- 
ferme cette  équation  peuvent  être  déternùnées  ,  en  se  donnant 
deux  courbes  par  lesquelles  doive  passer  la  surface  proposée 
(£nM94). 

Rrr  ^x 


m 
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Venons  maintenant  au  cas  général ,  en  regardant  comme  variables 
en  même  tems  les  quatre  coefficiens  ^ ,  « ,  ^  ,  jS ,  qui  entrent  dan$ 
les  équations  de  la  droite  génératrice.  Lorsque  trois  de  ces  coefEciens 
seront  donnés  en  fonctions  du  quatrième ^  la  loi,  suivant  laquelle  on 
passera  d'une  droite  à  sa  consécutive ,  sera  déterminée  :  posons  donc 
^  =  (p(tf),     i  =  4(<i),     /3  =  9r(tf)  ;  les  deux  équations 

y  =  tf:t  +  a,  l  —  bx+^y 

deviendront  y=^-x^  +  ^(^ )••  •(!)  î  =  ^4(^)  + ''■(^)*  ••(!) 
Le  système  de  ces  deux  équations  représente  toutes  les  surfaces  com- 
posées de  lignes  droites ,  ou  engendrées  par  une  ligne  droite  qui  se 
meut  d'une  manière  quelconque  ;  pour  particulariser  ces  surfaces  il 
faut  trois  conditions  :  on  peut  supposer  que  la  surface  cherchée  doive 
passer  par  \iois  lignes  données  (  E  n"*.  94  )• 

La  droite  génératrice  devant  couper  chacune  de  ces  lignes ,  il  faudra 
que  les  équations  (i)  et  (2)  ayent  lieu  en  même  tems  que  les  leurs. 
Eliminant  les  ordonnées  x y  y  et  [y  entre  les  deux  équations  de  la 
première  et  les  équations  (i)  et  (2),  on  aura  un  résultat  qui  ex- 
primera la  relation  que  doivent  avoir  les  quantités  a,  ç{a)y  4(^)  ^'^Wf 
pour  que  la  droite  génératrice  puisse  couper  cette  première  courbe  ; 
on  combinera  de  même  successivemeiit  les  équations  (i)  et  (2)  avec 
celles  de  la  seconde  courbe  donnée  et  avec  celles  de  la  troisième  ^  ^ 
on  se  procurera  par  là ,  entre  les  fonctions  arbitraires  et  la  quantité  a  , 
deux  nouvelles  équations  qui ,  conjointement  avec  celle  dont  on 
vient  de  parler,  détermineront  la  forme  de  ces  fonctions. 

Nous  prendrons  pour  exemple  le  cas  oii  les  trois  lignes  données 
sont  droites  9  et  nous  représenterons  leurs  équations  par 

y  =  a'x  +  a'    ^y  =  a''x^^    ^  y  =  a'''x  +  a'''    > 

combinant  successivement  les  équations  (i)  et  (2)  avec  chacune  des 
précédentes  et  remettant  pour  abréger  «t ,  ^  et  i3 ,  au  iieu  des  foncr 
lions  p{a)^  4(^)  et  ^C^)»  on  aura  les  trois  équations 

qui  donneront  les  valeurs  de  « ,  let/i  ena;  substituant  ces  valeurs 
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dans  (  I  )  et  (  2  )  et  éliminant  a ,  on  parviendra  à  Téquation  de  la 
Surface  cherchée.  Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  ces  calculs , 
qu'on  peut  simplifier^  en  faisant  coïncider  une  des  droites  données 
avec  Taxe  its  [  ;  rîous  indiquerons  seulement  au  lecteur  qui  voudra 
les  effectuer ,  que  le  résultat  appartient  à  une  surface  du  second  ordre. 
Il  est  aisé  d'étendre  ces  considérations  à  tel  genre  de  lignes  qu'on 
voudra ,  et  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  fortpée  par  Ten- 
semble  de  ces  lignes ,  il  suffira  de  faire  dépendre  d'une  seule  toutes 
les  constantes  arbitraires  que  renferment  leurs  équations  géné- 
rales. 

f  Un  cercle  peut  être  donné  d'une  manière  cctiimode  dans  l'espace 
par  le  moyen  d'une  sphère  et  d'un  plan  ;  1  équation  de  la  première 

est  en  général  (j»;— «)*+ (y— i8)»+ (ç— >)»=r (i), 

celle  d'un  plan  qui  passeroit  par  son  centre  seroit  de  la  forme 

(î— >)=^(^  — «)  +  *(y— /3) (1). 

La  position  et  la  grandeur  du  cercle ,  qui  est  l'intersection  de  ces 
deux  surfaces  ^  dépendra ,  tomme  on  voit  ^  de  six  constantes  arbi- 
traires ;  on  supposera  que  cinq  d'entr'elles  sont  des  fonctions  de  celle 
qui  reste  y  et  le  système  des  équations  (i)  et  (1) ,  entre  lesquelles  on 
éliminera  cette  dernière  constante ,  appartient  aux  surfaces  formées 
de  cercles  qui  se  succèdent  suivant  une  loi  quelconque  et  dans  les-^ 
quelles  sont  comprises  les  surfaces  annulaires.  On  {>ourra  les  partîcula* 
riser  de  manière  qu'elles  passent  par  cinq  lignes  données ,  puisque  leur 
équation  générale  contient  un  pareil  nombre  de  fonctions  arbitraires. 

}45.  Lagrange  a  indiqué  les  moyens  de  trouver  les  surfaces  com- 
posées de  lignes  d'une  nature  donnée  ;  mais  ce  grand  Géomètre 
n'a  pas  considéré  la  question  dans  toute  la  généralité  dont  elle  est 
susceptible  :  il  a  supposé  que  les  lignes  génératrices  étant  sur  la 
même  surface ,  dévoient  toujours  se  couper  deux  à  deux  consécuti- 
vement, condition  qui  n'est  pas  nécessaire.  Les  surfaces  connues 
dans  les  arts  sous  le  nom*  de  surfaces  gauches  (  £  n"".  94  )  ,  sont 
composées  de  lignes  droites  qui  n'y  satisfont  point ,  et  il  n'y  a  que 
les  surfaces  développables  pour  lesquelles  elle  ait  lieu  :  voici  com- 
ment on  peut  l'exprimer,    ^ 

On  fait  varier  dans  les  équations  (i)  et  (1),  page  500 ^  la 


502    Ch.  V.  Des  Surfaces  courbes 

quantité  a^  en  regardant  x^y^  {,  comme  constantes,  et  il  vient 
les  quatre  équations  / 

y=ax  +  (p(a)    î    {=  ^4  (^)  +  ^  (^)    )- 
0=    x  +  ^Xa)    S  0=xiX^)+irXa)    y 

qui  doivent  avoir  lieu  en  même  tems  -pour  le  point  de  rencontre  des 
deux  droites  génératrices  consécutives.  En  chassant  x  des  deu^ 
équations  qui  se  trouvent  sur  la  seconde  ligne ,  il  en  résulte  Téquatioa 

^'(:a)^\a)^^'(a)  =  o ..(3), 

qui  établit  une  relation  nécessaire  entre  les  fonctions  ^  >  4  ^^  ^  i 
elles  cessent  donc  d'être  toutes  arbitraires,  et  par  conséquent  les 
équations  (  i  )  et  (  x  )  perdent  de  leur  généralité. 

Les  surfaces  développables  considérées  comme  formées  de  lignes 
droites  qui  se  coupent  deux  à  deux ,  sont  donc  représentées  par 
les  trois  équations 
y  —  ax+(p{a)^   ^  =  A:4(a)  +  7r(tf)  ,  y  (^  )4'(tf  )—-»•' (d)  =  0, 

eotre  lesquelles  il  faut  éliminer  la  quantité  a  et  Tune  des  fonctions 
arbitraires.  ^ 

Pour  montrer  Tidentité  de  ce  résultat,  avec  celui  du   n!*.  342  ; 
nous  reprendrons  les  équations 

et  en  chassant  y  de  la  première ,  nous  aurons 

^=^(^■^■4^^)+'"- 4^'   •y  =  -^4>-4'' 

en  écrivant  pour  abréger  ^  pour  ^  (m)  et  ainsi  des  aiitres.  Ces 
équations  étant  comparées  terme  à  ternie  avec  1^=1  bx  +  fi 
et  yz=i:ax  +  cL^  il  viendra    ' 

ç'  4  ^'  I 

d'où  on  conclura  d'abord  que  a,ùL,tttfi^  doivent  être  des  fonc- 
tbns  d'une  même  quantité  m.    Mettant  dans  les  expressions  de  b 

et  de  fi  pour  —,  et  4'  leurs  valeurs ,  on  trouvera   i  =  9  +  d  4  > 

4 

^  =  OT  +  a4î  on  aura  donc  pour  déterminer  ^ ,   « ,   *  et  ^8 ,   les 

quatre  équations 

^=9  4- ^4»      /8=:;72+.a4,      ar^'+  f=zOy      «t4'+'=0, 


E  t  DES  Cot/RÈES  A  HOt/BtE  COVRSURE.       ^0% 

desquelles  éliminant  p^  -^  tt  m^  i\  résultera  la  relation  qui  doit 
avoir  lieu  entre  les  quantités  ^^  ee^  b  et  fi.  Prenons  les  difFé- 
rentielles  de  i  et  de  jg ,  et  nous  trouverons 

db'=z^'  dm-\'  a-i/  dm  +  -^da^^z  (^'  +  ^4')^^  •}-  '^da 

dfi=:     dm-\-  (t'\fârn-\'  4^*=(ï  +  «4')  ^^  +  4^^ 

expressions  qui,  en  vertu  des  équations  a 4'+ç'=o  et  *4'+  i=o, 

se  réduisent  à  db=i'\datl  dfiz^z-^dct;  éliminant  4t  on  obtiendra 

dbda — dadfi=0. 

Cette  dernière  équation  revient  à  Féquation  (});  car  il  est  facile 
de  voir  que  les  quantités  Uj  b  et  fi  devant  être  fonctions  d^une  même 
quantité,  il  s'ensuit  que  trois  d'entr'elles  sont  des  fonctions  de  la 
quatrième. 

Je  ne  quitterai  point  Ce  sujet  saits  faire  remarquer  que  l'assem^ 
blage  de  toutes  les  normales  menées  à  une  surface  courbe ,  suivant 
une  de  ses  lignes  de  courbure ,  forme  une  surface  développable  dont 
larrête  de  rebroussement  se  trouve  sur  la  surface  qui  est  le  lieu 
de  tous  les  centres  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure. 

En  géhéral  si  F=  o  et  f^  =  o ,  sont  les  équations  des  lignes  géné- 
ratrices ,  et  renferment  les  arbitraires  ûL,fij  y  ^S"^  il  faudra ,  pour 
que  ces  lignes  se  coupent,  que  les  équations 

dV  dV  dV       ,       dV 

dtt  +  — — dfi  4 — ; — dy  H — p^^<r+  etc.  =o 


dtt  dfi  dy  dS" 

dV  dV  dV  dV 

•—-^ddiJr  —r^<ifi  +  -^^dy+  — -^</«r+etc.  =o 

dct  dfi  dy  di" 

ayent  lieu  en  même  tcms^que  les  équations  ^=o,  et  yz=to\ 
éliminaqt  x  ^y  et  i^  entre  ces  deux  dernières  et  les  deux  premières  5 
on  aura  une  relation  entre  toutes  les  arbitraires ,  et  par  conséquent 
si  Ton  fait  j8=^(a),>  =  4  (<*) ,  J^^  ^r  (*)  ,  etc.  il  y  aura  ime  de 
ces  fonctions  qui  sera  déterminée  par  le  moyen  des  autres. 

L'élimination  des  fonctions  arbitraires  dans  les  équations  gêné* 
raies  auxquelles  nous. sommes  parvenus  dans  les  articles  précédens 
seroit  asse2  laborieuse  à  effectuer ,  et  comme  il  sera  nécessaire  de 
revenir  sur  cette  opération  dans  lé  Calcul  intégral ,  nous  renver- 
rons à  cette  partie  lés  détails  qui.  ne  sauroient  trouver  place  ici; 
nous  ferons  voir  alors  comment  on  peut  parvenir  aux  équations 


/' 
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difFérentielles  qui  ont  lieu  par  rappçrt  aux  caractéristiques  d'une 
surface  et  aux  courbes  que  ces  caractéristiques  produisent  par  leurs 
intersections  successives,  et  nous  développerons  les  rapports  inté- 
ressans  qui  lient  ces  équations  à  celle  de  la  surface  proposée. 
^  ^P?H^^*^"  ^^t       34^.  Soient  x^ytXz  les  coordonnées  d'une  courbe  quelconque  XM. 

Calcul  diflÈrentiel  ^-^  ftii,-  -jj  ri 

aux    courbes    à  fis^  49  9  résultante  de  1  intersection  de  deux  surfaces  dont  nous  re- 

^^"^^ courbure,    présenterons  les  équations  par  F  (  jc  j^  ,;;;)==  o ,  f  (  jr  ,y, ^)=  o.  Ea 

éliminant  alternativement  de  ces  équations  chacune  des  varia- 
Mes  ^,yetjr,  on  obtiendra  trois  nouvelles  équations ^  la  première 
entrey  et  :r ,  la  seconde  entre  ^  et  ^ ,  et  la  troisième  entre  [tty^  qui 
appartiendront  respectivement  aux  projections  X'M'yX"M\  -Y'''JM'% 
de  la  courbe  proposée  sur  chacun  des  plans  coordonnés.  Elles  ex- 
primeront ausâ  les  surfaces  cylindriques  élevées  sur  ces  projections 
perpendiculairement  aux  plans  coordonnés  qui  les  contiennent  ;  et 
la  courbe  proposée  XM  sera  l'intersection  de  deux  quelconques  de 
ces  trois  surfaces  (£  n*.  81  ). 

On  axura  facilement  les  équations  de  la  tangente  M  7,  en  obser^ 
vant  que  ses  projections  sont  elles-mêmes  tangentes  à  celtes  de  la 
courbe  XM  (  E  page  ^01  );  comme  il  suffit  de  connokre  deux 
projections  de  cette  droite  «  nous  choisirons  celle  qui  se  trouve 
sur  le  plan  des  jt  et^^  et  .c^le  que  contient  le  plan  des^  et  [.  En  dé- 
signant donc  par  x\  y'  et .{'  les  coordonnées  du  point  M ,  Téquatioa 
de  la  droite  T M\  tangente  à  la  projection  X'M'^  sera 

y^y  =  :^^x^x')  i  et  celle  de  T"M\  tangente  à  X'M',  sera 

-{  =— ' ç'  ==        ^>  {x  —  a/).  Supposons  gvie  des  équations  des  courbes 

X'M'  et  X'^M^  on  ait  tiréy=*(:c'),  £'=4(^')>  les  équ^ûcns 
de  la  tangente  TM  deviendront 

y-^<p{x')={x-x')p\x^)....{i) 

Si  on  élimine  x  entre  ces  équations ,  on  aura  la  relation  qui  doit 
exister  entre  les coordojonees  a:, y  et  ;[  de  la  tangente  TM^  quelle 
que  soit  la  position  du  point  -W ,  (  vfiyt[  la  hou  page  395  )  ej  par 
conséquent  J'équatioo  de  la  surface  formée  par  toutes  les  tangentes 
de  la  courbe  XM.  On  reconnoîtra  par  là  si  cette  courbe  est  plane 

ou 


ou  k  douMe  ^urbure  ;  àjuif^jie  {tfçipîer  cas.,  la  smfa^  doaton  vieAt 
de  parler  sfit^  un  plan  ;*  dans  le  second ,  eUe  sera  seulement  une  sur* 
face  développable  (  £  n^  9^  )  >  dont  la  courbe  proposée  sera 
Tarrête  de  r€brou$$emeiit.  L^  S|ist$8ie  des,  âjuatlons  (i)  et  (x)  pres- 
sente donc  encore  Téquatioa  générale  des  surfaees  développable 
50US  une  autre  forme.  ^ 

347.  Les  résultats  auxquels  aous  sommes  panmus  dans  le  n\ 
précédent»  ^hronent  pu  .s'obtenir  ^une> manière  analogue  à  ceUe 
dont  nous  kommeS  arrivés  aux  équa^ns  des  lignes  osculatrices  ^■ 
considérées  sur  un  pltn.  Lorsqu'on  a  4ettX  équations  ^pitit^  tx<^ 
variables  x^V^  Ir^^Y  ^  toujours  deux  de  ces  variables j^  qui  sont 
des  fonctions  de  la  troisième;  si  donc  oqi  suppose g^e  x  soit  l^ 
variable  indépefidante ^' et  qu'iclle  devienne  ,x'\^  A.  les  deux  autres 
se  changeront' en 

,     dy  h     d^y   k\       '    \'  d/  h    d^y   k^ 

•^         dx      I        dxt,  .1.1   "  .  .  dx    i       dx'^    XtX 

i      .  -.1 

déttgnant  j^ar  x  ^y  tX\^^  les  coordonnées, df  la  ligné  oscutatrke,  «a 
aura  de  même  lorsque  x  se,  changera  en^+A^ 

■  :  r + -f^'^-^s  *-74" -*-^ -i^.èt<.  {+ -*î^.^+>,^i.h — ^ 


co«iparant  çis^  séri([s  ^veç  les  y^i^àffjSfi^^  on  en  jdçitoira  Içsxf^qdï^ 
tions^^o$çuUtipn»..,com|De  po^ir  les  cciutbes  dfmçéff  çi^  a^^i  pl^; 
Il  faudra  pour  un  contact  du  premier  bfdre,  qu'en  faisant  oiz=:zx\ 

onait^=j.,     j=0      .^  =  ._,     .^^  =  -^.       .^ 

Une  droite  étant  donnée  par  lés  équations ^=âv 4- a,  {=£Ar-f  ^; 

on  trouvera  àans*  peine  que  a  t:^  —y-  >  *  ==  ^"^7-  i  et  comme  elle 

do)(..{^4set  îPat^le»,  D^n^cdonl  les  çoofdoiMië^'  mM  <ir'i  y  et  {V. 
00  aura  comme  ààn%  le  n°.  précédent 

On  étendra  facilement  ces  cpniidérations  aux  contacts  des  ôrdre% 
M^  ^.%^^g«P/  <^9î»«!é^«i,4ans  .Pespafit:  peut.  êtiPç,  tonich^e  p^f^ 

Clff^/i/  diffircntuU  S  s  t. 


\ 


,i 
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«ne  surface,  et  avoir  avec  Wé  Aéi  coàiitt^  'plus  où  moins  pari 
feîts.  Désignons  par  x^y  et  {^,'les  coordônriéis  de  la  surface 
tbtiehante,  et  supposons  que  x  dê^enne  x  +  A^  et  que  y  se 
change  «n  y  +  * ,  1*  dévéloppétnerit  de  \  prendra  la  forme  ' 


?    ^    ,. 


•r  » 


+  etc. 


'Maïs  lorsque  pour  trouver  les  condition^  du  contact  ^  on  voudra 
comparer  cette  série  avec  Ta  sérié  analogue,  <iéduité  ^ts  équations  de 
îa  courbe  proposée ,  R  faudra  notl. seulement  faire  xz=^x'yy^=iy 
et  c=/,  âans  chacun  des  coefficiens  di^Térentiels  dé  la  surface,  mais 
encore  mettre  au  lieu  de  A  ^  la  série 


+  -T^ 4^  etc. 


dx^    i,  dx'    1,2 


fi,  " • 


•*  i.,.<.     îi.'      ..  ^  ^  '  \  .     :.    ■  ,  .      i  ..  •  t»  • 


parce  que  Taccroissement  A:  est ,  par  )a  nature  de  la.  courbe ,.  subor- 
donné à  l*accroissefflent  A  ;  il  résultera' de  ce^  substitutions  une  s^rie^ 
que  }r  faf«éseAllim  pai;  !^^Pk^i^''+^^^t.  dm»  ladite 
P,  Q,  /{  etc.  seront  des  fonctions  données  des  coefficiens  diifêrentiels, 
tirés  de^Féquation  de  Ta  mtrfiœ  et  de  ceuit  que  donne  'ruiie  'des 
éqtiâliofts  lié  la  courbe  prcff^dsée,  ôh  aura  dàtic  pour  uii  contact 

du  prenuçr  ordre^.— -V  "^  P,    PWr    un    contact    du    se.cond 

Prenons  pojir  exeteple  le  plan  dqntTéquàt^OA  est  ^^^pw^^jr^f- >ffy;+  -Çj 
on  aura  d'abord  ('=^je#^'+Jfy+i?,  puis  changeante'  en  x'+A'et 
y  en  y+*rilvi«idhr^'4^rfA+JJ*»,l'atf^«etf  dëî^i^^ 

par  ~-  ^  +  — ^ H  etc.  il  en  résultera 

dx     I        ,dx^     i,a 

^'  '    d^V      h* 

L'équation  du  plan  renfermant  trois  constantes  ,  on  pouriâ  pal*  lèut 
ttoyen-  sa^fak<é-  »ix  c^dàSàûoM    du  cdhtacf-dii  «éc6nd  ^èMit, 


'  dX  dx    ■         dx*  dx' 

ces  éc^uattons)  les  val«tti«   die  ^  ^et  àa  B,   et  mettant  poor 

dy       '  d^y        d{        <^/  , 

"Tpr,  -jpr,   -j^y   -j^    las  expressions  ^' (.*'),     ♦"(*). 

f(*').,  -H^C*'),  il  viendra 

•'  ^='^~ — ^ — ^\x')    .'■':*        T(7f'. 

I>étcrmmajit  ensuite  D  pour  que  le  plan  cherché  passe  par  le.point  M^ 
on  aura  :f  —  i=zj4{x — x')  +  B  (y— y)  »  substituant  pour  i\  y 
A  tt  B  leurs '  expressions ,  ^  t^i  résultera*  V'  (  *0  [ t — 4  (*0  3  =* 

Telle  est  Téquation  du.  plan  oscutaeeur  fSjxn^  \i%nt  quelconque; 
€1  cette  -li^e  étoit  plane ,  le  plan  'ôscukteur  -seroit  k  mêiiie  que 
celui  qui  la  -contient  toute  entière. 

Nous  ne  poursuivrons  pas  plui  loin  eette  théorie ,  «qui  iiV>^m 
aucune  difficulté  à  ceiix  qui  àixfktA  'suiVt  dtec  '  atteiftitin  son  dp» 
plication  aux  lignes  doiinées  sur  un  j>lah  ^  aux  suffece^i  et 
cotnine  te  qiie  nous  aroni -à  dii^  sur  les -eoul'bes  à  double  eoiû^-* 
4>ure.)  dta^ès  Monge  i  éeat  à  éfà  jaonftdéraiions  géométriques  trèf» 
élégantes,  nous  allons  nous  lapyrochèr  4e  sa  manière. 

349*  Les  courbés  à.  (|lotd»k  eourbiire  peuvent  être  considérées 
'ComfiKs  4es  Pelygonts y  "dMt'tiw  côtés  eonsécotifs  ce  sauroient 
4tre  dràs  le  même  ^an  :  le  prolongMMit  de  l'im  de  ces  cdfés 
dbnne  la  tahgenfe  ^  dé  ttâme  qu^  pOuf  les  cOUfbii  pknes  ;  deux 
tangentes  consécutires  s  TM  et  tm^  déterminent  le  plan  qui  passe 
"par  deux  cètés  consécutifs ,  et  <pii  n'est  autre  chose  que  le  plan 
osculateur.  > 

On  peut  jtroivvar  son  équation  en  le  regardant  comme  passant 
par  trois  points  consécutifs  de  la  courbe  proposée:  soit  donc 
^:r+ jBîy-^-  Cç +-J>==o  son  équfition  ;  il  faudra  qu'on  ait' 
^^bord  ^jf^+iffy+Cç'+Z>fc:o,  puisqu'il  doit  contenir  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  x\ y'  et  (\  et  pour  qij^les  deux  points 
suivons  ly  tlQqveot  aussi»  illfs^dra  dç  i^ns  que  la  .dsfférentielle 
;|)rtfl9ftrej  «t  là  di9iSV6i«Mte  «^  ay«nt  lieu 
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en  même  tems  que  celles  des .  éc^uations   de  la    courbe   proposée. 

On  pourroit  prendre  une  des  différentielles  dx',  dy  o\x  d^'  pouf 
constante  ;  mais  il  sera  plus  symétrique  de  les  traiter  toutes  comme 
variables  en  même  tems ,  et  il  viendra* 

Adx'^Bdy+  Cd(=Oy       '  Ad^x^  BdJ'y'^  C^(^o^ 

.A     dyd^z—dzd'y   .     B^    dt'd^x'—dx'd'/ 

d  où  on  tirera  —  =  ~ — !-..£-     *      — =:•  ^1^ ^ — i  5 

c    djç'dy^dyd^x' '^    .,c     dx'dy^dyd^x'  ^ 

retranchantréquatîon  Ax'+By+C(+I?=o  de  Ax+Sy+C^+D==09 

A        B 

mettant  ensuite  pouf  ^  er  -—  leurs  valeurs  et  faisant  dîsparoître  les 

ce 

»  ».         .  .  .  - 

^énominateiu-s  y  nous  trpuverp;)s  ,^  résultat  suivant  j  remarquable 

par  sa  forme 

(t-0  (dyd^(-^(dy)+iy-y)  (^cvvw^'^o + à-0  (^^'<y -^^ 

Si  on  met  dans  cette  é^uaûon  pour  y  ^  (',  et  leurs  différeatielies , 

» 

les  valeurs  que  donnent  ^  en  faisant  tout  varier,  jes  équations 
y=r^(;t'y,  ^=:4{x'y^  ks  ^liffisrçfitt41es.disparokront,  et,  on 
troiyvera  lejmême  résultjat  quç  dans  te  n%  pçéi^deiit.  , 

Je  terminerai  cet  article;  par  observer^  q^^lf  différentielle  de 
farc  d'une  courbe  .considérée  dans  Tçspaçe  »  a^g^  <^ expression 

^Vdx'^^dy^+d(\  Cela  se  voit évîdemiiient  eapin^ntla  dis- 
tance des   points  iMF  et  ;r  ,  dost  kt  coordonnées  respjcçtîfw^  sont 

'^^\  y>  î'r  ^'+^^'f  ^y^dy    et  t-^d^.         ,  ^     i  •::  : 

350*  Mener  une  noraulei  UM  CMfbe  considéfée^  dMs  A^^si^^çe  ^ 

est  un  Problême  indéteraiiAé  ;  car>  il' existe  HB.nQmj^e  infiiâ.^e 

droites  qui  passant  par  le  pûint  de  contact^  .s4Mit  en  mêm^  teiçs 

.  perpendictrlaires  à  la  tangente  ;   l'ensemble  de   ces  droites  forme 

'  un  i^n  perpendicttlairt  à  cette  tangente  y  et  que  nous  npmmeç oiis 

plan  normal:  son  équation  sera  ,.    ; .;  ,   > 

"C  «C  ...  ■-  •   1 


Si  on  met  au  lieu  de  y\  ^',  dy'  et  éj(^  leurs  valeurs  «epiEéseotées 
par  ♦(*'),  4(*'>,  *'(*')  et  4'M»i*viendr»,  .     ', 

ÇoDàdéton».  nÛBtenant  le  pkn  mtnsU  t9vt:lt.  point  çdflMiiiMJ^; 


\ 


£T  J>ES   COVABES  A  DOUÉLECOUASURt.    Vi^ 

il  çst  évident  qi^'il  coupera  celui  qu'oir  ukat  de  déterminer ,  dan$ 
Une  droite  dont  les  coordonnées  n  auront  p»  varié  y  quoique  a  '  soit 
devenu  x^'\'dx  \  oaaura  donc  pour  cette  intersection  Téquation 

Eliminant  x'  ^ntxt  cette  équation  et  la  précédente ,  on  aura  celle 

^f  la^  suiÊice  developpable  formée  par  les  intersections  successives 

4fs   plans  normaux  de  la  courbe  proposée.  On  prendra  une  idéo 

d^  cette  surface^  en  considémnt  avec  attention  la  figuce  ^i.  On  at  piG.  %u  ' 

substitué  à  la  couvbe  un  polygone  M  M!  M' M*^  ;  par  les  milieux 

G  y  G\  G\  G''\.  ^  de  chaain  des  côtés  de  ce  polygone ,  on-  leur  a 

mené  des  plans  perpendiculaires  GLKHy  G  L  KH^G'VK'B^ 

G"  U'  K^'  Iï'\  • . .  :  ces  plans  se  coupent  deux  à  deux  suivant  des  * 

droites  KH,  KIT,  K'H\  K!''ff'\ . . .  efc.  qui  ne  seront  parallèfei 

entr'elles  que  lorsqjiie  les  côtés  du  polygone  Af  Af'  M^M^''. . .  seront 

dans  un  même  plan,  et  elles  formeront  alors  un  prisme. 

Si  on  conçoit  les  droites  KH\  Kff ,  R'H'' ,  R!''  H''. . .  pro. 
longées  jusqu'à  ce  que  chacune  dMIes  rencontre  sa  consécutive ,  elles 
'détermineront  un  polygone  qui  représentera  l'arrête  de  rebrousse^ 
ment  de  ïa  surface  developpable  formée  par  Tes  plans  noMnaux  * 
(  £  n**.  96  ).  Ce  polygone  contient  Tes  centres  des  sphères  qui  passent 
par  quatre  angles  consécutifs  du  polygone  iîf  3f '  iW^ -W- . . .  ;  car 
rintersection  de  deux  droites  telles  que  KH  et  K^ff  est  aussi  celFe 
des  trois  plans  GLKH^  GVKH\  G'VKH\  menés  perpendiculan 
rement  sur  le  milieu  des  droites  MM\  MM'\  M'M^\  qui  joignent 
les  quatre  points  MyM\  M\  M!''  (  E  n''.  68  ).  Si  tous  tes  angles 
du  polygone  proposé  se  trouvoient  sur  la  même  sphère,  toutes  les 
droites  KH,  KH\K!'ir\Kr'ir'\...  se  couperoïent  au  centre  de 
cette  sphère ,  et  seroîertt  par  conséquent  les  arrêtes  d^une  pyramide. 
Ces  propriétés  ne  cesseront  point  d'avoir  lieu  quel  que  soit  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  M  Af  M!^  M*\  . .  et  conviendront  par 
conséquent  à  la  courbe  proposée  elle-même;  il  suit  donc  de  là 
que  si  elle  est  plane ,  tous  ses  plans  normaux  formeront  par  leurs 
intersections  consécutives  une  surface  cylindrique,  et  si  étant  à 
double  courbure ,  elle  se  trouve  néanmoins  faire  partie  d'une  sphère , 
.jilor»  la  sùrfarce  de  ses  plans  liormstux  Sera  coinîque^  et  aura  son 
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soffltnet  au  centre  de  la  spkère..  Dans  le  cas  où  la  courbe  ^o^ 
posée  seroit  pbne  et  se  trouverok  en  même  tems  sur  une 
sphère,  elle  seroit  nécessairement  un  cerde^  et  tous  les  plans  qui 
lui  seroient  perpendiculaires  se  couperoient  da^  «ne  même  droite 
élevée  par  son  centre  perpendicidaireiMcl^aa  plan  qui  la  contient.  ^ 
Pour  parvenir  à  Téquation  de  fairête  de  re^ois8sêBlei»t  de  la 
iurËaee  form^  pnr  les  intersections  successives  ^des  ptens  normaujf  ^ 
il  ftiit. joindre  aux  équations  (^)  et  (^)  la  dîfléfeatklle  de  cette 
dernière,  prise  par^apport  à  x'  seul  (n^339)  ,  ^  ^^  ^"*^ 

Si  on  prénoît  dans  ces  trcMS  équations  la  valeur  de  •^-^*',^— y,  i — {'f 


i<»>i» 


pour  la  substituer  dans  </(^— ^')*+(y~y)*+({— îO%  <>"  auroit 
le  rayon  de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre  points  consécutifs 
M ,  M\  M\  M!'\  et  dont  le  centre  se  trouve  à  rintersection  des 
trois  premiers  plans  normaux^ 

FIG.  <o.      35^-  S^^^  ^^  9  fis*  5^  *  ^"^  courbe  plane  quelconque ,  dont  FZ 
représente  la  développée  ;  si  par  tous  les  points  de  cette  développée  i 
on  élève  perpendiculairement  à  son  plan,  des  droites  EG^  ^^[y 
F' G*\  F^*' G'\ .  ^  ^  elles  seront  sur  la  surface  cylindrique  résultante 
des  intersections  successives  des  plans  normaux  de  la  courbe  pro- 
.  '     posée  î  car  les  plans  UFG ,  tA!PG\  MTG",  M' F' G". . .  menés 
par  les  normales   MF^  MF',  MT\  M'F\..  ^  par  les  droites 
4ont  on  vient  de   parler ,  sont  perpendicuiairés  à  la  courbe  XM^ 
Cela  posé ,  il  est  évident  quexhacun  des  points  de  là  droite  GF  sera 
également  éloigné  de  tous  ceux  du  petit  arc  de  cercle  décrit  du 
point  F^  comme   centre,  avec  un  rayon  MF:  de  même  chaque 
point  de  la  droite  FG\  consécutive  à  la  précédente,  sera  égale- 
ment éloigné  de  tous  les  points  de  l'arc,  décrit  du  point  F  comme 
centre  avec   un  rayon  ^M'F^  et  ainsi  de  suite.  On  pourra  donc 
regarder  le  point  quelconque  G  pris  sur  la  droite  F.^  comme  un 
centre  de  l'arc  MM\    et  en  conclure  par'  conséquent  qu'au  même 
pppt   de  la   courbe    XM ,  répondent  une  infinité  de  rayons  de 
courbure,  tels  que  Cifef,  dont  le  plus    court   sera   iMF ^  qui  se, 
trouve  dans  le  même  plan  que  la  courbe  proposée  (  *  ) 

•   ■  ■      ■     ■    ■  ■       .  I  ■         ■       «r '■'         ■  '         '      ■* 

{*)  Pour  seotîr  que  les  d^nominatioiit  ci-dessus  sont  bien  fondées,  il  suffit  de  rc^ 


•     ÉTDÊsCovn.ÈÈS  A  DOUBLE  COZrRSVRE.    ^  1 1 

'  X?i  surfoce  cylindpquc  FFrr'. .  •  •  G'Ç'GG  contiendra ,  outre 
ta  courbe  F  F  F' F''  une  infinité  d'autres  courbes,  qui,  par  leur 
développement ,  produiront  la  proposée  XM.  En  effet ,  si  on  substitue 
au  cylindre  un  prisme  d'un  grand  nombre  de  faces ,  qAi'on  prenne 
arbitrairement  un  point  G  sur  lune  des  arrêtes  de  ce  prisme ,  qu'on 
prolonge  le  rayon  correspondant  GM ,  jusqu'à  ce  qu'U  rencontre 
l'arrête  suivante  i^(?',  on  aura  un  nouveau  rayon  G' M  consécutif  au 
premier  ;  en  prolongeant  ce  rayon  jusqu'à  la  rencontre  de  l'arrête  FG'^ 
et  ainsi  dp  suite ,  on  formera  un  polygone  G  G'G'G'^. . ,  par  le 
développement  duquel  seront  décrits  les  arcs  MM  y  M  M"  ^  M'M'\ 
considérés  comme  des  arcs  de  cercle  ;  puisque  le  rayon  G  M  se 
confondra  avec  son  consécutif  GM!^  lorsque  le  point  M  aura 
parcouru  l'arc  MM.  Il  est  facile  de  voir  que  la  même  chose  auroit 
lieu  en  faisant  tourner  le  plan  FF  G  G  autour  de  GF^  pour  Tamener 
dans  le  prolongement  de  la  face  suivante   FF^G^'G'  :  d'oîi  il  suit 

qu'en  développant  lé  prisme  FFFF' Ô"'G'GG^  le  polygone 

G  GG^G'\ . . .  devieridroit  uhe  ligne  droite.  On  sent  d'après  cela 
tliilin  fil  teiidu  d'abord  dans  la  direction  GM^  et  plié  ensuite  U- 
,  brenient  sur  le  prisme  dont  on  vient  de  parler ,  suîvroit  Je  contour 
du  polygone  G  GG'G\ .  •  •  (  Èpag^  96). 

On  voit  ^Qnc  qu'une  courbe  plane  a,  outre  la  développée 
FFFF". .  ^^  sitwit  dans,  le  même  plan  qu'elle,  une  infinité 
d'autres  dévélçppées  qui  sont  à  double  courbure^  et  que  toutes 
deviennent  des  lignes  droites ,  lorsqu'on  développe  le  cylindre  qui 
les  contient. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  tangentes  de  ces  développées 
font  toutes  le  même  angle  avec  celles  du  cylindre  qu'elles  rencontrent , 
et  sdnF'par  conséquent  égaTèinent"TncIinées  à  l'égard  du  plan  qui 
contient  la  courbe  proposée.  s' 

3^2.  Appliquons  maintenant  aux  courbe^  à  double  courbure  là 
théorie  que  nous  venons  d'exposer  à  l'égard  des  courbes  planes. 


marquer  que  tous  lies  points  de  îa  droite  élevée  par  le  centre  d'un  cei^le ,  perpcndî- 
cubÀremént  à  son  plan  >  peuvent  «e/vîr  à  la  description  de  ce  cenrlë,  comme  le  centré 
lul-mitne,  puîsqirïlàsont  égUemeht  ékj^gnésde  tonales  points ^e  la  circonférence. 


/ 


flZ      QVL./^..D  BS   s  U  RF  A  C  ES  jC  O  VRM  K^S 

"G.  51.  II  Ç5t  évideat  que  la  droite  KH ^  fig*  ^^  ^  ^^^^  perpendiculaire 
au  plan  qui  contient  les  deux  côtés  consécutifs  MM  et  MM'^ 
puisqu'elle  est  Tintersectioa  de  deux  plans  ^  qui  \éxx  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  ;  et  si  on  conçok  le  pren^ier  pro- 
loo^é  jusque  ce  qull  rencontre  KH  en  O  ,  le  point  O  sera  le 
centre  du  cercle  qui  passeroit  par  les  trois  points  3f,  M  et  M*. 
Il  suit  de  là  que  chacun  des  points  de  la  droite  KH^  sera  égaletnent 
éloigné  de  ces  points  ;  il  en  sera  de  même  des  points  de  KH!^  par 
ragport  aux  points  iU',  M\  W\  de  ceux  de  K!'  IF^  à  Tégard  des 
po'uits  M!' M'*  M'\  sXc,  Donc  si  on  mène  une  droit?  Gf  daçs  Je 
premier  plan  normal  GLKHy  et  que  parle  point  qîi  elle  rencontre  KB^ 
et  par  1^  point  G^  on  mène  )a  droite  G' F  dans  le  second  plan  nor- 
mal GVKH\  les  deux  droitiw  GF  et  Q'F ,  s^xànt  également  inclinées 
à  l'égard  de  KJI  \  prolongeant  ensuite  G* F  )iisqu'^  la  re^ncontre 
de  K!IÏ  y  et  menant  G'^F  dans  le  troisième  plan  normal ,  le$  deu:;c 
droites  G' F  et  G^'F  seront  également  inclinées  par  rapport  à  K'H\ 
£n  poursuivant  cet^e  construction^  on  formera  un  polygonç 
FFF'F"^  sur  la  circonférence  duquel  s'appliqueroît  un  fij  ten^u , 
d'abord  dans  la  direction  GH  ^  et  plié  ensuite  Tibr/ement  sur  la 
svixhct  HH'H'H\i..R'K!'K%,  formée  par  les  intersection^ 
successive;  des  plaps  normaux.  Son  développement  produiroit  les 
?rcs  de  cercles  y  passant  par.  les  points  M^  M,  M\  H^. .  Ji  combui4F 
trois  à  trois.  La  çonsidératiçu  4ç  ce  Polygone  fait  voir  bien  clairft- 
inent  .1  existence  et  la  formation  de  to^te§  les  développéeis  d'unje 
courbe  à  double  courbure  quelconque  {*). 

JLe  plus  court  .de  tous  les  rayons  4^  çourbitre  sera  dans  le  pas 
actuel,  comme  pour  les  courbes  planes ,  celui  qui  se  trouve' dans 


^     '     ;■      '        .  «       ^"^     j    ..■  I    , 


(^J  Si  on  conçoit  une  ligne  quelconque  tracée,  dans  It  pkq  GZ^TiET,  cette  ligne 
/déaixa  une  portion  de  cône  droit  autour  de  KH,  pendant  que  le  plan  c|uî  la 
^pntient  tournera  pour  vci>ir  s'appliquer  sur  son  consécutif  G' L'K' R'\  .lors<}iie  (^ 
dernier' tournera  lui-même  autour  de  K H!  pour  venir  iTappliquer  sur  son  censé* 
cufif ,  la  droite  qoe^tious  considérons  décrira  une  seconde  portion  <ie  cône  autour 
jde  K' H*  et  ainsi  4e  $uite^  l'assemblage  de  «ofitcs  ces  perlions  de,  cône  form^ 
«ne  surface  développable  qui  aui«  avec  la  surface  BH'E!'H"\. . .  K'^'K^jK^fl ,  ég 
rap|¥>rti  a^^logucy  à^«^;t  qtt'yne.«UveIp{9antei  a  jivec.ii  jdév^lpppée. 
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le  plan  même  des  deux  côtés  consécutifs  que  l'on  considère  ;  mai§ 
tous  les  rayons  de  cette  espèce ,  qu'on  peiit  appeller  rayons  dé  courbure 
absolus^  ne  seropt  point  tangens  à* une  même  courbe,  car  ils  ne  se 
rencontreront  point.  On  s'en  convaincra ,  en  remarquant  que  la 
ligne  CO,  étant  perpendiculaire  â  KH^  ne  rencontreta  poiit  CO' 
perpendiculaire  à  K^IF^  puisque  Tune  est  dans  le  plan  GLKH  et  l'autre 
dans  te  plan  GllElK  et  qu'elks  ne  passent  pas  par  le  même  point  d« 
la  commune  section  £^  de  ces  ptans.  La  suite  des  centres  aisufias  de 
courbure  O  $  O',. .  ne  sera  donc  poiftt  une  des  développée  de  la  courbe 
proposée.  Nous  allons  confirmer  par  des  procédés  analytiques ,  les 
résultats  que  nous  avons  déduits  des  considératioio  géométriques 
précédentes. 

353.  Soient  x  ^  y  y  ç,  les*  coordonnées  du  centre  d'une  sphère^ 
x*^  y\  ^ ,  celles  d'un  point  de  sa  surface  et  a  son  rayon-;  on  aura 

Pour  détei:miner  les  quantités  x^y^içtu^'û  faut  quatre  coqditions  : 
celles  qui  se  présentent  d'abord  consistent  à  assujettir  la  sphère  pro- 
posée à  passer  par  quatre  points  conséeitti&  de  la  courbe  donnée  i  or 
cela  supposa  que  le  rayon  z^  reste  le  mên^e,  quoique  les  coordonnées 
x\  y\et  i  varient. trois  fois  de  suite  i  on  ?ura  dpnc  en  même  tems 

du  =  0^  d*U^=0,    *        J?U=:0. 

Si  on  développe  ces  éqiiatipns  ^  oq  retombera  sur  celles  que  nous 
avons  désignées  dans  len"".  350  par  (a)  y  (b)  et  (<:)  ^déterminant 
i^ — y)  9  (J'—JkO  ?^  (C"",0  P^r  ces^qiiations  et  sV^stituant  les 
valeurs  trouvées,  d^ps  Texpression. de  «^,.on  aura  le  rayon  de  la 
,  sphère  osculatrîce.  ^ 

£n  tne  considéraiit  que  trois  points  conséatttfs ,  on  aura  seulement 

les  équations  »/(^— ^')^+(j^— y/^Cc— t  V  =«, • 

a-M  £=:0^        '         **       J 

•  -  -      '  ■    -     .  .. - *  > 

d^Uf=^0. 

pétfirfliii^ant.alor%(^_.y)<^  (y^yim  (t— i;),  par  les  deux 

dernières ,  et  sdss^itaant'  ensuite  dans  l?expression  de  2^ ,  le  résultat 

exprimera  tousTêTf sy^i^e" çourbnflnretatifs  à  un  même  point. 

Poi|:x<)l|i«^ftp^^  la  raj^  fo.«?vyar^  l^ 

^et  chercher  parmi   toutes  les  valeur^  de  { — (^  celle  qui  donne.,  le 

Calcul  différentiel.  *        Ttt 
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minimum  de  u.  On  peut  aussi  parvenir  au  même  but  par  la  considéra^ 
tion  qiie  le  centre  absolu  jde  courbure  est  dans  le  plan  «sculateur, 
et  c'est  cette  voie  que  nous  suivrons. 

Les  équations  du=.o  et  d'uz:zo  é^nt  développ4fes,  <looaent 

(A:-A:0'^*/+cy-y)'^y,+(c-î')A'-<^"-^y— '^<'=oi 

«n  faisanit  pour  abréger  f/^"'+-^yf4'</ç'*=>/y%  on  en  tirç 

mais  par  l'équation  du  plan  osculateur ,  dojanée  n^  349,  on  a 
Jx^d^y-^dyd'x'—C ,  di'd'x'—dx'd^'^.B ,  dy'd*^—d^d^y'^.A\ 
ks  équations  précédentes  pourront  donc  être  écrites  ainsi  qu'il  suitî 

j.  ^B(^ii—O^C{y~~y'^^ds''dx'=^o,..,(,iy^ 

combinant  ces  équations  avec  celle  du  plan  osCulateur, 

il  viendra      (^+5*+0  (j— ^0—- ^''*'*<y'+  Bds'^dx'=za; 

,      ds'\Ady'—Bdx')  '      • 


■    w 


Mettant  4ans  l'expression  de  »*,  pour  * — *-'ct  y — y  les  valeurs 

A{i_-i^^d^^dy  ^  S{i--()  +  ds'U^ 
_ et -^- 

que  donnent  les  deux  équations  (i)  et  (e) ,  et  élisant  ds'^dy'^zE; 
ds"'dx'=F^  il  viendra 

remplaçant  j— :['  par  la  valeur  trouvée  ci^essus ,  on  aura 

A*+B*+C  A*+B*+C    ^     ^     * 

ou  en  réduisant  au  même. 'dénominateur , 

^_—(AE—BFy+(E'r^P){A'+B*+C) 

En  développant  ce  résultat ,  on  verra  qt^peot  se  mettre  sous  la  fofol 

^  ^      (AF+SÉy^O{E''+F^} 

^«  == ÂTfBr^ ' 

ma»    J /•+  ît%:=z>-~d^ds'\d:<!dry'^dyd^x!\^^^iid^ } 


•v 


«'= 
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teoiettaat  enfia  pour  J-^  B^C^E  et  .F leurs  valeurs,  on  trouvera 

Cette  expression  du  rayon  de  courbure  absolu  d'une  courbe  à 
double  courbure  est  ausû  ceHeque  nous  9Vons  eue  en  vue ,  dans  Je 
n"*.  3  x6  y  pour  le  rayoù  de  courbure  d'une  sectlonTaite  par  un  plan 
quelconque  dans  une  surface  courbe*  l#  plan  osculateur  est  le  même 
4ans  ce  cas  que  le  plan  coupant  ^  et  son  équation ,  combinée  avec  celle 
(ie  la  sur&ce  proposée  ^  donne  les  équations  des.  projections,  de  la 
section.  Si  on  vonloit  introduire,  les  coeiliciens  différentiels  de  Tor* 
donnée  de  la  surface  proposée ,  ilfaudroit  observer  que  les  équations 
diflSerentielIes  du  plan  et  celles  de  la  sur^eice  devant  avoir  lieu  en 
même  tems ,  on  ne  peut  regarder  comme  constante  qu'une  diAàren* 
tielle  au  plus.  En  supposant  qu'on  les  fasse  varier  toutes  en  même 
tems^  pour  plus  de  symétrie,  on  aura  - 

d^^^pdx'J^qdy'i      d^i'r^dx'^  +  ^^dx'dy+tdy^+pd^x'+qd^y 

Jdx'+Bdy+Cd(=o^      Ad^x'^Bd^y-^C(P(:=iOi 
à  l'aide  de  ces  équations  on  fera  disparoitre  les  différentielles  ^  et  la 
valeur  de  u  ne  dépendra  plus  <pie  des  quantités  -^  ,  -ff ,  Cyp^q^r^sttt: 
Je  ne  ferai  point  ici  cçs  calculs ,  qui  n'ont  d'autre  difficulté  qu'up  peu 
de  longueur. 

;  354.  Reprenons.  Téquation  i  ^  ^'=  ^;^2?>+ê  ^  ^''  ^^^'  ^ 

et  mettons  dans  le  numérateur  du  second  membre ,  à  la  place  de^ 
qviantitéi  j4  ,  B,  E  et  F,  leurs  valeurs ^  nous  aurons 

^_  ds'^dy{dyd^(—d^d^y)—d$'^dx\j(d^x'—dx'j^() 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme  suivante , 

,    ds'^i  {diK^^ + dy"^ + ^t'')^t  — ^t'(^'^^' + dyd^y + d(d^(y\  ^ 

mais  dx'ii^x'+dyj'y'+diJ'(=y,il/'ià,ds'd's'  ; 

donc  /  _£;(^cWîW) 

donc  î"^î   ='"  ^>    .     na    .   ^n»        ' • 

Ttt  i 


\ 


5l€      CiTi»  \,   D  ES   S  VRF  ACHS   CÙV  RB  ES 

Les  équations  </» = o ,  <^«  :=■<>,  ainsi  que  ùà\i^  du  plan  osailateur  , 
étant  symétriques  par  rapport  aux  quantités  '  x\y\  l' et  à  leurs  difFé- 
rentielles,on  en  tirera  immédiatement-des  valeurs  de^— «y  et  de  k — x', 
semblables  à  celles  qu'on  vient  de  trouver  pour  î— î',  et  on  aura . 


y—y  = 


x  = 


On  peut  donner  à  ces  expf  écrions  et  à  celle  dé  «  une  forme  très- 
élégante,  en  observant  que  le^r  dénominateur  A*-^B*-\-C*  étant 
développé  devicftt 

+  d(*(Px'*—xdx'd^iPx'<i*^-\'dx'^d^^* 
^  dx'^d^y'*^xdx'é/d^'d^y'Jcdy'^d^x'\ 

et  qu'x>n  peut  l'écrire  ainsi  qu'il  %3/k.  :. 

(  i  î"  +  ^  *'•  )  ^y-^  »  dy'd  l'd^y'd^' 
+  ldy'*+ dx'*)  d'^^^xdx'di'd^x'd'l' 

.  +ldi'^+dy^)i^x''—xdx^dy'd^x'd'yi 

mais  puisque 

d^* + dx'^ds"-^y%  dy'* + dx"=ds'^'r-d;^%di" + dy^^ds'^^x"'^ 
on  aura    .  . 

c  dy^^y+idyUi'd^yd'i'  ^ 
d/xd^y+d'i^+dw*)—]  d(*^(*^.xdx'd(d^x'd^(  y- 

(  dx'*d'x''+xdx'dyt^x'd'y'  y 

résultat  dont  la  seconde  partie  n'est  autre  chose  que  le  quartés  de 
dy'd'y'+d^d^^^dx'd'x',  OU  de  d  s' et  s'y  pris  négativement.  Ce 
résultat  se  réduira  donc  à  </jt'*(<^y+<^A:'*+W»|;'*— J'*");  mis  dans  1» 

vakur  de  «,.il  la  changera  en  «  ==  __^-iii_^ç^ ; 
;de  plus  si  on  fait  attention  que 

ds'd'^^d^d:s'=^ds'*d.   ^ 


d/d?y'-^dyd>t'=^  ds% 


d's'd^x'—dx'd^/^4s"d. 


as' 

dy 

ds' 

djx' 


ds 


f  * 


I 

î 
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ds'd,  - 


on  trouvera     i  —  (^ 


ds' 


d^i" + <y'* + d^x'Y-  dy"- 


dPd. 


y—3f  — 


ds' 


di"d.  -— 

-    ds 


/s 


«*'* 


-d^S 


•X  = 


Lor$qu*6n  votidra  due  luage  de  ces  valeurs ,  il  sera  bon  de  prendre 
upe  différentiette  pour  constante ,  quoique  cela  ne  soit  pas  in* 
dispeasablement  nécessaire  (  n''.  74  ).  Quand  on  aura  chassé  de 
ces  expressions  les  variables  x\  y  et  leurs  différentielles ,  celles 
de  {'  dlsparoîtront ,  et  il  ne  restera  plus  que  la  variable  i\  dont  Téli- 
mination  conduira  à  deux  équations  qui  appartiendront  à  la  courbe 
sur  laquelle  se  trouvent  tous  les  centres  de  courbure. 

355«  Le  calcul  suivant  va  confirmer  la  remarque  que  nous  avons 

faîte 'dans  le  n^.  352  à  Tégard  de  cette  courbe  et  nous  prouvera 

c  qu'elle  ne  sauroit  être  une  développée ,  que  dans  le  cas  où  la  courbe 

proposée  est  plane. 

Faisons  j)our  abréger 

'ds'd^x'—dx'd'/=a,    d/dy^jyd^y^ll,    ds'd^i'^di'd^s'r^^y,   et 

d/^ 
éliminons  des  équations  ci-dessus  la  quantité 

qui  leitr  est  commune,  il  viendra 


d(^+dy^+dx''^d''s 


/t» 


équations  qui  sont  celles  du  rayon  de  cottrbure  absolu.  En  re- 
gardant les  coordonnées  x.y  y  et  i  comme  celles  du  point  d'inter* 
section  de  deux  rayons  de  courbure  consécutifs ,  il  faudra  que  ces 
quantités  restent  constantes ,  lorsque  x' ,  y  et  i'  varieront  une  fois , 
çt  que  par  consé^«nt  les  équatioiis 

(x—x')dy^ydx'  =  (i—i'),da^<tdi'    ' 

ay cnt  lieu  en  même  teips  que  les  précédentes  :  chassant  x-^x^,  y— y 
et  i — ;[',  entre  ces  quatre  équations ,  on  obtiendra  Wquation  de  con-» 


i^ 
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>dition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  deux  rayons  de  courbure  C0fi«- 
sécutifs  se  coupent  :  cette  équation  sera 

(ydy—fidl')  {Ady—yddL)'-^{ydx'-T'tid^)  (  lidy'^ydli)z=zO. 

En  e6S?çtuaflt  les  multiplications  indiquées  »  et  faisant  les  réductions 
qui  s'of&irofit  ensuite  j  on  trouvera  un  résultat  qui  pourra  S'éçrtiç 
aiqsi  qu'il  suit  : 

d<t{fidi  —  ydy)4'dli(ydx'^ôull')  +  dy{ttdy—fidx')=Oi 

mettant  au  lieu  dtA^fitty  les  (][uantités  qu  ils  représentent  j  on  aura 

d'abord  ^ 

dpL—ds'd'x'^dx'd's' ,      i^C'-^y=^^hdldy^'.^'d^) 
dfi=ds'iPy^4y'd's' ,       ydx'^ad/  =^ds\dx'd^{—did''x') 

dy=ds'd^(-r'd(d?/ ,     iaiy^iax'=d/{dyd^af^dxd:'y)  ;  * 

substituant  ces  valeurs  et  négligeant  les  fa^jfeur;  cooMOuns ,  on 
trouver^a  que  l'çquatipn  ci  r  dessus  ^  pour  développement 

did^x'<py—d(4y'éi?x^-^4yj^(<Px'  \  ^^ 

^^yfx'(P(Jtdxdyd^(^dx'd^(dPy   )  \ 

et  qu'elle  est  par  consécjuent  la  mpmt  que  celle  qu'on  obtiendrez 
en  cherchait  si  le  plan  oscillateur  peut  passer  par  quatre  poinl^ 
consécutifs  ^   car    cettp  dernière  résulteroit  dç  r^iminatipn  des 

A      B 

quantités  pr,  ttj  «otrc  les  trois  équatïôns 

Adx'^  Sify'  +  Cd(  =  6 

'Ad^x'+Bd^y+Cd\'=o 

AiPx'+Bd'y^CiP^zr^p.  . 
356.  Pour  parvenir  aux  équations  d'une  divtlùppic^  nous  obser- 
verons que  les  équations  du=^h<^  ^u^r^^Oy  renferment  la  relatioi^ 
qui  doit  avoir  lieu  entre  fçs  (quantités  x  ^  y  et  ^^  pour  tous  4lB$ 
centres  ^  et  que  le  caractère  commun  à  tous  ceux  qui  sont  sur 
une  même  développée  9  consiste  en  ce  que  les  rayons  menés  de  chacuji* 
eu:^ ,  au  ^oint  correspondant  de  la  courbe  proposée  ^  sont  tangens 
à  cette  développée.  En  nommant  JIT ,  T  et  Z,  les  coordonnées  deç 
points  quclcoijques  de  J'espace ^ .et  «a  aftctant  toujours  x^  y 
f  t  [  aux  centres  de  courbure  »  les  équations  de  la  tangente  à  I9 
courbe  qui  en-  réunit  une  suite  ^  seront  ~ 


* 
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EXTRAIT    DU    RAPPORT    , 

Fait  à  la    Classe  des  Sciences  physiques  et  mathëmatiquQS 
de  ViNSTitVT  National  des  Sciences  et  ^rts. 

Le  C.  Lacroix  FrofeaMor  de  Mathématiques  aux  Écoles  oentrales,  ayant 
vrésenté  à  l'Institut  le  plan  d'un  nouveau  Traité  de  Calcul  différentiel  et  inl&«t 
gral ,  avec  l'Introduction  et  les  quatre  premiers  Chapitres  déjà  imprimés , 
Nous  avons  été  chargés ,  le  C.  Laplaoe  et  moi,  d^en  cendre  compte  à  la  Classe  des 
Sciences. physiques  et  mathématiques. 

Depuis  long -temps  les  Traités  û^Euler  sur  lej^alcnl  différentiel  et  le  Calcul 
intégral^  servent  de  guides  à  tons  ceux  qui  veulent  approfondir  Tétude  do 
l'Analyse  \  mais  ces  ouvrsges  qui  sont  au-dessus  de  tout  éloge  commencent  à  étr9 
extrêmement  rares.  Les  découvertes  faites  paetérieurefDeftt  ont  perfectionné 
coAsidérablemAOt  ^el^Aes  Uiéories  et  en  ont  créé  de  nouvelles.  D'un  autre 
cot4,  les  ouvrages  particuliers  et  les  Collections  Académiques  qui  contien- 
nent ces  découvertes ,  ne  sont  pas  toujours  à  portée  de  ceux  qui  auroient  le  plus 
d'intérêt  et  d'envie  de  les  consulter.  Ces  raisons  ont  e&gagé  Le  C.  Lacroix  à 
rassembler  dans  un  seul  corps  d'ouvrage ,  non  seulement  la  substance  des  Traités 
Û^Euler  mentionnés ,  mais  celle  des  meilleurs  Mémoires  qui  ont  été  publiés  )uer 
qu'à  présent  sur  cette  matière. 

Présenter  avec  clarté  des  théories  diiliciles ,  les  lier  avec  d'autres  théories 
connues  ,  dépouiller  quelques-unes  de  la  partie  systématiijue  eu  erronée  dont 
elles  ont  pu  être  obscurcies  à  leur  naissance  ^  répandre  sur  le  tout  un  é^  degré 
de  lumière  et  de  précision ^  en  un  mot  faire  un  ouvrage  qui  soit  à  la  fois  élé- 
mentaire, et  à  la  hauteur  actuelle  de  la  science;  tel  est  le'but  que  s'est  proposé 
le  C.  Lacroix ,  et  qu'il  n'a  pu  remplir  saas  s'çngiger  dans  de  profon^^  recherches 
et  marcher  souvent  do  front  avec  les  inventeurs. 

.  '  Le  plan  géoéraltiyant  été  lu  à  la  classe ,  nos  'C<Mègues  ont  pu  s'enfermer  ime 
i<\ttQ ,  et  il  nous  sufUt  de  dire  qu'il  présente  un  ensemble  de  méthode^  etd^  thépr 
ries  dont  plusieurs  n'ont  encore  paru  dans  aucun  traité  de  ce  genre 


Il  résulte  de  notre  examen,  qa%  l'ouvi^gedu  C.  Lacroix  ai|a|i  important  dans 
son  objet  que  diflicile  dans  son  exécution ,  renferme  tout  ce  qui , dans  Pétat  actuel 
"Hé  la  science,  peut  constituer  un  traité  comt>let  de  Calciîl  dîflSretfttet  et  intégral. 
A  en  juger  par  l'Introduction  et  les  Chapitres  dont  nous  venons  d«  rendre 
compte ,  il  nous  paroît  que  cet  ouvrage  se  fera  distinguior  paf  le^  dyMx  4te  ivé-* 
tliodes ,  leur  généralité  et  la  rigueur  des  démonstrations. 

Nous  croyons  en  conséquence,  que  l'Inslilut  national  doit  accueillir  et  encou- 
rgger  de  son  approbation  le  zèle  et  les  talens  dont  le  C.Lacroix  foemitunùr 
nouvelle  preuve  et  qui  étoient  déjà  connus  avantageusement  de  la  ci -.devant 
Acadéfliie  des  sciences ,  par  plusieurs  Mémoires  intéressans  dont  un  sur  les 
Tables  du  Soleil ,  et  un  autre  qui  a  obtenu  le  prix  sur  la  Théorie  dee  Assurances 
maritimes. 

Fait  à  l'Institut  n^iionalie  xi  Nivôse ,  an  V. 

Signé  Lr  A  place' et  Lcobitdriï* 

La  Classe  approuve  le  rapport  et  en  adopte  les  conclusions. 
Certifie  conforme  à  l'original.  A  Paris,  le  la  Nivôse  an  V.  delà  République^ 

Sifflé  B.  G.  £.  L.  Lacrpi^de. 
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EXTRAIT    DU    CATALOGUE 

Djùs  Livres  d'^^ortiment  qui  se  trouvent  à  Paris  quai  des  Augustins  i 
chc[  y,  j8.  Mm  D  V  P  RAT  y  Libraire  pour  les  Mathématiques^ 


AMirsEHSirs  pbfloK^biqiies  mr  divenaf 

Sarties  des  sciences,  et  prinC^lement  de 
i  pbyrique  et  des  mathématiques ,  par  le  P. 
,     Bondventure  Abat^  i  vol.  i/i-9* 

lastitnidoDl  enalltiche  di  Donna  Mfuria  Gaetana 
Agnesi^  a  voL  x/i-4* 

Traités  élémentaires  de  calciU  différentiel  et  de 
falcnl  intégral ,  traduits  de  l'italien  de  ma- 
demoiselle Agnesl ,  avee  des  additions  ,  iiz*8. 

Francisci  AguiUnii  opticorum  Ubri  sex.  An- 
tuerpis  ,  ex  officinà  Plantinianâ ,  in-L 

H«miq»lierittm  dlsseetuin,  opus  geometricum 
in  qno  obiter  tractatur  de  maximis  inscrip- 
4tbflibns  et  minimis  circumscribentibus ,  ^c^ 
antbore  Bicardo  Alhio  Auglp.  Rom»,  1S4I 

Inâroductorium  in  astronomiam  Àïbumaiar*^ 
abalacbi  octo  cd^tin*M  libroso»  ru^^iv*^ ,  i A-4. 

OpttKules  iqjuSNuMques  par  à'Aitmhcrt^  8  y. 

iit-4- 
Traité  de  Dynamique ,  par  le  même,  in-^, 

TraifTde  l'équilibre  et  du  mouvement  des  flui- 
des, pour  servir  de  suite  au  traité  de  dyna- 
mique ,  <i»-4. 

Essai  d'une  nouvelle  théorie  de  la  résistance  des 
fluides,  iii'i^, 

Kéflezions  6ur  la  cause  générale  des  vents , 

M'4>- 

Recherches  sur  la  préotssion  des  Equinozes  et 

sur  la  nutation  de  l'axe  de  la  terre ,  /11-4. 
Recherches  sur  dVfférens  points  importans  du 

système  du  Monde  ,  3  voL.//z-4. 
Elémens  de  musique,  par  le  même ,  in-%, 
Mtthammedis  fil.  Ketiri  Ferganensls ,  qui  vulgo 

Alfragah/t*  dicitnr ,  eicmenta  astronomSca , 

arabice  et  latine ,  cnm  notis  operâ  Jacobi 

GoUi.  Amstelodami,  J669 ,  iA-4. 
Miscellaneum  hyperbolicum  et  parabolicum, 

authore  F.  Stephano  àieAngciis ,  in-é^.  Vent*' 

tiis,   xSog. 
Apollonii  Fergci   conicornm  librl  IV ,  cum 
-lemmatibus  Pappi  Alexandrin]  et  commenta- 

riis  Entocii  AsCalc^tae  ,   ex  versione  Fed. 

Comman^ni ,  z/i-f. 
lâtm^  gr.  lat  edente  £dm.  HaUeio.  Ozonfae, 

1710,  lA-foI. 

Apollonii  conicorum  libri  IV.  cnm  comment. 
Claud.  Richard!.  Antu.  16S&,  in-f. 

4pùUonii  conicorum  lih.  V.  YI  et  VU  à  Bal- 
pfaato,  Asphahan  \  addltus  in  calce  Archime- 
dis  asnuDptorum  txactat.ex  côdicibus  arabicis 
MSS.  cum  notis  et  verslo.  Johan.  Alphonsi 
BoreUi.  Flor.  i«6i ,  tn-f. 

Archimtdis  operà ,  quae  extant,  uovis  demons- 
trationibus  çonunentariisque  illustrata  per 
Dav.  RKaltum  à  Flurantià,  gr.  lat.  i6i5, 
in-f. 

J^mirandl  Arc^lmedis  syracnsani  monumenta 
omnia  mathematica ,  ex  traditione  Fr.  Maa- 
rvigrcL  FanornOi  >  i68Ô  ^  Ui^îqI. 


Archimedis  siracusani  Arenarins  et  Dlmensio 
cfrculi,  Emtocii  Ascidoiiits  in  banc  commen* 
tarins;  cum  versione  et  notis  /«/r.  WaUis ^ 
gr.  c^  lat.  Ân-iA.  1676. 

Nouveaux  Siemens  de  Géométrie ,  (  par  ArntLud 
de  P.  R.  )  1V4. 

Dictionnaire  de  Marine,  par  Aubin ,  m-^. 

Traité  complet  de  Trigonométrie ,  par  AudUr^ 
ne  y  I  voL  in^%. 

Problèmes  plaisans  et  délectables  qui  se  font 
par  les  nombres,  par  Cl.  Gaspar  ^BiicAer,  tn-8. 

Histoire  de  l'astronomie  ancienne ,  indienne  e% 
moderne,  par  M.  Bailli ,  5  voL  ij»-4. 

Théori*  A^  MiicHuwo  a«p«i£t;tTtr,  par  le  mème« 

Letres  sur  Tatlanlîde  k  M.  de  Voltaire ,  par  le 
même,  in-%. 

Lettres  surTorigiae  des  sciences ,  par  le  même , 

in-%, 

Le  microscope  à  la  portée  de  tout  le  monde, 
traduit  de  l'anglais  de  H.  Baker,  1  vol.  in  8. 

Lectiones  Opticc  et  Geometricas-,  autorelsaac* 
Bafrowy  tBy/i,  in-i. 

Joannis  Baycri  Uranometria ,  omnium  aste« 
rismomm  continens  schemata  nova  me* 
thodo  delineata ,  «rels  lamini^  expressa , 

(A-fol. 

Joan.  Bayéri  ezplicatio  ch^ractemm  jeneis 
Uranometrias  imaginum ,  tabulis,  insculp  - 
torum ,  addita  et  eommodiore  hàc  formÂ 
tertiùm  redintegrata ,  2697,  tA-4' 

La  Gnomonique-pratique ,  par  Dom  Fr.  Btdos , 

/fl-8. 
Elémens  de  fortification ,  ^ar  BeUir ,  1A-4. 
Nouveau  cours  de  Mathématique  à  l'usage  de 

l'Artillerie  ,  par  Btlidor ,  za-4. 
La  science  des  Ingénieurs ,  par  le  même ,  /a-4. 
Architecture  hydraulique,  par  le  même ,  4  vol. 

XA-4. 

Le  Bombardier  français ,  par  le  même ,  za-4. 
Dictionnaire  portatif  de  l'ingénieur ,  par  le 

même ,  iA-4* 
Danieliîr'£«rAott//£  hydrodynamica ,  ca-4. 
Jacobi  Bernoulli  opéra ,  %  vol.  x  a^4. 
^'as^.  dissertatio  de  gravitate  aetheris,  XA-iAt 
Ejusd.  ars  con)ectandi ,  rA-4. 
Joannis  Bernoulli  opéra  omnIa  ,  4  vol.  £a-4. 
Essai  d'une  nouvelle  théorie  de  la  manœuvre 

des  vaisseaux ,  par  Jean  Bernoulli ,  in^^ 
Essai  sur  l'horlogerie,  par  F.  Berthûud,  a  v;  in-4» 
Traité  des  hoi^oges  marines,  par  Je  même,(A-4* 
De  la  mesure  du  temps ,  ou  supf>lément  au 

"Fratté  des  horloges  marines  et  à' l'Essai  sur 

l'horlogerie  >  par  le  même ,  x a-4- 
Eclàirciiisemens  sur  llnvêntion  des  hoilogesma*' 

riiies ,  par  le  même ,  ia-4* 
^arium  philosophie   mathematlcs  9  autoi^  * 

Mario  Bcttlno,  f^voi  inr/^ 
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Conrs  de  Math^matiqnes  à  IHisage  des  gardes 
du  pavillon  et  de  la  marine  ,  par  Bé\out ,  6 

Cours  de.  Mathématiques  à  l'osagc  de  l'artille- 
rie,'par  le  même  ,  4  vol.  ia-»X. 

Théorie  des  équations  algébriques ,  par  le  ma- 
nie, t/»-4> 

Birfffc^ ^"«i.hesperi  et  phosphori  nova  phacnor 

tnenn ,  rn-fol. 

Ejttsd.  Ôbsen'atîones  cfrcà  planetam  Veneris, 

1 7tt8 ,  in-foK 
*  Jap.  de  Billy  Diophantus  geometta  ,  i  S^o  ,  in-4' 

Ejiisd.  Diophantus  redivîvus,  1670,  i«-8. 

Éjusd.  Tabulae  lodoiceac  »  £«-4. 

£/i/f<^.  nova  geometriat  clavis  algebra  >  i64^} 

tfl-4. 
/^Traité  de  la  construction  et  des  prfhcipaux  usa- 
ges d«i  inst rumens  de  mathématiques  ^  par 

Bion ,  sn'4* 
L'Asa^e  des  Globes ,  par  le  même,  in-8. 
Mouveaux  élémens  d'algc^bre  et  de  la  géométrie 

.réduite- à. ao.  v«»i«-|M'»*rc*jfc«  ,  n«r  Ulûft  y  ' 

1 745  ,  in-A'  V 

La  Qnomottique  ^  ou  la  science  des*  cadrons ,  : 
par  le  même,  t/j-8. 

Cours  de  mathémat.  par  Blondtl,  a  voU  i/i-4' 

l.'art  de  jeter  les  bombes  ,  par  le  même  ,.^-4. 

Histoire  du  calendrier  romain  ,  par  le  même.   1 

Livre  d'architecture  contenant  les  principes  g^ 
Atiraux  de  cet  art,  et  les  pla/is  d'élévation  et 
profils  de  quelques  uns  des  bàtimens  jtalts  en 
France  et  danS  les  pays  étrangers  ,  par  Bof- 
/ra«rf.'— Description  de  ce  qui  a  été  pratl-i 
que  pour  fondre  en  bronac ,  d'un  seul  jet ,  la:" 
n.^ure  équestre  de  Louis  XIV  ;  &c  par  le 
même ,  /«-fol.  r 

Description  et  usage  d'un  nouveau  cercle^  par 
Borda  ^  in-A. 

Vbtrns'Borelli  de  veto  telescopii  inrentore, 
xn-4. 

3oh.  Alph.  BortUi  de  motu  animalium,  in-^. 

Rog.  Jo$.  Boscovich  opéra  pertinentia  ad  op- 
ticam-et-astfonomiam  }  5  vol.  m-4>' 

Ejnsd,  Diasertationes  quinque  ad  dioptrlcam  - 
pertinentes ,  <n-4* 

£iMfJ.  Th«oria  philosophie  naturalis,  i/1-4.      y 

Éjtiids  de  inJtqualitatibos  Saturai  et  Jovis  , 
n-8. 

£jusd.  dp  sQ^sâcluns  defectibus,  in- A, 

Bjusd.  elementa  matheseos  uaiversjç ,  a  vol.  v 
in-t, 

Ejusd,  de  LitterftFiâ'expeditione  per  ppntiii*. 
ciam  ditionem  ad  dimettendos  duos  meridianl 
gradns,rnr4.  ...,.,  .   •      . 

Voyage  astronomique  etgépgr..  pottr,ii)êsurer 
deux  degrés  du  méridien  et  co^figer  la  .carte 
eedéjùastique,  par  le  P.  Bosco^ich  9  ia^A* 

Les.  Eclipses  >  poëme ,  par  le  P.  fio^ovich  >  tra- 
duit par  Bartuel,  <a-4*  t . 

Tr.iité  des  manières  de  defisiaer  ^  «ordres;  dc^ 
rarchiie(*tvwe  antique  en  toutss  leurs  partj^e^  f 
par  A.  ^ojjre ,  î«-fol- • 

Manière  universelle  de  M.  Desargues  ponr  pra* 
tiquer  9a  perspective ,  pap  K.  Bout  y  a  vol.- 
i«-8.' 

La  reantèf c  naivçrKlle  de  M.  Deaargues  pour 
poser  ressiea>|>UlQerlffi^heujr«A  et^tfes 


choses ,  an  cadrant  au  soleil ,  par  A.  Sosse^ 

La  pratique  du  trait  frpreiurcs  dé  M.'  Desar-* 

gués,  pour  la  coupe  des  pierres  en  Tarchli 

tecture ,  par  A:  Bosse ,  /n-8\ 
De  la  manière  de  graver  à  l'eau  forte  et  au  hiu' 

rin:  et  de  la  gravure  en  manière  noire  ,  par 

A.  Bosse  y  in-S. 
Cours  de  Mathématlifaes  à TuBageidee-élèves  du' 

Génie ,  par  Sossut ,  in-Z, 
Traité tbéoriqtie  etezpérimental d'faydrodyna- 

mique ,  par  le  mène  y  a  vol.  Iir-8. 
Traité  du  eelc«l  tetégral,  par  B^tigminvilU  ^  ' 

'  a  vol.  iii-4. 
Voyage  autour -du  Monde ,  'par  le  même ,  £ii«4.  ' 
De  la  manœuvre  dee  vaisseaux  -,  par  Bouguer , 

ijt'A'  i*' 

Traité  d'Optique  sur  là  gradatton  de  la  lumière , 

par  le  même ,  in-A- 
Entretiens  sur  la  cause  de  llndinaison  de»^ or- 
bites des  planètes ,'  par  le  même  )  rn-4. 
Nouveau  traité' de  Navigation  eontèhantla  tfaëv* 

rie  et  Ja  pratique  du  pilotage ,  par  le  même') 

La  figure  ûeizr'^^m^.ditùrm^néè  parles  obser- 
vations de  MM:  BVmgtter  et  de  Ja  Condamiiie, 

par  le  même,  £n-4. 
Traité  du  Navire ,  de  sa  construttimi'crde  ses 

mouvemvns  -,  par  it  mértte ,  in-A' 
IsThaelis  Bullïaldi  Astrotfomia  philolaïca  ,  4ti-f. 
Ejusd.  Philolaiis  de  vero  systemate  mundi,  m>4. 
Ejuéd.  Ezercitatlones  geometrlec -de  haeis  spl^*' 

ralibus ,  in-A, 
Ejusd*  opo»  de  ArMihetiéa  fniinitoirum  ,  t/i-f..  v 
Exercitatio  geumetrica  de  desqriptione  llnea- 

-rum,  avtore  Gulielmo  Sraikenridge.  Lo&dkiiy  *^ 

1755,  in-A' 
TVaité  de  perspectivce ,  par  Louis  Brtte\ ,  xa-fol.  ' 
L'art  de  bâtir  les  maisons  de  campagne}  par 

Briseu»,  a  vol.  gr. /n-4- 
Traité  du  beau-  essentiel'dans  les  arts ,  etprin-  - 

ci  paiement  dans  Tarchltecture ,  par  le  même, 

s  vol  gr.  £«-4. 
Traité  de  la  science  des-  nombres  )  par  feu  M. 

'  Bhinoty  cn-9. 
Règles  du-dassm  et  du- lavis,  par  Buehottfy 

in'9, 
R  Biingi  numerortim  mysteria ,  1618  ,  ««^4. 
LuesB  di  Burgo  summa  arithmctlcs  et  geome* 

tri»  ,  1 494  9  /n*f ok 
Buteonis  opéra  geometrica^  ifôfi  ,  ûi-fol.  - 
Ejt0d.  de  quadk-aturàcircali Hber»  iSSg ,  ia-g*'- 

Traité  de  Trigonométrie ,  par  CaptoU  j  in-A* 
labiés  de  logarithmes  de  Oardiher ,  revues  et  ^     • 

augmentées  par  Calltt^  s  voL/n-S. 
Cours  de  Mathématiques  i  ^at  Cmitus ,  4  voL  • 

ià-^^.  ■    ' 
TifsAfè  dekforces  mouvantes,  par  M.  deOmv^, 

*a*R.  •  '  * 

Joan. Caramutlis raatheilB'bicepSTettts eisova^  - 

1670 ,  a  vol.  ns-fol. 
Essai  iur  les  machiaes  en  général,  par  Cûntêt , 

Méthode  pour  la  mesure  des  surfaces ,  la  di* 
jnensio9  des  solides,  &c.  par  Inapplication'' 
•  du-calcul  intégral ,  par  Carr/,  in-A' 

Cii/«<«Opticff*dis9ertsttiMte6^'»^«    ' 
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6t\  tewpio  di  S.  Petronio  tirata  e 

,>reparata  per  le  osservazioni  astronomiche 

[i  Gio.  Domenico  Cassini ,  fii-fot. 
.Elémens  d'astronomie,  par  Cassini,  %  Tol.in-4« 
Voyage  es  AUemagoe ,  par  le  même ,  //;-4* 
La  méritiièime  de  Paris,  vérifiée  par  Cassini  de 

Thyry ,  in-A- 
Voyage  de  Chappe  en  Californie ,  rédigé  et  pa- 

l>Iié  par  Cassini  fila,  in-^. 
Exposé  des  opérations  f ai  Ces  en  1787  poturia 

fonction  des  observatoires  de  Paris  et  de 

Greenviéh,  par  MM.  Cassini  y  Méchain  et 

Legendrcy  in-à» 
Mathématique  universelle ,  par  le  P.  Cas  tel,  -% 

vol.  «B-4. 
Xe  vrai  système  de  Newton ,  mis  en  parallèle 

avec  celui  de  Descartes ,  par  le  même ,  rn-4. 
X''optiqae  des  con]enrS)par  le  même,  in-ia. 
Geometria  indivisibilibus    contimiomm   novA 

quâdam  ratione  promota,   antore  Bonav. 

CayalUrio ,  in- A. 
Mjtud,  ezercitationes  geoirietries  ,  in-I^ 
Ejitsd,  TrigoDome tria' plana  et  spbsrica ,  211-4. 
I^Adolphi  à  CiuUn  liber  de  drcalo  et  adscrir*^  j 

<«-4. 
Voyage  daii»"f Amérique  Septentrionale,  par 

CAahertj  in-A* 
Voyage  à  la  Martinique ,  par  Ckanvalon ,  in-A. 
iàCtnçàre  sur  Tobservation  des  Longitudes ,  par 

Charnières ,  ««-8.  v 

La  Dioptriqae  ociâaire  par  le  P.  Chérubin  d'Or- 
léans, 1671,  to-fol. 
La  vision  parfaite  i  on  le  conçonri  des  devz 

a<es.  de  la  vision  en  nn  seul  point  de  l'objet , 

par  le  même ,  1 677 ,  in-f ol. 
L'Ingénieur  de  campagne ,  par  Clairocy  in-A- 
Elémens  de  géométrie ,  par  Clairaut,  in  A. 
'Elément  d'algèbre,  par  le  même,  cinquième  édit. 

augmentée  ,  a  vol.  m- 8.  Sous  presse. 
Théorie  de  la  Lune ,  déduite  du  seul  principe 

de  l'attraction,  par  le  même,  1R-4. 
Théorie  des  comètes ,  par  le  méme^  in-%. 
Théorie  de  la  figure  de  la  Terre,  tirée  des 

principes  de  l'hydrostatique ,  par  le  même, 

tfi-8. 
Ae<Aterchet  sur  les  courbes  à  double  courbure  , 

par  le  méoie ,  in^A* 
Christ.  Clavii  opéra  mathematica ,  5  vol.  in'ï. 
Mjmsd'  ia  sphvrvnx^aero'bosco  commentarius , 

ia-4« 
Ejusd,  algebra ,  f /x-4* 

Ejusd*  epitoipe  arithmeticc  practicsi ,  /ix-m.  - 
PI.  Cluverii  introductio  in  «miversam  geogra- 

phiam,  Kfi-4*     • 
Kottvelle  fortiilcatiQn,  parle  Baron  de  Coëhorn , 

inr4, 
Job.  CoUins  et  aliorum  commerciam  epistoll- 

cnm  de  analysi  promotâ ,  t/nB.. 
Essais  d'analyse ,  par  Candorcet^^  in^. 
Essais  sur  l'application  de  l'analyse  aux  proba- 
bilités des  décisions  rendues  à  la  pluralité  des 

voix,  par  le  même,  in-A- 
Des  progrès  de  l!esprit  humain  »  par  le  même, 

£«-8. 
Die.  Coperni^i  tractatus  de  revçhitionihus  or- 

bium  cœlestium ,  in-îdl. 
Ejusd,  Âstronomia  instaurata ,  in-A' 
JRig»  CAtaiLhaanon!^  mensmarum  >4V4^ 


Leçons  de  physique  expérimentale  sur  l'équili- 
bré des  liqueurs ,  et  sur  la  nature  et  les  pro- 
priétés de  l'air ,  traduit  de  l'anglais  de  M.  R . 
CSus^in-Z. 

Voyage  de  Courtanvaux  ,  £«-4.^ 

Traité  d'optique  dans  le  système  Newtoniea^ 
par  Courtivron  f  in-A- 

Traité  de  perspective,  par  Courtonnt^  in-fol. 

Traité  de  calcul  différ.  et  intégral,  par  Cousin , 
A  yol.'ia-A» 

Introduction  à  l'étude  de  l'astronomie  physique^ 
pair  le  même ,  in-A- 

Introduction  à  l'analyse  des  lignes  courbes ,  par 
Gab.  Cramer ,  in-A* 

Commentaire  sur  l'analyse  des  infiniment-peths 
de  l'Hôpital, ^ar  Croaras,  in-A' 

La  géomi&trie  des  lignes  &  des  surlitces  rectili- 
gnes  et  circulaires,  par  le  même,  a  vo!.  inS . 

Essai  sur  les  probabilités  de  la  durée  de  la  Vie 

humairïe',  par  DeparctcaHy  in-A- 
Traité  de  trigonométrie  et  de  gnomottique  , 

pdl   le  nieiiix;  j    >'«•  4.  \ 

Traité  des  annuités  ,  accompagné  de  plusieurs 
tables  très-utiles ,  par  M.  Deparcieux ,  in-A' 

Traité  d'horlogerie ,  traduit  de  l'anglais   de 

Derliamy  in-ia,. 
,  Renati  Descartfs  opéra  omnia ,  8  vol.  in-A» 

<Euvres  de  René  Descartes,  8  vol.  in-A- 

Les  mêmes,  j3  vo*.  £«-13. 

CI.  Fr.  Milliet  J^eschales  cursus  seu  mundus 
mathemaficus  univers!hn  matfaesfn  quatuor 
tomis  complectens ,  1690,  in- fol. 

Recueil  de  différens  traités  de  pîiysique  «t 
d'hstoJre  naturelle ,  propret  à  perfectionner 
ces  deux  sciences ,  par  M.  DésUnàta ,  5  vol. 

Essai  sur  la  marfne  des  anciens ,  par  le  même , 

ta-ift. 
L'arithmétique  des  Géomètres ,  par  l'abbé  D^* 

dier^  in-A' 
La  science  des  Géomètres ,  par  le  même ,  m«4. 
La  mesure  des  surfaces  et  des  solides ,  par 

l'arithmétique  des  tnfeils  et  les  centres  de 

gravité ,  par  le  même ,  in-A, 
La  calcul  cHfïfêrentie]  -et  le  oalcul  Intégral ,  par 

le  même,  Ai*4* 
La  méchanique  générale ,  par  le  même ,  in-A' 
Traité  dé  perspective  théorique  et  pratique  > 

par  le  même ,  in-A- 
Le  parfait  Ingénieur  françaii ,  par  le  même, 

in-4» 
Elémens  généraux  des  principales  parties  dea* 
mathématiques  nécessaires  à  l'artillerie  et  au 

•  génie,  par  le  même,  9  «trol.  in-A» 
Nouvelle  réfutation  de  l'hypothèse,  des  forces 

vives ,  par  le  même ,  tn-'i  a. 
Esiais  sur  les  Mathématiques ,  par  Digard , 

sfi-4< 
Diophanti  ferum  arithmeticorum  Mb.  sex  ;  item 

lib.  deiiumeris  multangulis ,  cum  comment. 

et  lat.  transi.  GuiL  Xi'aadrl.  Bas.  i585,  in-i. 
Diophanti  Alexandrini  arithmeticornm  libxi 

ses ,  et  de  numeris  multangulis  liber  unus  \ 

graece  et  latine  editi  ,  cvm  comment,  auet. 

Ci.  Gasp.  Bacheto^  Lutetiae  Paris.  Craoïoisy,' 

•  i6ai,  ift^kfl, 

Altem-tditio  «mu  comsieoL  C.  G.  fiadiçt. 
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<t  observât.  D.  P.  de.  Fermât  î  accessit  Doc- 
UiniB  analytics  inventoni  novom,  gr.  lat. 
Tolosr ,  J670,  in-foJ. 

Géométrie  de  ]:A]:penteiir ,  par  Doyen  ,  ra-R. 

Principes  mathématiqnes  oe  'a  philosophie  na- 
tnrelle ,  par  Mad.  DuchateUt^  a  vol.  /«-4. 

Géoii}étrie  soutecraïAe ,  par  Duhamel ,  xa-A*. 

Elémens  de  rArchitectare  navale  ,  par  Duha- 
mel à\k  Monceau,  /ff-4. 

I«a  science  des  ombres  par  rapport  au  dessin  , 
par  Dupa  in  ,  in-t. 

Nouveau  traité  de  Trigonométrie  reetîHgne , 
'  par  Dupain  de  MontessoH ,  in-%. 

Les  connoissances  géométriques ,  par  le  même, 
2)1-8.  • 

L'art  de. lever  les  plans  9  par  !e  mime  ,  111-8. 

Manuel  de  l'Artilleur ,  par  Durtubie ,  f  n-8. 

£nierson's  the  method  of  incréments ,  in-A' 
•— •  The  principles  of  mechanics ,  i/ï-4. 
^—  A  Treatisft  of  Arithmetic  ,  in-%. 
— -  The  Eléments  of  Geom«4»jt ,  ;«-«. 
••—  TSe  doctrine  of  proportion  arithlnetl«%|: 

and  Geometrical,  in- 8. 
*—  The  éléments  of  trigonometry ,  i  vol.  z'»-8. 
^  •— .  A  treatise  of  algebra  In  two  books  ,  in-%. 
'  mm^  The  arithmetic  of  infmites  ,  and  the  dif- 

f  ential  niethod,  iUnstrated  by  Examples  »  jin-% . 
«»-  The  éléments  of  the  coniir  sections  ,  de- 

monstrated  in  three  books,  /yi-8. 
—  The  nature  and  properties  of  curve  Unes 

in  two  books  ,  in-Z. 
^•The  projection  of  the  sphère  ,■  Orthogra"- 

phic,  stereographic  and  goomonical ,  ^-8. 
^  Mechanics  ,  or  ^  the  doctrine  of  motion , 

tJi-8. 
«—  The  lavs  of  aentripetal  and  centrifugal 

force,  £a'8. 
M^  The  doctrine  of  floTuons ,  the  second  edi'- 

tion.,  c'a -8. 
MM  Navigation ,  or  >  the  art  of  mailing  npon 

the  sea>  iA-t«. 
Histoire  de  l'astrononiie ,  par  M.  Esuvt  ,8.  vol. 

£a-ia* 
Euelidis  que  supersunt  opéra  omnia  ex  ve- 

censione  Dav.  Gregorii.  Oxon.'i7o5,  gr.  et 

latine.  in*fo1. 
Euctidis  elementorum  libri  XV  brevlter  de- 

monstrati,  operâ  Is.Barrow»  ^-is. 
Eue  mis  elementa  illustrata  à  Christ  Clavto ,  a 

Vol.  i«-8.. 
Euelidis  elementorum  libri  priores  sex,  item 

nndedmus  et  duodecimus  ex  versione  lajtinA 

Fed.  Commandini ,  cum  notis  Eob.  Simeon  , 

17^^  ^  in- A' 
Euelidis  elementorum  libri  tredecim  ;  Isidori 

et  Hypsldis  et  recentiorwmjle  oorporibnsre^ 

gularibus  et  P>ocli  propositiones  géométrie* 

cam  comment.  Cl,  Richardi ,  û-fol. 
£<ir/<^«/adauotusetmethodlcus,  auctore  Gua-* 

rino  >  i^fi7J  yin-îo\. 
Euelidis  data,  extsad.  Cl.  Hardy  »ad>âctu8 est 

Mariai  commentarlus ,  gr.  et  latine ,  t a-4. 
Euelidis  elementovum  libri  priore«>sex  ,  item^ 

jNSdecimns  et  duodecimus  ex  vers,  lat  Fed. 

t^ommandini,quibiis  accedunt  trigonometri» 
'  planie.et  q)hie;nc«e;  elementa»   item.traeta- 

tus  de  naturà  logarithmonun  in  usuin  juvea^ 

tkitis  académie»,  .«i7;-8. 


Eucllde  restîtùto  ,  o  vcro  gît  antîchi  élè^etttl^ 
geometrici  ristauratl  et  facilitatl  da  Vitale' 
Glojr.dano  ,  libri  XV.  1690,  i/z -fol. 

Les  Elémens  SEueUdé ,  du  P.  Dedialès  et 
d'Ozanam  démontrés  d'une  manière  nouvel*' 
lé ,  par  M.  Andieme,  ia-i-s. 

Elementa  Euclidea  geometri»  plans  et  solide 
et  selecta  exArchimede  theoremata  ,  quibus 
accedit  trigonometria,  autore  Tacqnet,  i«-8. 

Leonh.  Euleri  introductio  in  analysin  iniinito- 
rnm ,  a  vol.  xA-4* 

—•  Institut^ones  calcufi  di&în-ehtialis ,  £n-4- 
,  —  Institutiones  calcnU  integralis ,  3  vol.  i«-4. 

— •  Opuscula  anaiytica  ,  a  vol.  £rt-4« 

^-*  Opuscula  varii  argument! ,  S  vol.  £a-4*  . 

*-^  Mochanica ,  sive  seientia  motûs  >  ft  vol. 
in-4. 

•—  TbeoFîa  motûs  corporum  solidomm  ac 

rigidorum  )  '«-4- 
•—  Theoria  motuum  lune,  /«-4- 
"— *  Sctentia  navalis,  %  vol.  i«'4* 
—  Dioptrica  ,  5  vol.  ta-4. 
— -^Tetitamen  novs  theoris  miisic»  ,.«-4- 
•—  MetkioaMttjji^eniendi  lineas  curvas  maximf * 

ni'niffli  ve  propri^iaie  «nudente»,  in-4« 
Lettres  de  M.  Euler  â  une  Priqpe«»c  d'Allema- 
^  gne  ,  8  voîi  iii-8. 

Elémens  d'algèbre  ,  par  te  même  «  *  vol<  2»-^. 
Théorie  complète  de  la  construction  et  de  la 

manotnvre  des  vaiMeaux ,  par  le  même , 

i».8. 
Diàlogî  physffcl  m  quibns  de  môtii  twrrsB  disum- 

tûtnr ,  autore  Honorato  fabri  ,  i»-4- 
£/«/</.  Sinopsis  optica,  ia-4- 
l^ctri  de  Fermât  opéra  vai*a  mathematica ,  U- 

toi 
Jnîil  Firmîci  astronomicon  tibri  »  per  Nlcol.- 

Ptiicknerum,  i566,  in-fol. 
Jo.  Tlamsuedii  Wstoria    co^est.  britann.  e% 

atlas  cœlestis  ,  if  vol.  fif. 
Voyage  pour  éprouvef  les^  horloge^  marines,» 

par  Eleutieu ,  a  vol.  tV4- 
Mémoires  sur  le  calcul  diiRrcatM  et^  le  oal- 
'  cul  intégral  »  par  Fontaine ,  ««-4. 
^issertasiouo  idfodiliamfca   dal  P.  Don  Gn^. 

Fontana ,  coronata  daî^Academla  di  so&en- 

»e  dl  Mantova,  £«-4' 
Géométrie  de  l'infini,  ^at  FcntenêiU  y  in-A- 
Traité    de   la  mâture  des   vaisseaux  ,   par 

Forfait ,  /«-4- 
Traité  des  progressions  par  addition ,  par  M, 

de  Fbrtia,  in-î.  ' 
Hydrographie  ,  par   Foumler  ^   i^^7'i  in^iol» 
'  (Kuvres  de  Franklin ,  a  vol.  f»-4« 
Traité  des  triangles  rectangles ,  par  FreTÙcle , , 

iA-4» 
Défense  de  la  chronologie  contre  k  système 

de  Newton ,  par  Fréret ,  f»-4. 

La-  théorie  et  la  pratique    de  la   coupe  des 

pierres  et  des  bofe  ,   par  FréifMr  ,  s  vol. 

Elémens  de  stéréotomie ,  par  le  même  ,  a  vol. 

*V8. 
Pkuli  Frisu  de  gravitate  coiponun  mûrersalf  v 

«a-4.     . 
£/«/(/.  CosmQgraphia,  z*a- 8. 
Instituzioni  dî  meccànlca  ,  ^tidiimietria,.ot«»- 

deU'  A.D.  F.Friti,  in-A*   ' 
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•€r«orgîl  tnû:  F/^fettii  datîs  imlversi  trigono- 

xnetrica ,  iii-8.- 
S^stènie  dû  MoAde  ielon  les  trois  Ik^othèses, 

par  Gadrôys^  îm-ia. 
arithmétique  dliî^ontrée  et  expliquée ,  par 

Caignat  de  l'Aulm^is ,  i/i-8. 
'  Opei«  di  Gattleo  GaliUi ,  divise  in  qttàjttrfr 

tomi ,  i«-4' 
-JKfffronomie  physique ,  pal*  Camaehts ,  /a-4. 
Tables  of  logarithms ,  liy  W.  Gardintr^  hôï^ 

don,  174a j  «i-4' 
InstHutio  astronômica,  à  Pétro  Gasséndo^  iit-4. 
Traité  des  ponts-  et  des  chemins ,  par  Gautier ^ 

ft  vol.  in-B, 
Henrici  GtUibrand  Trigonoraetria  britannieâ , 

r/i-fol. 

Opuscula  maifiematlca,  autore  TetroGiannini, 

in-A, 
i.êcons  analytiques  da  calcul  des  fluxions  et 

des  fluenfes,  on  Calcul  différentiel  et  inté- 
,      «pral ,  par  Girault  de  Koudou ,  in-%. 
Théorie  du  choc  des  cuipa ,  par  le  même ,  *V8. 
De  ^origine  des  loix ,  des  arts  et  des  sciences , 

par  Goguet,  3  vol.  in- A. 
Introduction  à  la  philosopha ,  conrënânt  la 

métaphysique  et  la  logique ,  de  S'Gravesande , 

(Euvres  pbiîosophiques  et  mathématiques  de 
M.  S^Gravesandty  a  vol.  /n-4. 

%*Gravesa(ide  physices  elementa  mathematica  > 
s  vol.  M- 4. 

Efusd»  matheseos  universalis  elementa  ,  in-i%. 

Astronopiias  physicaè  et  geometrlcc  elementa  , 
à  Dav.  Gregorio ,  i«-fol. 

Jdem  opus  >  in-4>  »  vol. 

Ejusd,  anctoris  catoptricae  et  dioptries  sphsri- 
CK  elementa,  169$,  in-B, 

Jac.  Gregorii  exercitationes  géométrie»  ,  in- 4, 

Ejusd,  vera  eirculi  et  hyperbolse  quadratura. 

tTsages  de  l'analyse  de  Descartes  pour  décou- 
vrir sans  le  secours  du  calcul  différentief ,  lès 
propriétés  ou  affections  principales  des  li^es 
géométriques  de  tous  les  ordres ,  par  de  Gua , 
1700,  in^ia. 
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